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Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.   Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
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et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 
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AGRARB,  directeur  adjoint  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  rie  la  Confiance,  rue 

Fayart,  a,  à  Paria. 
ARMÉ  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  i.S,  à  Paris. 
AUTOUR  (Charles),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 
AO0ST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  dés  Sciences,  à  Marseille. 
AFFELL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Dijon. 
AMR  (Henri),  banquier,  rue  de  Grammont,  14,  *  Paris. 
BACR,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  place  Stanislas,  ?,  à^taucy. 
RKROIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  à  Chalon. 
BSRBELLÉ,  ancien  garde  général  des  forets,  à  Rioz  (Haute-Saône). 
BERTRARB  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l' Académie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  6, 

à  Paris. 
RISCBOFFSflEII,  banquier,  rue  de  Grammont,  37,  à  Paris,  S.  P. 
BIERAYsB  (Alexis),  chef  d'État-Major  du  Génie,  à  Alger. 
BIERAYK  (Arthur),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Toulon. 
BIBRAY1É,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

BLEYME,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Lacuée,  38,  à  Paris. 
BOftRET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  80,  à  Paris. 
BMCIAJUT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Victoriastrasse,  6,  à  Berlin,  S.  P. 
RO0C1ER,  directeur  de  l'École  préparatoire  des  Sciences  et  Lettres,  rue  du  Pin,  9,  -a 

Angers. 
ROCFFET,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne  (Aude). 
BOULANGER,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
BOCRGET,  recteur  de  l'Académie  d'Ail. 
BIE1AII,  architecte,  boulevard  Malesherbes,  16,  à  Paris, 
BBIOSCII,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 
BUSSE  (A.),  ingénieur  du  dessèchement  du  lac  Fucino,  Abruxzes  (Italie). 
BBIsSB  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Denfert-Rochereau,  2a,  à  Paris. 
BBOCARB,  capitaine  du  Génie,  à  Grenoble,  S.  P. 
CABART  (Maurice),  boulevard  Saint-Michel,  i45,  à  Paris. 
GA1ER,  capitaine  du  Génie.à  Besançon. 
CAROR,  professeur  au  lycéewaint-Louis,  à  Paris. 
CATALAN,  professeur  à  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 
CIARLON,  directeur  des  Compagnies  d'assurances  contre  l'incendie  la  Confiance  et  le 

Midi,  rue  Favart,  3,  à  Paris. 
GIASLES,  membre  de  l'Institut,  rue  Paul-Louis  Courier,  3,  à  Paris,  S.  P. 
CJV1ALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 
CL  A  Y  El  X,  intendant  divisionnaire,  à  Oran  (Algérie). 
CLAUOE-LAFONTANIE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3a,  à  Paris,  S.  P. 
COCfllR  (Denis),  rue  de  Grenelle-Saint-Germain,  8rt,  à  Paris. 
COLLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COL LIG NON,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Paris. 
BE  COIREROCSSE,  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  63,  à  Paris. 
COGRCELLES,  professeur  de  Mathématiques   spéciales  au   lycée  Saint-Louis,   rue  de 

Rennes,  68,  à  Paris. 
CREMONA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome. 

BARROUX,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 
BESOt  capitaine  d'Artillerie,  à  Besançon. 
BEWULF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  à  Bayonne. 
BOSTOR,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  ioj,  à  Paris. 
BDCUEN,  ingénieur  civil,  à  Roye  (Somme). 
BORRANBE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 
FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Saint-Martin,  4»  *  Paris. 
FLYE  SALYTE-1ARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommera  rd,  u.a  Pan*. 
FORTES,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Villefranche  (Haute-Garonne  . 
FOORKT,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à  Paris. 
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64RIKL,  ingénieur  des  PonU  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue 

Jouffroy,  39,  à  Paris-Batignolles. 
CIOTI1ER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustin»,  55,  à  Paris,  S.  P. 
6BRTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 
CIMXt,  rue  Halle.  4<>  et  4 3*  a  Paris. 
CIIRD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 
CêFFART,  boulevard  des  Batignolles,  84,  à  Paris. 
CMUIÈS  (José),  rue  tyfcige,  63,  à  Paris. 

CtORNERIE  (de  la),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  75,  à  Paris. 
CiAlNDOICE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 
GUÉLOT,  chef  de  bataillon,  commandant  le  ioa  bataillon  de  chasseurs  à  pied,  à  Saint- 

Dié  (Vosges). 
IAAG,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  de  Villars,  i5,  à  Paris. 
H  AL  M  EH,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Sain  te- An  ne,  5i,  à  Paris,  S.  P. 
RATON  01  LA  COOPILLIERE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Garancière,  8,  à  Paris,  S.  P. 
■ATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
UNIT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Orléans. 
IERAU1   ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

HERIARY,  capitaine  d'Artillerie,  Dépôt  central,  place  Saint-Thomas-d'Aquin,  1,  à  Paris. 
IERHTE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 
B1LA1IE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  l\,  à  Douai  (  Nord). 
IIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale,  à  Greenwich  (Angleterre),  S.  P. 
IOLST  (EUing),  stipendiât  de  l'Université,  à  Christiania  (Norvège). 
■OORIGANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  a  Paris. 
■MO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  de  la  Victoire,  91, 

à  Paris. 
I01RERT,  élève-ingénieur  des  Mines,  rue  ftotre-Dame-des-Charaps,  83,  à  Paris. 
BCYOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

JACQUIER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  Saint-Jean,  170,  à  Bordeaux. 
JANL1,  capitaine  au  32e  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 
JAVART,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du   Cardinal- Le- 

moine,  28,  à  Paris.  # 

JORDAN,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  48,  à  Paris,  S.  P. 
JOUFFRET,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  d'application  de  l'Artillerie  et  du 

Génie,  à  Fontainebleau. 
JDNfi,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Montebello,  16.  à  Milan. 
kCHLER,  directeur  de  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue  de  Reims,  6,  à  Paris. 
KLEIN  (Félix),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich. 
LAFON,  professeur  au  lycée  Fontanes,  à  Paris. 
LACHE  RIE,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 

61,  à  Paria. 
L  USANT,  député,  rue  de  l'Aqueduc,  5,  à  Paris. 
LAQUIÈRE,  capitaine  d'Artillerie,  à  Blidah  (Algérie). 
LACTB,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LEACTE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Guy-de-la-Brosse,  6,  a  Paris. 
LERON  (Ernest),  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  des  Feuillantines,  11.  à  Paris 
LEFÉRURE  RE  FOURCY,  rue  Monsieûr-le-Prince,  58,  à  Paris 
LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Helsingfors  (Finlande). 
LR10INE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cherche-Midi,  55,  à  Paris. 
LE10XNIER,  professeur   de    Mathématiques    spéciales  au   lycée   Corneille,  boulevard 

Saint-Michel,  i45,  à  Paris. 
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SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES   ET   COMMUNICATIONS. 


Sur  la  fonction  exponentielle;  par  M.  LAGfjERKF,. 

(Séance  du  7  novembre  1879.) 

1 .  Soient  a,b,c,  . . . ,  /,  m  quantités  arbitraires  et  F,  Ff ,  Fs  , , , . , 
Fm_i,  m  polynômes  entiers  en  x.  Si  l'on  désigne  respectivement 
par  a,  p,  7,  ....  X  le  degré  de  ces  polynômes  et  si  Ton  pose,  pour 

abréger, 

u  z=  a  -4-  p  -f-  7  -*- .  . .  -+-  X, 

on  voit  que,  dans  l'expression 

V  =  F*"* -f-  F,^-H  F^-'-f-. .  .  -h  F,,,.,*-", 

figurent  les  fx  -h  m  coefficients  des  polynômes  F,  F4,  . .  .♦  F,M_,. 

En  donnant  à  l'un  d'eux  une  valeur  arbitraire,  on  peut  encore 
disposer  des  (p -f- m —  1)  autres  coefficients  de  façon  à  annuler, 
dans  le  développement  de  V  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
les  coefficients  de 

•■•    ^    •«,«•*•    |      ■  ••,•*  • 

Les  polynômes  F,  F,,  ...,  Fm_f  étant  ainsi  déterminés,  le  déve- 
loppement de  V  commencera  par  un  terme  de  l'ordre  de  x*+m~~l. 
Dans  une  Note  publiée  dans  le  Journal  de  M.  Borchardt  (f  ), 

('  )  lettre  de  M.  Henni  te  à  AT.  Borchardt  {Journal  de  M.  Borchardt,  t.  7fi\ 
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M.  Henni  te  a  donné  une  méthode  très  simple  et  très  élégante  pour 
déterminer  les  valeurs  de  ces  polynômes.  Depuis,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  tous  les  nombres  a,  /3,  y,  . . .,  X  sont  égaux  à  un  même 
nombre  n  (  '  ),  j'ai  rattaché  la  recherche  de  l'expression  V  au  déve- 
loppement de  ezx  suivant  les  puissances  croissante!. dfe^potynônie 

■       fKz)  =  [z-a)[z-l,){z-c)...{*-l\      '       "M,?W,.. 

et,  en  posant 

f[z)-JZ  Zm  -h  p  Z'"-1  -f-  q  3"'-"*  -h  .  . 

j'ai  montré  que  V  était  une  solution  de  l'éq 

miènie  QrJre 

dmY  tlm-lr  </",-f>-  iiy 

"     -f  ■ ...  ■+-  s  ~  - 


\tlr 


'    dxm~l         '  r/x'"-*  <h 


r    ft>n-\y 

n  I  m  — '— 

L     dxm-x 


Si  l'on  représente,  pour  un  instant,  par 

Dr,  D*.) ,  D».r,   . . . 

les  dérivées  successives  dej  ,  l'équation  pr« 
sous  la  forme  symbolique  qui  suit  : 

*/(D).r-/#{D)^  =  o 

2.  Dans  le  cas  plus  général  où  les  nombres  a,  (3,  y,  ...  sont 
différents,  il  est  aussi  facile  de  former  l'équation  différentielle  à 
laquelle  satisfait  V. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

r *  r *     ,      . .  •  t    fi  =  — : —  < 

Ja —  *       Jb — 7'  7      Jt        x—l 

celte  équation  différentielle  peut  s'écrire  sous  la  forme  symbolique 

(0  ^/(D)j--[«/a(D)  +  ?/â(D)+---  +  ^//(D)].r  =  of 

et  on  le  démontrerait  aisément  en  suivant  la  voie  indiquée  par 
M.  Hermite  dans  la  Note  que  j'ai  citée  ci-dessus. 


(!)  Sur  le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puissances  croissantes  d'un  po- 
lynôme (Journal  de  M.  Borcnardt,  t.  88). 
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3.  En  particulier,  si  m  =  3,  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

-h  (a£c  -h  |5c/i  h-  yab)>  !  -"  o. 

En  supposant,  ce  qu'il  est  toujours  permis  de  faire  sans  nuire  à  la 
généralité  du  problème,  que 

a  =:  o, 

l'équation  précédente  devient 

'*     j        -  \(*  +  p+y)j"  —  [*(b+c)+cp  +  ay]y+*fcr\=o. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  suit,  de  démontrer  directement  cette 
équation. 

4.  Soient  F,  F<  et  F2  trois  polynômes  en  x  dont  le  degré  soit 
respectivement  marqué  par  les  nombres  a,  (5  et  y  ;  on  peut  dis- 
poser des  coefficients  de  ces  polynômes  de  telle  sorte  que  le  déve- 
loppement de  l'expression 

Vrr:F-+-F,e*x-4-Fî*Mr 

commence  par  un  terme  de  l'ordre  de  ^»+?+t+2 
On  a  donc 

ou,  en  faisant,  pour  abréger,  a  -h  jS  -H  y  =  (à, 

(3)  F-*-Fi«fA'-4-Ftffc'=(A*+1)     (»). 

En  formant  successivement  la  première  et  la  seconde  dérivée  de  la 
relation  (3),  il  vient 

(4)  F -h  ehjr(¥,l  +  AF,)  -f-  ^(F,  -f-  rFj)  ^  (jd^'j 

et 

(5)  F"  -h  «^(Fj  -4-  aJF,  -f-  /^F,  )  -f-  S*[t\  +-  2rFt  -4-  <?«  F,)  =  (*>). 


(*)  Ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  généralement,  indépendamment 
de  la  nature  des  coefficients,  par  (■?' )  une  série  ordonnée  suivant  les  puissance» 
croissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  en  jcP. 
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M.  Henni  te  a  donné  une  méthode  très  simple  et  très  élégante  pour 
déterminer  les  valeurs  de  ces  polynômes.  Depuis,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  tous  les  nombres  a,  /3,  y,  . . .,  X  sont  égaux  à  un  même 
nombre  n  ( •  ),  j'ai  rattaché  la  recherche  de  l'expression  V  au  déve- 
loppement de  ezx  suivant  les  puissances  croissantes  du  polynôme 

•       f(3)=^(3-«)(5-*)(3_c). ..(»--/), 

et,  en  posant 

f[z)  =  zm  +  pzm~l  -h  <]z'"-%  +  ...  +  «  +  /, 

j'ai  montré  que  V  était  une  solution  de  l'équation  différentielle  du 
mièm*  ordre 


.r 


) 


[fi'n-i  y  dm-t  Y  d'"-3  Y  ~| 

»rfpriT  +  l'"->)/'3pï=î+(™->)î5?r3+---+vJ=o- 

Si  l'on  représente,  pour  un  instant,  par 

D>\  D*  r,  DV,    .  .  . 

les  dérivées  successives  de  j,  l'équation  précédente  peut  se  mettre 
sous  la  forme  symbolique  qui  suit  : 

*/(D)r-/'(D)j=:o. 

2.  Dans  le  cas  plus  général  où  les  nombres  a,  |3,  y,  ...  sont 
différents,  il  est  aussi  facile  de  former  l'équation  différentielle  à 
laquelle  satisfait  V. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

.  o  = »     Jb  —  7  »      •  "  i    y  /  — 


x  —  a       "  .r  —  £  j:  —  / 

celte  équation  différentielle  peut  s'écrire  sous  la  forme  symbolique 

(«)  */(D).r  -  [«/.(D)  -h  p/è(D)  -h. . .  +  *//(D)].r  =  o, 

et  on  le  démontrerait  aisément  en  suivant  la  voie  indiquée  par 
M.  Hermite  dans  la  Note  que  j'ai  citée  ci-dessus. 

(')  •Jwr  &  développement  d'une  fonction  suivant  Us  puissances  croissantes  d'un  po- 
lynôme [Journal  de  M,  Borchardt,  t.  88). 
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3.   En  particulier,  si  m  ==.  3,  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

*[.}"—  (a.  -+-  b-\-  c)y"  -+-  [ab  -h  bc  -4-tv/)  y'  —  abc  y] 

-  |(«  ■+■  ?  -h  y)/-  [*[b  -+-  c)  +  P[r  -f-  «   -h  7(0  -f-  b)]/' 

H-  (a&c-b  |5c/i  -4-  '/«£)  v!  --  0. 

En  supposant,  ce  qu'il  est  toujours  permis  de  faire  sans  nuire  à  la 
généralité  du  problème,  que 

a  =r.  o, 

l'équation  précédente  devient 

—  j(a4- jS-f-yjy  —  [u(b  -f-c)  -+-  cp  -{-  ay]/  •+■  ubcyl  =  o. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  sait,  de  démontrer  directement  cette 
équation. 


4.  Soient  F,  F<  et  F2  trois  polynômes  en  x  dont  le  degré  soit 
respectivement  marqué  par  les  nombres  a,  (5  et  y  ;  on  peut  dis- 
poser des  coefficients  de  ces  polynômes  de  telle  sorte  que  le  déve- 
loppement de  l'expression 

V  —  F-f-F^-t-F,^* 

commence  par  un  terme  de  l'ordre  de  j^+j+r+a. 
On  a  donc 

ou,  en  faisant,  pour  abréger,  a  -h  jS  -H  y  =  jtx, 

(3)  F  4- F, ^  4- F2 <?"•:=  (a*-*-*)     (»). 

En  formant  successivement  la  première  et  la  seconde  dérivée  de  la 
relation  (3),  il  vient 

f  4  )  F'  -f-  eh*{  F,  -f-  b  F,  )  -f-  ^r  (F,  -f-  cFj  )  :  :  (x^1  ) 

et 

(5)  F"  •+■  «**(F;  -h  aJF,  -f-  //«F,  )  -4-  *"(Ff  +  2^Ff  -f-  r*Ft)  =  (*«*). 


(l)  Ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  généralement,  indépendamment 
de  la  nature  des  coefficients,  par  (xr)  une  série  ordonnée  suivant  les  puissance» 
croisantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  en  jcP. 
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En  résolvant  les  équations  (3),  (4)  et  (5),  on  a 


F 

F, 

F, 

F' 

F*,  H-  A  F, 

F,  -+-  rF, 

Y» 

f"1-4--xaf;-4-6,f1 

F^acFj  +  c'F, 

[*+*) 

F, 

F, 

I***') 

F",  -+-  AF, 

F,  -+-  cF, 

(•**) 

F",  -f-  a  b  F,  -+-  *'  F, 

F*,-t-  acF, -f-c'F, 

d'où  il  résulte  que  A  est  divisible  par  .r1*,  et,  comme  d'ailleurs 
cette  expression  est  précisément  du  degré  jtx,  on  a 

A  =  M. ri1, 
M  désignant  une  quantité  constante. 

5.  Je  pose,  pour  abréger, 

A  —  M.t*=  PF"-  QF  -f-  RF, 
puis 

et  enfin 


F,^r— «,     Vte?*z=zp9 


UV>  —  Vil   ~  «%       li't>"  —  v'u"  z=  &>. 


Comme  on  a  évidemment 


-bx 


,-rx.,      i 


F       e-""  u       e~'-(>    i 
A.--     F'     e-bxu'      <rcxv'    \ 
i  F"     cbxu"     e~rxv" 


on  en  déduit 


P  —  r-(*+r)  ir,      Q  =  e-(h+'">  w'     et     R  =  *-<*+0 
Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 


W. 


J 

e-hx  u 

C~cxv 

e~bxu' 

e-cxv' 

.»■" 

e-bxu" 

e-cxçff 

=  Mj*f 


que  Ton  peut  écrire 

(  6  )  P  >  ■"  —  Q  /  +Rj  =  M  .r*. 


Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y  fait  y  =  F;  la  même  équa- 
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lion  est  également  satisfaite  quand  on  y  fait  y  =  /i  ou  7  =  y,  pourvu 
que  Ton  y  remplace  la  constante  M  par  zéro. 

Si  donc  on  élimine,  par  différentiation,  la  constante  M  de  l'équa- 
tion (6),  l'équation  que  Ton  obtient 

P.n*+(P^-  Qr  —  3/iP)/" 

-f-  !R.r—  Q\r-h3//QW7-t-(R'.r  —  3//R)j-  — o 

a  pour  solutions 

v  —  F,      v  =  11     et     v  — :  v; 

c'est,  par  suite,  l'équation  à  laquelle  satisfait  l'expression  V.  En  y 
remplaçant  P,  Q  et  R  par  leurs  valeurs  données  plus  haut,  elle 
prend  la  forme  suivante  : 

/  wx)  m  —  [(  b  -f-  c)  x  -\-  u]  tv  y" 
(A)  «  -f-  [jtw  -\-  x{b  -b  c)tv'—  xtv"  -h  utv']y 

'  +  f.rw' —  ^  +  c).rw  —  u<wl>:rro. 

6.  Pour  simplifier  cette  équation,  je  remarque  que  l'équation  (6  ) 
a  une  solution  entière,  à  savoir  le  polynôme  F.  Il  est  facile  d'ail- 
leurs d'intégrer  cette  équation,  puisque  l'équation  obtenue  en  re- 
tranchant le  second  membre, 

P. r"  —  Q/  -+-  R  v  —  o 

a  pour  solutions 

)=«     et     v  —  p. 

En  employant  donc  la  méthode  connue  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires,  je  poserai 

puis 

M  ri* 
A'u  H-  B'r  -=  o     et     A  V  -f-  BV  —  lL_ . 

P 

On  en  déduit 

A-^^F,^,     V-.-Hge-«Vt4* 
et 

//*«*  /*  ri* 

~  e-bx  F,  dx  —  M  F,  eT*  f  ~  e~c  r  F,  rf.r . 


-    I(>  - 

(iommc  l'une  dos  valeurs  de  y    est  le  polynôme  h\  on   voit  que 
l'intégrale 

ne  doit  renfermer  d'autre  transcendante  que  la  fonction  *?""*•*'. 

En  désignant  par  A  une  racine  quelconque  de  l'équation  P  =  o, 
posons 

r*Ff 


*~  -  E  "^2.7^0.  ~*~2  .•- -  y  «; 


l'intégrale  précédente  devient 


ou,  en  intégrant  par  parties, 

dette  expression  ne  devant  renfermer  d'autre  transcendante  que 
i»"-**,  on  doit  avoir,  pour  tontes  les  racines  <le  l'équation  P(  /.  )  =  o, 
la  relation 

<! 
or  un  calcul  facile  donne 


«y         /         r.   /. 


y. 


On  a   donc,  quelle  qnc  soit   la  racine  considérée   de  l'équation 

P(À   ;    =   O. 

u     f',v      p"  v 

d'où  l'identité  suivante,  on  G  désigne  un  polynôme  du  degré  y  : 
rr  P  -f-uF,P-rF.P        />.rF,P'-*-GP       o. 

7.  Pour  déterminer  le  polynôme  (i,  je  remarque  qu'en  négli- 
geant les  multiples  de  F-2  on  a,  par  la  définition  même  du  polv- 
nAme  P, 

r  —  F.n 
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et 

P'ssF.F;-»-^-*)^. 

La  relation  donne  d'ailleurs 

d'où,  en  remplaçant  P  et  P'  parleurs  valeurs  congrues  suivant  le 
module  F2, 

xh\  F*,  F*,  -h  [c  —  b).rb\  F,5  -h  GF,  ^  =  0, 

puis,  en  divisant  par  F|  F^, 

et  enfin 

G  =  mh\ -4-  ( b  —  c)xtt  —  jt F",, 

m  désignant  une  quantité  constante. 
En  portant  cette  valeur  de  G  dans  l'équation  (7),  elle  devient 

(8)xFîP''^(^^Ft-^rî-uF,)P'--[mFî-+-(^--c)xFv1--xI^]P==o; 

Pétant  du  degré  (£  -h 7),  on  trouve  facilement,  en  égalant  à  zéro 
le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  dans  la  relation  précédente, 

b(fi-\-y) —  m  —  y[b — c)  =  o,      d'où     m=:b3-hcy. 

8.  En  employant  maintenant  les  relations 

P  —  <■-(*+*>  «■     et     F,  =  e*e*v% 

j'introduis  les  fonctions  w  et  v  dans  l'équation  (8). 
En  effectuant  les  calculs,  on  obtient  la  relation 

«••rw"—  [[b  -h  c)  v.c  -+-  pi>  H-  .r  v]  w'  -f-  [bcxv  -+•  jx  [b  -f-  c)  v  —  mj»+x/]«'  =  o, 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

.7? 

•r«/r—  [[b  -hc).r  -h  |x]tf''  -h[bcjr  H-p(/>  -4-  c)  —  /w]"'  -4-  -  (cAr  —  v'tv'). 


Je  remarque  maintenant  que,  w  étant  égal  à  uv — w/,  l'expression 
— a  pour  valeur 

j    rt  1  m 

VU      —  M  f    - — .  —  ft>. 

VIII.  2 
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On  a  donc  identiquement 

x[n^' —  w)  —  [[b  -hc).r  -±-  jx] «•'-*-  [bcjc  -+-  u(h  -*-  c)  —  m]w  =  o. 

Tirons  o)  de  cette  relation  et  portons  sa  valeur  dans  l'équation  (A); 
w,  w'  et  w"  disparaîtront,  et  Ton  obtiendra  une  équation  de  la 
forme 

XXW  —  [(^  ■+■  c)x  ■+■  f*b"  +  [*«*  -f-  p(  6  -+-  c)  —  m] y  -+■  Hj  =  o. 

On  déterminera  H  en  remarquant  que,  l'équation  précédente  ayant 
pour  solution  le  polynôme  entier  F  qui  est  du  degré  a,  H  est  une 
constante,  et  que  le  coefficient  de  oc*  dans  le  premier  membre  est 

H  -h  abc; 

on  a  donc 

H  =  -  duc. 

9.  Si   maintenant  on   remplace    respectivement   u   et   m  par 

«  -+-  £  -f-  y  et  JP-H  cy,  l'équation  devient 

-h  [*ca:-h  a(6  4- c)  H- c|5  -h  A7]  v' —  aftcj  =  o, 

et  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  que  j'ai  mentionnée  plus  haut  : 

—  |(aH-|3  -hyjy—  [a(A  •+■  c)  -hep -h  by]j'  4-«6ryJ  =  o. 


Sur-  certains  cas  singuliers  du  déplacement  d'un  corps  solide; 

par  M.  Halphen. 

(Séance  du  7  novembre  1879.) 

Quand  on  considère  comme  un  corps  solide  une  droite  portant 
des  points  de  division,  cinq  conditions  sont  nécessaires  pour  assu- 
rer la  fixité  de  ce  corps.  Soumis  seulement  à  quatre  conditions,  ce 
corps  peut  se  déplacer.  C'est  au  sujet  de  ce  déplacement  que,  il  y 
a  huit  ans,  M.  Mannheim  a  trouvé  ce  beau  théorème  : 

Si  quatre  points  d'une  droite  sont  assujettis  à  rester  respecti- 
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vement  dans  quatre  plans  fixes,  tons  las  points  de  la  droite  dé- 
crivent des  ellipses  (  *  ). 

J'ai,  à  la  même  époque,  complété  cette  proposition  en  montrant 
que  le  lieu  des  centres  de  ces  ellipses  est  la  droite  unique  par- 
tagée par  les  plans  donnés  en  segments  proportionnels  respecti- 
vement à  ceux  de  la  droite  mobile  et  les  plus  petits  possible  ( 2  ) . 

Soit  maintenant  G  cette  droite,  lieu  des  centres.  Sur  toute 
droite  G'  partagée  par  les  plans  donnés  en  segments  proportion- 
nels respectivement  à  ceux  de  G,  les  segments  sont  plus  grands 
que  ceux  qui  leur  correspondent  sur  G.  Il  est  donc  impossible  de 
déplacer  G  de  telle  sorte  que  les  quatre  points  a,  b,  c,  d  qui  sont 
actuellement  sur  les  plans  a,  |5,  y,  $  restent  dans  ces  plans. 

On  voit  ainsi  qu'il  existe  des  cas  singuliers  où  quatre  conditions 
suffisent  à  assurer  l'immobilité  d'une  droite  portant  des  poids  de 
division  et  considérée  comme  un  corps  solide.  A  quel  caractère 
géométrique  peut-on  reconnaître  de  pareils  cas? 

Pour  répondre  à  cette  question,  considérons  de  nouveau  le  dé- 
placement d'une  droite  G  dont  des  points  restent  dans  des  plans 
donnés.  Si  Ton  assujettit  simplement  trois  points  a,  b7  c  à  rester 
dans  des  plans  a,  |3,  y,  tout  autre  point  d  a  pour  lieu  une  surface 
qui,  d'après  Dupin,  est  un  ellipsoïde  E.  Que  l'on  impose  main- 
tenant à  ce  même  point  d  la  condition  de  rester  sur  un  plan  àt 
alors  il  ne  pourra  se  mouvoir  que  sur  l'ellipse  intersection  de  E 
et  de  $.  Mais,  si  le  plan  d  est  tangent  à  l'ellipsoïde  E,  on  voit  que 
le  déplacement  n'est  pas  possible.  Or  les  normales  aux  plans  a, 
(3,  y  et  à  l'ellipsoïde  E  aux  points  a,  b,  c,  d  sont  quatre  droites 
d'un  même  hyperboloïde.  Donc  : 

Si  par  quatre  points  a,  b,  c,  d  d'une  droite  G  passent  quatre 
plans  a,  (3,  y,  S  dont  les  quatre  normales  en  ces  quatre  points 
appartiennent  à  un  même  hyperboloïde,  il  est  impossible  de  dé- 
placer G  de  telle  sorte  que  les  points  a,  b7  r,  d  restent  respecti- 
vement sur  les  plans  a,  (3,  y,  J. 

Reprenons  le  raisonnement  précédent  et  substituons  au  plan  $ 


'*)  Voir  Bulletin,  t.  1.  p.  u.'L 
(')  Ibid.,  p.   117. 

2. 
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une  surface  quelconque.  En  prenant  cette  surface  tangente  à  E, 
nou9  pourrons  obtenir  les  divers  cas  que  Ton  rencontre  au  sujet 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  tangentes  entre  elles  en  un 
point.  Aux  plans  a,  (3,  y  nous  pouvons  aussi  substituer  des  sur- 
faces quelconques  et  dire  alors  : 

Si  par  quatre  points  a,  bf  c,  d  d'une  droite  G  passent  quatre 
surfaces  «,  |3,  y,  â  dont  les  quatre  normales  en  ces  quatre  points 
appartiennent  à  un  même  hjperboloïde,  et  qu'on  assujettisse  a, 
b,  c,  d  à  rester  respectivement  sur  a,  ]3,  y,  î,  le  déplacement  de  G 
est  généralement  impossible  ou  ambigu. 

Je  dis  .généralement,  parce  que  ce  déplacement,  dont  le  pre- 
mier élément  dépend  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au 
premier,  peut,  dans  certains  cas,  cesser  d'être  ambigu.  Par  exemple, 
avec  les  données  précédentes,  si  la  surface  d'  a  avec  E  un  contact 
d'ordre  pair,  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  peut  ne  pré- 
senter en  d  qu'une  seule  branche  réelle  ;  le  déplacement,  dans  ce 
cas,  n'est  pas  ambigu.  Si  le  contact  de  à1  et  de  E  est  d'ordre 
impair,  du  premier  ordre  par  exemple,  le  déplacement  est  impos- 
sible ou  ambigu ,  sauf  toutefois  si  ce  contact  a  lieu  tout  le  long 
d'une  ligne.  Dans  ce  dernier  cas,  le  déplacement  est  possible  et 
cesse  d'être  ambigu. 

Pour  le  déplacement  d'un  solide  quelconque  assujetti  à  cinq 
conditions,  il  existe  des  cas  singuliers  analogues  qui  donnent  lieu 
à  l'énoncé  suivant  : 

Si  par  cinq  points  a,  b9  c7  d,  e  d'un  corps  solide  passent  quatre 
surfaces  a,  (3,  y,  5,  e  dont  les  normales  en  ces  points  soient  ren- 
contrées par  deux  mêmes  droites,  et  qu'on  assujettisse  a,  b,  c,  d,  c 
à  rester  respectivement  sur  a,  /3,  y,  $9  e,  le  déplacement  du  solide 
est  généralement  impossible  ou  ambigu. 
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Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  fonction  qui  satis- 
fait à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  à  coefficients 
rationnels;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  ai  novembre  1879.) 

1.  Soit  z  une  fonction  satisfaisant  à  l'équation  linéaire 

(1)  W  =  V3  +  U, 

où  U,  V  et  W  sont  des  polynômes  entiers  en  x. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  z  soit  développable  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x,  et  proposons-nous  de  former  les 
réduites  successives  de  la  fonction  z. 

En  désignant  par  y],  le  polynôme  du  degré  n  qui  est  le  dénomi- 
nateur de  la  réduite  de  rang  /i,  posons 

on  en  déduit 

doù,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1), 


-i fnJn       Jnfn     , 

*   —    m r" 


et 


/.•o+/.f.v-w(T;/.-/:?-)=/»[v(;?^)+w(i5is)]. 

Le  premier  membre  de  cette  relation  est  un  polynôme  entier;  le 

second  membre  est  de  Tordre  de  la  fonction  V(-)-r-\V(    2)i 

et  cet  ordre,  qui  est  indépendant  du  nombre  /?,  indique  le  degré 
de  ce  polynôme. 

En  désignant  par  À„  un  coefficient  indépendant  de  x  et  dont  je 


(*J  Je  désigne  ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  par  (  -p  )  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  de  Tordre  de  a'- 


fixerai  plus  lard  la  valeur,  je  puis  donc  poser 

(*)  f iv +fnuv-v[ùf*~  Au)  =  **»** 

où  &„  est  un  polynôme  entier  dout  le  degré  est  marqué  par  l'ordre 
de  la  fonction  • 


t)-(p) 


2.  Formons  maintenant  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

M/-N/+  Pr  =  o, 
qui  a  pour  solutions 

Xi—  fn     et    jrt  =  cJ™d*[fn—fnz). 
En  posant,  pour  abréger, 


on  a,  d'après  une  formule  connue, 

N         d  . 

or  un  calcul  facile  donne 

SI"/!™  +  ^"••-.V-  Wi V,/.,-  />„  ; 

&>  =  e 

W 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  (2), 

v 


d'où 


-/\vrfrA»e« 


N  __  e;  _  w  '  __  v 

ÂÎ  ~~  0^  ~~  W        W' 


et  il  en  résulte  immédiatement  que  l'équation  cherchée  est  de  la 
forme 

W8./+[(v+w')§.-wef,]/+Kj  =  o, 

où  R„  désigne  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  indépendant 
de  n. 
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Je  mettrai  cette  équation  sous  la  forme  suivante  : 

ou,  pour  abréger, 


3)  W>"-t-W0/-4-Wl.r=o. 


Je  ferai  remarquer  que,  quand  cette  équation  est  connue,  0,/  est 
connu  à  un  facteur  numérique  près;  on  peut  donc  alors  poser 

où  H„  est  un  polynôme  déterminé  et  X  une  quantité  indépendante 
de  .r. 

3.  Je  ne  m'occuperai  pas  ici  du  problème  qui  consiste  à  trouver 
la  valeur  des  coefficients  des  polynômes  0„  etK„,  problème  qui  pré- 
sente d'assez  grandes  difficultés  et  que  j'ai  déjà  essayé  de  traiter, 
particulièrement  dans  deux  Notes  Sur  la  réduction  en  fractions 
continues  d'une  classe  assez  étendue  de  fonctions  et  Sur  le  dé- 
veloppement en  fractions  continues  de  eF(jp),  publiées  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences  (jan- 
vier 1878). 

Je  suppose  cette  équation  formée. 

Cela  posé,  on  sait  que  Ton  a  entre  les  termes  de  deux  réduites 
consécutives  la  relation 

(4)  ?n+lfn—  //i-hl?»—  A„, 

A„  étant  une  quantité  ne  dépendant  que  du  nombre  /1,  et  que  du 
reste  on  peut  choisir  arbitrairement. 
On  a  de  même 

et  on  déduit  de  là 

(An-1  ?n+l  "+-  Anyn_!  )/n  =  (Àn_,  fn+l  -4-  \nfn-i  )  fn* 


(•)   H„  est  déterminé  par  l'équation  -rp  = — 

*9 
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d'où,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

les  deux  relations 

(5)  /»+,  -  Q*-i/„  +  Pn-lfn-l  =  o 

et 

(6)  ?,,+!  —  Qn-\fn  -+"  P«-l/»-l  =  O, 

où  Q;|  désigne  un  polynôme  du  premier  degré  en  x. 

11  est  à  remarquer  que,  quand  on  se  donne  arbitrairement  la 
quantité  P,4  en  fonction  du  nombre  entier  n,  les  termes  des  ré- 
duites ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  près  purement  numé- 
rique. Le  signe  des  termes  des  réduites  de  rang  impair  demeure 
même  indéterminé,  car,  en  changeant  ce  signe,  on  voit  que,  toutes 
les  quantités  A,,  changeant  également  de  signe,  P/4  conserve  la 
même  valeur. 

J'écris  maintenant  la  relation  (2)  sous  la  forme  suivante  : 

(  vfm  -t-  v?a  -  w?'„)  A  ■+-  w/;  u  =  Anen. 

En  éliminant  0„  entre  cette  relation  et  l'identité  (4)*  il  vient 

(w/ï  +  ew/^l)^=(w^-U/li-V1pll-T-eii^l)/l. 

On  en  déduit,  en  désignant  par  £2„  un  polynôme  entier  dont  le 
degré  est  indépendant  de  n,  les  deux  équations  suivantes  : 

(7)  W/^ii.A-e,/^, 

(8)  ^?n  =  Ufa-h(\^an)?a^sn?n+l. 

4.  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  polynômes  £2„  et  Q„. 

À  cet  effet,  je  déduis  de  l'équation  (7)  la  valeur  de  y*,  et 
je  porte  la  valeur  ainsi  obtenue,  ainsi  que  celle  Ae  f'n,  dans 
l'équation  (3);  après  quelques  réductions  faciles,  on  obtient  la 
relation 
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en  la  comparant  à  l'identité 

on  en  déduit 

(9)  Qn=^J±±l 

et 

(10)  M.^+Vl+W^-e'.n^+WK.-P^e^^o, 

Posons 
d'où 


«' 


(ii)  a*  =  wâ' 


en  remplaçant,  dans  l'équation  précédente,  Qn  par  cette  valeur, 
on  obtiendra,  toutes  réductions  faites,  l'équation 

qui  ne  diffère,  on  le  voit,  de  l'équation  (3)  que  par  l'addition  du 
terme 


w 


5.  Quand  on  se  donne  l'équation  (3),  comme  0„  n'est  pas  en- 
tièrement déterminé,  je  poserai,  comme  plus  haut, 

X  étant  une  quantité  indépendante  de  x  et  inconnue. 
L'équation  (12)  deviendra  alors 

(,3)  W«<"  +  Woii^(wl->,P,B""H<,-|^  =  o. 

La  forme  du  polynôme  ft„  étant  connue,  on  déterminera  faci- 
lement les  coefficients  inconnus  de  la  fonction  u9  ainsi  que  la  con- 
stante X2  ;  on  choisira  arbitrairement  la  valeur  de  X  que  l'on  en 
déduit  (si  Ton  prenait  la  valeur  qui  est  de  signe  contraire,  cela 
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n'aurait  d'autre  effet  que  de  changer  les  signes  des  termes  des 
réduites  de  rang  impair),  et  la  formule  (ii)  donnera  la  valeur 
de  il„. 

6.  Comme  application  des  formules  qui  précèdent,  je  prendrai 
pour  exemple  le  développement  de  la  fonction 


'dx 


qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

.rzf  =  xz  —  1 , 

et  que  j'ai  étudiée  dans  une  Note  (')  présentée  récemment  à  la 
Société. 

Nous  avons,  dans  ce  cas, 

V  =  Vf  =  r, 

et  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait ^  est 

xy"-\r  i*-hi)y—  nj  =  o. 

On  en  conclut  que  H„  est  une  constante  que  l'on  peut  prendre 
égale  à  l'unité  ;  je  poserai 

Les  équations  (7)  et  (i))  deviennent  respectivement 

,  ■  4  î  *Jn  =  ««  /*  ~  e«  /«-M 

et 

('5;  Q«= 

La  formule  (14)  montre  d'ailleurs  que  £ln  est  un  polynôme  du 
premier  degré  en  x  qui  ne  peut  se  réduire  à  une  constante;  on 
en  conclut  que  u  est  de  la  forme  eKrxp,  où  a  est  différent  de 
zéro. 


(Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  VII,  p.  73). 


^^^ka^ 
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L'équation  (i3)  devient,  dans  ce  cas, 

»  ,  ^     .         T  A*(/î-+-l)*    I 

jru" -f-  (.r  +  i)«'-    «H - ic  =  o; 

)  substituant  la  valeur  de  izt  il  vient,  toutes  réductions  faites, 

«(«H-  i)x»+;2ap  -f-  «-{-£  —  //)x-h  [J31  —  («  -4-  i)fAf]  =  o. 

Comme  a  est  essentiellement  différent  de  zéro,  on  en  déduit 
cl,  en  prenant  la  valeur  négative  de  X, 


puis 


i\nz=z  x  —  z=z  —  je  \  i 
u 


__j  =-.*  +  *  +  ,), 


Les  formules  (i4)  et  (i5)  donnent,  par  suite, 

et 

Q„  =  — ! -  =  *-+■  2/1  4-3, 

d'où  l'identité 

/«+*  —  (■*  +  2«  +  3)/«+l-  (/«  -f-i;*/,. 

Ce  sont  précisément  les  relations  que,  par  une  voie  différente, 
j'avais  trouvées  dans  la  Note  citée  plus  haut. 


Sur  l'arête  de  rebroussement  d'une  dêveloppable ; 

par  M.  Ernest  Lebon. 

(Séance  du  ai  novembre  1879.) 

Nous  nous  proposons  de  trouver  les  équations  de  l'arête  de 
rebroussement  de  la  développable  circonscrite  à  deux  coniques 
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à  centre,  ayant  leurs  plans  parallèles,  leurs  axes  parallèles  et  leurs 
centres  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  leurs  plans  ('). 

Soient  O  et  Of  les  centres  des  coniques;  prenons  pour  axe 
des  x  la  droite  00,,  pour  axes  des  j-  et  des  z  les  deux  axes  de  la 
conique  O.  Les  coordonnées  d'un  point  étant  a,  (3,  y  pour  la  co- 
nique O  et  «i,|3|,  y,  pour  la  conique  O,,  leurs  axes  étant  respec- 
tivement b  et  c,  b'  et  c;,  les  équations  des  coniques  directrices 
sont 

ô*         y1 
(i)  «  =of       C.-+-?  =if 

S*  y* 

(*)  «i  =  «.    ï4-hJi=I- 

Soit  MM,  une  génératrice  de  la  développable  ;  ses  équations 
sont 


(3) 


x         r  —  S         z  —  y 

___  • i    ___  # 

«  —  ?i  —  ?  —  7i  —  y 


Les  tangentes  en  M  et  en  M,  aux  coniques  étant  parallèles,  leurs 
coefficients  angulaires  sont  égaux,  et  Ton  a 

l4;  ù*y  ~~  lnyt' 

On  sait  que,  si  les  équations  (2) 

.r  =  A3-f-P,     v  =  B3-+-Q 

sont  celles  d'une  génératrice  d'une  développable,  A,  P,  B,  Q  étant 
des  fonctions  d'une  même  variable,  A7  et  P7  les  dérivées  de  A  et  P, 
la  coordonnée  z0  d'un  point  x0,  J'o,  "o  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment  est  donnée  par  la  formule 

p; 

A' 
Or,  des  équations  (3)  on  tire 


(5)  «,  =  -t. 


l6)  *== 


Vi  —  7         7i  —  y 


(' 


)  Cette  quettion  est  exposée  dans  le  Traité  de  Géométrie  descriptive  de  M.  J.  de 
la  Gournerie,  par  une  marche  différente  de  celle  que  nous  indiquons. 
(')  Voir  la  Géométrie  analytique  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  n°  479. 


-  29  — 
On  a 

t«\  a'—    "(?<  —  *)     P'_     *(7i  —  77 1) 

l7i  —  7)  (7i  — 7)* 

y\  désignant  la  dérivée  de  yt  fonction  de  y. 

Si  de  (1)  et  (2)  on  tire  {3  et  (3M  et  que  l'on  porte  leurs  valeurs 
dans  (4)9  on  trouve 

7Î  _     * 
c"  p. 

en  posant 

f*  =  H-(A-i)?     et     >=£7^ï> 
d'où 


i»)  •/, 


P  c'1 


Les  valeurs  (7)  et  (8),  portées  dans  (5),  donnent 

aZ!-*.** 

c*         P   c'* 

z0=  

ou 

(9)  *<>  =  " 


r1       P   c'* 


Pour  trouver  x0  etj^o»  on  porte  la  première  valeur  de  z0  dans 
l'équation  (6)  et  dans  une  équation  tirée  de  (3)  donnant  y  en 
fonction  de  z.  Les  formules  obtenues  sont 


j  7i 
<7  a*     -- 

4     rfi 


(»o)  jt0=z , 


?7  ^i7i 

/. 

1  •  ;  .)o  = 


y  2  -  ,.'  /'- 

.ï  •        .'* 

i"  c  - 
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Appelons  O  un  cône  ayant  son  sommet  en  O  et  pour  directrice 
l'arête  de  rebroussement.  Les  équations  d'une  génératrice  du 
cône  O  sont,  d'après  (9),  (10)  et  (n), 


y 


Élevons  au  carré  cette  suite  de  rapports  égaux  ;  remplaçons-y  |3, 
(3,,  y%  par  leurs  valeurs  tirées  de  (1),  (2),  (4);  et,  posant 

7 
nous  trouvons 

L'élimination  de  11  entre  ces  deux  équations  conduit  à  l'équation 
du  cône  O  : 

Maintenant,  appelons  O,  un  cône  avant  son  sommet  en  O,  et 
pour  directrice  l'arête  de  rebroussement.  Les  équations  d'une 
génératrice  du  cône  Ot  sont 

jr  —  a  y  z 


Opérant  comme  précédemment,  posant 


•=s 


et  éliminant  t%  nous  trouvons  pour  l'équation  du  cône  O, 


î 


I^es  équations  ia  et  i3  représentent  l'arête  de  rebroussement. 
A  l'aide  de  ces  équations  on  trouve  aisément  les  projections  sur 
les  plans  coordonnés  de  Parité  de  rebroussement . 
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Observations  sur  la  théorie  des  caractéristiques  ;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  21  novembre  187g.) 

Dans  un  Livre  récent,  intitulé  Kalkùl  der  abzâhlenden  Géo- 
métrie, M.  Schubert  a  consacré  un  Chapitre  à  la  théorie  des  carac- 
téristiques, non  pas  seulement  pour  les  coniques,  mais  aussi  pour 
diverses  figures  composées  de  points,  de  plans  et  de  lignes  droites. 
Je  laisse  de  côté,  quant  à  présent,  la  partie  de  ce  Chapitre  qui 
concerne  les  coniques,  et  je  m'occupe  ici  des  propositions  qui  se 
rapportent  soit  à  la  figure  formée  de  plusieurs  points  en  ligne 
droite,  soit  à  la  figure  composée  de  plusieurs  droites  comprises 
dans  un  même  plan  et  concourant  en  un  même  point.  Ces  proposi- 
tions sont  contenues  dans  les  §§  42  et  44  de  l'Ouvrage  cité  (p.  3oy 
et  323).  Elles  me  paraissent  inexactes.  Je  vais  appuyer  cette  asser- 
tion sur  deux  exemples  très  simples. 

1.  Soit  r  la  figure  composée  de  n  points  pif  p2,  • . . ,  pn  situés 
sur  une  même  ligne  droite  g.  Envisagée  dans  l'espace,  la  figure  T 
est  déterminée  par  n  H-  4  conditions.  Si  on  l'assujettit  seulement 
à/i-|-3  conditions,  on  définit  par  là  un  système  :  c'est  l'ensemble 
des  figures  T  qui  satisfont  à  ces  n  H-  3  conditions.  Suivant  les 
notations  de  M.  Schubert,  désignons  par  Z'  un  tel  système,  en 
même  temps  que  nous  désignerons  par  Z  une  condition  simple 
quelconque  se  rapportant  à  une  figure  T.  D'après  M.  Schubert, 
le  nombre  des  figures  T  qui,  faisant  partie  d'un  système  quel- 
conque Z',  satisfont  en  même  temps  à  une  condition  quelconque  Z, 
indépendante  de  ce  système,  est 

les  nombres  |3,  aîf  .  .  . ,  an  ne  dépendant  que  de  la  condition  Z 
et  les  nombres  g>  ply  .  . . ,  pnne  dépendant  que  du  système  Z;.  Ces 
derniers  sont  les  caractéristiques  du  système  Z',  et  voici  leurs  dé- 
finitions précises  :  g  est  le  nombre  des  figures  T,  du  système  Z', 
pour  chacune  desquelles  la  droite  g  rencontre  une  droite  donnée  ; 
pm[m  =  1,  2,  . . .,  n)  est  le  nombre  des  figures  T,  du  système  Z', 
pour  chacune  desquelles  le  point  pm  est  dans  un  plan  donné. 
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L'exemple  que  je  vais  envisager  se  rapporte  au  cas  n  =  3.  Ainsi 
la  figure  T  se  compose  de  trois  points  pi9  p2,  p*  en  ligne  droite. 
La  droite  qui  les  joint  est  désignée  par  g. 

Je  considère  la  condition  E  suivante.  On  donne  un  plan  fixe  Q. 
Soit  q  le  point  où  g  rencontre  ce  plan.  Les  quatre  points  pn  p2y 
pZj  q  doivent  former  une  division  harmonique,  dans  laquelle  pt 
sera  le  conjugué  de  q. 

Il  est  aisé  de  trouver  les  nombres  (3,  a,,  a2,  as  relatifs  à  cette 
condition  S.  A  cet  effet,  j'applique  le  théorème  ci-dessus,  en  pre- 
nant successivement  divers  systèmes  très  simples. 

Soit  £,  le  système  de  figures  T  dans  lequel  p2  et  p3  sont  des 
points  fixes.  Les  caractéristiques  de  ce  système  sont 


#=Oi     Pt=o<     /?3=o,     pi—  i. 


Désignons  par  (£,  2!t)  le  nombre  des  figures  du  système  2T,  qui 
satisfont  à  la  condition  2.  On  a,  d'après  le  théorème  visé, 

(2,  I\)  =eti. 

D'ailleurs,  il  est  visible  a  priori  que  (£,  2r|)  est  l'unité.  Donc 
oK  =  i . 

Soient,  de  même,  S'2,  2'3  les  systèmes  dans  le  premier  desquels 
P%*P\  sont  fixes,  dans  le  second  desquels  pt,  p2  sont  fixes.  On 
aura  encore 

(  I ,  I't  )  =  a ,  —  I ,       (  2 ,  2'3  )  =  a8  =  I . 

Prenons  enfin  le  système  E",  dans  lequel  pt  est  un  point  fixe  et 
p2,  pi  restent  sur  deux  droites  fixes  A2f  A3  contenues  dans  un  plan 
qui  passe  en  p{.  Dans  ce  système,  les  caractéristiques  sont 


Ar~i,     P\  =  o,     /?,=r/>3  =  l; 


par  suite, 

Ici  encore,  (Z,  E")  se  détermine  aisément.  Par  rapport  aux  deux 
droites  fixes  A2,  A8,  et  dans  leur  plan,  le  point  /;,  a  une  polaire. 
Cette  droite  rencontre  le  plan  Q  en  un  point  qui,  d'après  la  con- 
dition £,  doit  appartenir  à  g.  La  droite  g  est  alors  celle  qui  joint 
pt  à  ce  dernier  point.  Donc  (£,  E")  =  i  ;  donc  (3  =  —  i . 

Les  nombres  j5,  al9  aî%  a3  étant  trouvés,  le  théorème  donne 
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maintenant 
(i)  (2.  2' )—/»!  + />,  +  /»,—  * 

pour  le  nombre  des  figures  T,  d'un  système  S'  quelconque,  qui 
satisfont  en  même  temps  à  la  condition  X  ci-dessus  définie. 

J'envisage  actuellement  le  système  £'  dans  lequel  pl9  p«y  />3 
restent  respectivement  sur  des  droites  fixes  Bt,  B2,  B3  situées  dans 
un  même  plan  et  concourant  en  un  même  point,  la  droite  g  pas- 
sant, en  outre,  par  un  point  fixe  r  situé  dans  le  plan  des  droites 
B,,  B2,  B3.  Les  caractéristiques  de  ce  système  sont 


£  =  If      Pl=pt=zpz  =  l 


En  conséquence,  la  formule  (i)  donne 

(2, 2')  =  2. 

Or,  dans  le  plan  des  droites  B,  la  droite  B,  a,  par  rapport  aux 
droites  B2,  B3,  une  polaire  qui  rencontre  le  plan  Q  en  un  point. 
Ce  dernier  coïncide  nécessairement  avec  q.  La  droite  qr  est  donc 
la  seule  du  système  £'  qui  satisfasse  à  la  condition  E.  Ainsi,  le 
nombre  (£',  2),  dans  cet  exemple,  est  l'unité,  tandis  que  le  théo- 
rème ci-dessus  fournit  le  nombre  deux.  Par  conséquent,  le  théo- 
rème est  en  défaut  quand  on  l'applique  au  système  E'  et  à  la 
condition  £  précédemment  déjinis. 

2.  Soit  A  la  figure  composée  de  n  droites  gly  g2>  . . .,  gn  situées 
dans  un  même  plan  e  et  passant  par  un  même  point/?.  Cette  figure 
est  déterminée  par  n  -4-5  conditions.  L'ensemble  des  figures  A, 
satisfaisant  à  /i  +  4  conditions  communes,  constitue  un  système. 
D'après  M.  Schubert,  le  nombre  des  figures  A  qui,  faisant  partie 
d'un  système  quelconque  S;,  satisfont  en  même  temps  à  une  con- 
dition quelconque  2,  indépendante  de  ce  système,  est 

les  nombres  (3,  y,  at ,  . . .,  an  ne  dépendant  que  de  la  condition  £ 
et  les  nombres  e,  p,  gt,  . . .,  gn  ne  dépendant  que  du  système  £'. 
Ces  derniers  sont  les  caractéristiques  de  £',  savoir  : 

e  est  le  nombre  des  figures  A,  du  système  E',  pour  chacune 
desquelles  le  plan  e  passe  par  un  point  donné; 

vin.  3 


-  34  - 

p  est  le  nombre  des  figures  À,  du  système  2',  pour  chacune 
desquelles  le  point  p  est  dans  un  plan  donné  ; 

gm(m  =  i,  a,  . . .,  n)  est  le  nombre  des  figures  À,  du  système  2', 
pour  chacune  desquelles  la  droite  gm  rencontre  une  droite  donnée. 

Je  prends  encore  ici  le  cas  n  =  3.  Pour  condition  2,  j'envisage 
la  suivante.  Soit  h  la  droite  qui  joint  le  point  p  au  point  de  ren- 
contre du  plan  e  avec  une  droite  donnée.  Cette  droite  h  doit  être 
la  conjuguée  harmonique  de  gt  par  rapport  à  g^  et  £3. 

Par  des  applications  analogues  à  celles  que  j'ai  exposées  tout  à 
l'heure,  on  trouve  aisément,  pour  cette  condition  2, 

Pour  système  2',  je  considère  le  suivant  :  les  droites  gt,  g2,  g* 
passent  par  trois  points  donnés  en  ligne  droite,  et  le  point  p  est 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  donnée  rencontrant  celle  qui  joint 
les  trois  points  fixes.  Les  caractéristiques  sont 

e  =  o,     p  =  i,     gl  =  gi==gt=zi. 

Le  théorème  donne  donc  (2,  2')  =  a,  tandis  que  le  nombre  véri- 
table est  (2,  2')  =  i.  Ainsi,  le  théorème  concernant  la  figure  A 
est  en  défaut  quand  on  l'applique  au  système  2'  et  à  la  condi- 
tion 2  que  je  viens  de  définir. 

3.  Je  me  borne  à  ces  exemples,  que  j'ai  choisis  les  plus  simples 
possible,  mais  auxquels  je  pourrais  sans  peine  en  joindre  beaucoup 
d'autres.  Les  deux  théorèmes  mentionnés  sont  exacts  dans  les  cas 
seulement  où  le  nombre  n  ne  dépasse  pas  2.  J'ai  déjà  eu  l'occasion 
de  le  montrer  dans  une  Communication  purement  verbale  faite  à 
la  Société  dans  la  séance  du  4  avril  1877,  et  qui  est  mentionnée 
au  procès-verbal  de  cette  séance  (voir  Bulletin,  t.  V,  p.  75). 
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Remarques  sur  les  et/ nations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre;  par  M.  Làguerre. 

(Séance  du  5  décembre  1879.) 

1.  En  désignant  par  P,  Q,  R  des  fonctions  données  de  x  et 
par  z  et  u  des  fonctions  arbitraires  de  cette  variable,  posons 

et 

Ptf"-t-QK'-+-IU  =  U. 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

on  déduit  des  équations  précédentes 

S(Z«  —  Us)  ,     „  SQ 

— i =  S  (as" — zir  )  -f-  -£.[uzr  —  zu') 

=  S[uf—zu*)  +  S'[uzr  —  zu'), 
d'où,  en  intégrant, 

(A)  J  -i ^ L__=S(i/3' -**'). 

2.  En  particulier,  si  u  désigne  une  solution  de  l'équation 
(1)  Pr"-f-Q/+Rr  =  o, 

on  a  l'identité  suivante  : 

(B)  J  —ç—=S[uz'-zuf). 

Soit  v  une  solution  quelconque  de  l'équation  (1);  a  désignant  un 
paramètre  arbitraire  contenu  dans  les  fonctions  P,  Q,  R  (ce  para- 
mètre peut  du  reste  être  la  variable  indépendante  x  elle-même), 
si  l'on  pose 


dp 


3. 
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on  voit  que  z  satisfait  à  la  relation 


Si,  dans  l'équation  (B),  on  remplace  z  par  —  et  Z  par  sa  va- 
leur, il  vient 


( 


_,        fS /dP  „      dQ   ,      dR  \     ,        c(dv  du  d*v  \ 


3.  En  désignant  toujours  par  u  et  v  deux  solutions  quelconques 
de  l'équation  (i),  posons 

Z-=2UV\ 

il  est  aisé  de  voir  que  z  satisfait  à  l'équation 

Ps"  -h  Qs'  -h  Kz  =  sPtfV  —  Ra<>; 

l'équation  (B)  donne  dans  ce  cas  la  relation  suivante  : 


<»>       f 


SiiVtt'v—Rui^udx       0   ,  , 
— * — =  Sire  . 


4.  Il  serait  facile  de  multiplier  le  nombre  de  ces  formules;  je 
me  contente  ici  de  transcrire  celles  dont  l'application  est  la  plus 
fréquente,  me  réservant  d'y  renvoyer  lorsque  j'en  aurai  à  faire 
usage  dans  les  Communications  que  j'aurai  occasion  de  présenter 
à  la  Société. 


(.T  -+-  1  \  ** 
—  )  î  par  M.  Làguerke. 

(Séance  du  5  ilérombrc  1879.) 

« 

1. 

1.  Soit,  en  désignant  par  a>  une  constante  arbitraire, 
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je  me  propose  d'abord  de  développer  z  en  fractions  continues, 
et,  à  cet  effet,  je  poserai 


-rAM  ■''• 


9n  vlfn  désignant  deux  polynômes  entiers  en  x  du  degré  /i,  que 
j'écrirai  aussi  cp„(x),  fn{x)  et  yn{x,  w),  f„(x,  w)  lorsque  je 
voudrai  mettre  en  évidence  la  variable  x  et  la  constante  w. 

Comme  2  tend  vers  l'unité  quand  x  croît  indéfiniment,  on  voit 
que  les  coefficients  de  xn  sont  égaux  dans  les  deux  polynômes; 

z  se  changeant  d'ailleurs  en  -  quand  on  change  le  signe  de  x,  on 

z 

en  conclut  la  relation 
on  a  aussi  évidemment 

2.  Je  rappellerai  d'abord  les  résultats  obtenus  dans  la  Note  que 
j'ai  présentée  récemment  à  la  Société  Sur  la  réduction  en  fractions 
continues  d* une  fonction  qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du 
premier  ordre  à  coefficients  rationnels. 

Soit  proposé  de  réduire  en  fractions  continues  une  fonction  z 
satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

Ws'  =  Vz  -+-  U, 
où  U,  V  et  W  désignent  des  polynômes  entiers  en  x,  et  soit  ~ 

Jn 

la  réduite  de  rang  n. 
Représentons  par  @n  un  polynôme  entier  du  degré  de 


(::H(i) 


et  par  A„  une  constante  dont  la  valeur  ne  dépend  que  du  nombre 


une  série 


(*)  Ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  généralement  par  (  —  1 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissante»  de  x  et  commençant  par  un  terme  de 


l'ordre  de  — • 

JC*» 
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entier  n  et  est  actuellement  indéterminée;  on  a 

et  Ton  voit  que^i  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre 
de  la  forme 

où 

Wt  =  V-+-W  —  Vi-n     et    Wt=— i 

K„  désignant  un  polynôme  entier  en  x. 

Une  seconde  solution  de  cette  équation  est  donnée  par  la  for- 
mule 

jrl=zc~J™djr(fn—  Jnz). 


En  posant  de  plus,  pour  abréger, 


=  Pa- 


on a  les  relations  suivantes  : 


Jn+l ~ Jn  *t"  *n— 1  /«— i  —  O- 

La  première  de  ces  relations  détermine  le  degré  et  la  forme  de  Q„; 
on  déterminera  complètement  ce  polynôme  en  exprimant  que, 
pour  une  valeur  convenable  de  P,,,  l'expression 


satisfait  à  l'équation  différentielle 


Û*rfx 


3.  La  fonction  z  =  ( )    satisfait  à  l'équation  différentielle 

(  A*  —  i)2'-f-?.w2  =  o; 
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dans  le  cas  actuel,  nous  avons  donc 

W  =  xf— i,     V  —  —  aa>     et    U  =  o, 

d'où  il  résulte  d'abord  que  &„  est  une  constante  que  nous  ferons 
égale  à  —  i . 

L'équation  différentielle  qui  a  pour  solutions /),  et  ynl J 

est 

(i)  (**—  i)y+2(*  —  »)/  —  »(«-fi)/  =  o. 

Nous  déterminerons  P„  et  Hn  par  la  condition  que  u  =  er  **    l 
satisfasse  à  l'équation 

(x1—  i)ttr-+-2(.r  —  w)a'  —  I  ji(ji-4-i)  -+-  -TZT  |«  =  0. 

û«  étant  du  premier  degré  en  x9  u  est  de  la  forme  (x — i)"(.r-J-i)*; 
en  substituant  cette  expression  dans  l'équation  précédente,  on 
trouve  les  équations  de  condition  qui  suivent  : 

(a-f.j3)(«-hj3-M)=/i(//-f-i),     a  — j3  =  w 

el 

P„  =  n[n  -+-  l)  —  («  -+-  /S)  —  w«. 

On  peut  y  satisfaire  de  deux  façons  différentes. 
En  premier  lieu,  on  peut  poser 

a  +  (3  =  /i,     d'où     Prt=/is— w* 

et 

n  -h  w  n  —  w 

a  = »      3  = • 

2  2 

On  en  déduit 

.r*  —  i  /  n  -h  w        7i  —  m  \ 
2        \jr— -  i         x-\-i  ) 

mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  solution  ne  convient  pas  à  la 
question.  En  effet,  en  posant  /o=i  et  faisant  «  =  o,  on  aurait, 
en  vertu  de  la  première  des  formules  (A), 

f\  =  —  w» 

ce  qui  est  impossible,  puisque  /',  est  nécessairement  du  premier 
degré  en  x. 
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Posons  donc 

a-+-jSz=—  (/«  +  i),      d'où     Pll=(//-f   i)f— m* 


et 


W  /f  I  M  -4-  //  -f-  I 


•2 

On  en  déduit 

fl„  =  w  —  (  /f  -f-  I  )  X, 

et  les  formules  (A)  deviennent 

(2)  (**— 0/«=[«—  ("+0*]A +/•+!. 

(3)  /,,+i—  [?.«  +  i)-f/«+  ("!-wï)/«-i  =  o- 

En  changeant  a>  en  — w,  on  obtient  encore  les  formules  suivantes  : 

(2)'  (*"  —  1)^  =  —  [M  +  j/j  +  i)j]î./t+y„+lJ 

(3)'  ?/,4-i—  (2/'4-i).^y„-h  (w5— *>*)?„_,  =  0. 

On  a  d'ailleurs 

(4)  (**— 0  (?'*/■— /«?«)  +^«/»=a». 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  trouve  ces  valeurs  des  premiers 
polynômes  : 

f0  z=  I ,      fi  =  -r  —  w,     /,  =  3-r*  —  3w.f  +  w!-l, 
/3:=  I5X3 —  15WX* -h  (6w* —  p,).r  —  «(&>* —  4)* 

Du  reste,  l'équation  (1)  s'intégrant  au  moyen  des  séries  hypergéo- 
mé triques,  on  obtient  aisément  l'expression  suivante  : 

/  A  =  (—  i)rt(w  4-  1)  (m  -h  2). .  .(»  -f-  n) 

\  r     ««+i/i+.r\     fl(/i+!)(fl+i)(»+î!)/i+4?y 

(5)    ^  |_  I    ftiH-1  \     2      /  1.2         (ft> -+- 1  )  (w -h  2)    \      2      / 

,  .  («  +  l](»  +  2J...M         /lH-.r\»"J 

^~~    '     (w-M)(w-+-  2).  .  .(«  H-/i)  \     2      /    J 

Des  formules  (4)  et  (5)  on  déduit,  en  y  faisant  x=  1  et  en  re- 
marquant que  (f/i(w)  =f,t{ — w)> 

(6)  À;i='2w(l  —  w*)  (l  —  4W*)-  •  •('  —  /'*wï  )i 

ce  qui  concorde  bien  avec  la  valeur  trouvée  pour  P„. 
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4.  Si  Ton  désigne,  en  général,  par  Sp  la  somme  des  piètues  puis- 
sances des  racines  de  l'équation  fn=  o,  on  a 

Si  =  S,  =  Ss  = . . .  =  $%n-\  =  w     (  *  )  ; 

cette  propriété  est  caractéristique  du  polynôme  fn. 

Je  ferai  encore  les  remarques  suivantes.  Posons,  en  ordonnant 
fn  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  o>, 

De  l'équation 

/.r  -4-  '\"_  Po  ~  r',Pl  ■+-  M>  Pi  -*~  •  ■  •  /      I      \ 

on  déduit,  en  développant  les  deux  membres  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  w  et  égalant  les  coefficients  de  la  première 
puissance, 

P 

d'où  il  résulte  que  -^  est  la  niime  réduite  de  la  fonction 

Po 


i'-fâ 


En  désignant,  en  effet,  suivant  l'usage  ordinaire,  par  X,,  le  poly- 
nôme de  Legcndre  et  par  II  (w)  le  produit  1.2.../1,  ona 

P0=li(//)Xrt. 

Désignons,  dans/,,,  par  H(.r,  w)  l'ensemble  des  termes  homo- 
gènes et  du  degré  n  par  rapport  aux  deux  quantités  x  et  co;  on 
verra  aussi  facilement  que   II(i,w)  est   le  dénominateur  de   la 


nttm*  réduite  de  e*. 


IL 


(X  -f-  l\  ** 
I 


(')  f'oir,  à  ce  sujet,  iua  Noie  Sur  un  problème  <i 'Algèbre  {Bulletin,  t.  V,  p.  3o). 
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est  liée  intimement  avec  le  développement  de  la  fonction  (jr-hx)* 
suivant  les  puissances  croissantes  de  (z2 — 1). 
Soit,  en  effet, 

(7)  (x  +  , ).=£(*.+ ,UjI£^. 

Pour  obtenir  ce  développement  d'après  la  méthode  donnée  par 
Jacobi  (  *  ),  nous  poserons 

et 

i  A,      §      A, 

^-^—  -+•  •  •  •  • 


(2I  __,)*+!         ztn+t  £ 

Si,  dans  le  produit  de  ces  deux  séries,  nous  prenons  l'ensemble 

des  termes  —  H — \  qui  sont  du  premier  et  du  second  degré  en  -» 

nous  voyons  aisément  que  Bt  est  de  Tordre  de  .r""211"1  et  B2  de 
Tordre  de  zm~2n.  OrYn-hz\Jn  est  la  partie  entière  de 


<-->(^> 


on  a  donc 

11.=  B„ 

et,  par  suite,  \Jn  est  de  Tordre  de  x^2"""1. 

6.  Ce  point  essentiel  étant  établi,  en  dérivant  successivement 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  z  l'identité  (6),  j'obtiens  les  re- 
lations 


^')  Entwickclung  nach  den  Potenzcn  eittes  ganzen  Po/ynoms  {Jour fiai  de  Horchardt, 
l .  53,  p.  io3). 
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d'où  les  idenlilés 

vfl=(î»  +  i)u„+uB+1  et  irJ§=vJH.l. 

On  a  de  même 


»(x+z)>=^{Vn+sVn)£^)=£(V'nH-zVn)iz  +  *) 


2n+1  II(«) 


(B) 


¥"i  fa» il*-*-1 

+ J[ir.+ -r.+  (r.+ -ruy]  i£=^, 

d'où 
et 

"U„=v„+xir„. 

On  en  déduit  aisément  les  relations  suivantes  : 

(xl-!)Uftt4-2j(/H-I-&))U'/l-ft)(2/l4.I-oj)U/,=  0, 

U^t 4-  (an-*- 1  —  o))Ufl-fxI];=  o, 

(«"—  iJU^+i  4-  [(a/î  4-  i) j:1  -h  2w  —  4/i  —  i]Vn 

—  (2/1  —  û>)  (2/1  —  w  —  l)Ua-1=01 

Un-M  H-  (a«  H-  i)U«  —  tfn_t  =  o. 

7.  Un  calcul  direct  donne 

U0=(x-f-i)--(x-i)«1 

U1=(x-hl)—1(w—  I  —  X)  —  (*  —  l)— *(l  Ai  *), 

et  la  dernière  des  formules  précédentes  permet  de  calculer  faci- 
lement de  proche  en  proche  les  diverses  valeurs  de  U/,. 
On  voit  que  Un  est  de  la  forme 

où  F„  et  <P„  désignent  des  polynômes  entiers  en  .r  du  degré  n, 
et,  d'après  la  remarque  que  j'ai  faite  ci-dessus,  on  a 

F„(*  +  1)-"-  ♦.(■<  -  i)— ^-  (p£î)» 
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d'où 


^r--=(^) 


ce  qui  montre  que  — -  est  la  /zlème  réduite  de  (  -    —  )      •  Par  suite, 

F„  et  4>„  ne  diffèrent  que  par  un  nombre  constant  de  /*(&> —  **)  et 
de  cp„(w  —  n)\  si  d'ailleurs  on  désigne,  pour  un  instant,  par  M„  le 
coefficient  de  xn  dans  F„,  on  déduit  des  formules  précédentes 

Mn-M  =  — (a/i-+-i)M„ 

et 

M„=(—  i)M.3.5  —  (2*  —  i)f 

d'où  l'on  voit  que 
et 

U„=  (-!)•[(*  4-  i  )—/.(••  -  ")  -  [x  -  i}—  *„(*>  -  //)]. 

Transformons  les  relations  (B)  en  posant 

puis  changeons  ensuite  w  en  w  +  «. 

On  trouvera  tout  d'abord,  comme  nous  y  sommes  arrivé  par 
une  voie  différente,  <\uefn  satisfait  à  l'équation  du  second  ordre  (i), 
puis  les  relations  suivantes  : 

/»+i(»  —  0  =  [[*  -4-  l)*  -*-  "  -M  —  *>]//»(*>)  ■+-  •*•(•*  -H  I )/«(«*), 

(•*  —  0/i+i(»  —  0  -+■  l(2"  -+■  O^*  -*-  ?w  —  2/I  —  ■]/•(«) 

-f-  (2/1—  W)(2«  —  w  —  l)(f+l)/H(«  -f-  l), 

d'où,  en  éliminanty^(a))  au  moyen  de  la  formule  (2), 

(8)  (x—  i)/w+,(»  —  1)  =  («  —  "  —  !}/«{*) -H  */,-«(«). 

8.  De  la  formule  (7)  on  déduit 


V  '  V  '  Zrf       2W+I  Ul/îj 


l-J  ' 


-  45  - 
d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  i  et  z, 

(x  -+-  z)*+l  4-  (^  —  s}"*1  =  (.r  -f- l)"+! 


(x-,r.+(M+,)y^-o-' 


Posons  z  =  i  -|-  ^7;  il  viendra 

(, + /m)-*'  h-  (x  -  ^tt"/)-*1 

=  (.r-n)»*'-|-(.r  —  l)-+« 

+  (w  "*"  ^S  ï^ï^TÏ) [(jr "*" l)""',/»(,w  ~  "'  _  <*  ~  ,)"~"  ?"("  _  "M*"*'- 

Cette  équation  se  décompose  évidemment  en  deux  autres,  dont 
Tune  est 

I(X  +  y7!  4-  t)"**  =  ( X  -+-  I  )*+» 
- (- + ■£  a-(û('Jl,)  (* + »î-/-(-  -  "j^1- 

Changeons,  dans  cette  formule,  £  en  -  et  x  en  —  ;  il  viendra 

x  ^x 

d'où,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 


et,  en  changeant  wenw+  «, 

IO     /»(7=)=H —     w  ^  r^^^(l  +  v/'r)        ; 

\yW         (w-f-«4-l)(l  +  V^j     ^ 

en  particulier,  pour  les  polynômes  de  Legendrc,  on  a  la  formule 


n  +  1 
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III. 

9.  En  désignant,  pour  un  instant,  par  Yn  la  série  hypergéo- 
mé  trique 

n[n  —  i)  (n  -4-i)(/*  ■+-  2) 


n  n  -f-i  /.r4-i\ 
1  w  4- 1  \     2     / 


I.*  (»  +  1)(m  +  2) 

on  a 

a~[     lj      n»     I"' 

en  se  servant  de  l'expression  remarquable  donnée  par  Jacobi  pour 
les  polynômes  qui  proviennent  de  la  série  hypergéométrique  (  *  ), 
on  en  déduit 

(")  /.=  i(^7)"^t'+«)^('-)-- 


10.  La  fonction 


'•-'•(jTTJ 


satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

(.r'-llZ  +  alx-w)/-»^  4-1)^  =  0, 

on  en  déduit  aisément  que  la  fonction 

satisfait  à  l'équation 

(.r* —  i)u" —  a(w  —  i)xu'  -t-[tû(b>  —  1)  —  n(«  +  i)]«  =  o. 

En  la  différentiant  p  fois  de  suite,  on  obtient  la  relation  suivante  : 

4-  [(w—  />  —  i)(»  —  p)  —  /i(/*-hi)]if  =  0. 

Comme  elle  ne  diffère  de  l'équation  précédente  que  par  le  chan- 
gement de  w  en  (w — p),  on  en  conclut  que  la  /?l6m0  dérivée  de 


(  '  )  Jacobi,  Untersuchungen  ûber  die  Differentialgleichung  der  hrpergeometrischen 
Reihe  {Journal  de  Borchardt,  t.  56,  p.  i4o)« 
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(x -f- i)"/)j  ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  de  la  fonction 
(x-r-i)*r"^y«(w  —  p)*  Ce  facteur  se  détermine  facilement,  et  Ton 
obtient  l'identité  suivante  : 

En  particulier,  si  l'on  fait  <*>  =  p,  il  vient 

Si,  dans  cette  formule,  on  fait  p  =  n,  comme 

on  retrouve  la  formule  connue,  due  à  O.  Rodrigues, 

x*~  5=71(7)  3? l*  "",)"" 

il.  La  formule  (i3)  montre  que,  p  étant  un  nombre  entier 
positif,  (x-t-i)pfn(&i  p)  peut  s'obtenir  en  intégrant  plusieurs 
fois  de  suite  le  polynôme  X„. 

Considérons,  d'une  façon  plus  générale,  l'expression 


l=f    [x-z)*-*Xn[z)dz, 


où  fe>  désigne  un  nombre  quelconque  positif. 
En  intégrant  par  parties,  on  a 


I=(jr-hl)' 


M 


+  , X'i7'^ r(*-+-l)»+...l, 


et,  en  partant  de  l'expression 


»■=<-!■[- T^f^) 


n{n  —  i)  («  +  i)(ff  H-  a)  /r-t-i\*  "1 

1.2  1.2  \      2      /  J 
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on  trouve  aisément 

X„(-.)  =  (-!)-,     X'„(-,)=-^(/i4-i)^, 


A 

—  •  •  •  • 


x  (""')=      1<2   '(»  +  *)(»  + a)*-^* 

on  en  déduit 

w  |_  I   w  +  l\      2      / 

n[n  —  ï)  (n-4-i)(n  4-^)  /-r  -4-i\'  "1 

i.a        (w  -+-i)(w-h^)  \     2     /  J' 

où  la  quantité  entre  crochets  est,  à  un  facteur  numérique  près,  le 
polynôme/!,,  d'où  l'identité  suivante  : 

(,4)  /,(*,  -)  =  ff  »  +  ^  (x  +  «)-j[*(*-  *)—  X„(*)<fe. 

Cette  formule  suppose  essentiellement  que  &>  est  positif;  comme 
l'on  a 

fn[x,  —  «)  =  (—  ï)  V»(—  *»  w)» 

on  a  également,  w  étant  toujours  supposé  positif, 

(,4)'       /.(X,  -  0.)  =  ff(^+  ^  (X  -  1)- J["(X  -  »)-'  Xa(S),fe. 


On  en  déduit,  en  remarquant  quey),(x,  —  w)  =  9«(.r,  &>), 

n[MM+«')[/'(j+l)'"?'|,r"'1'1=£l(,"{h'X'('1'<;- 

Si  donc  on  pose 

(*-z)~-*  =  ZAnX„{z), 

on  a,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

(f)  Sur  ce  développement,  voir  le  Mémoire  de  M.  Bauer  Von  den  Coefficienten  der 
Reihen  voit  Rugelfunctioncn  einer  VariaMn  {Journal  de  Borcharde,  t.  56,  p.  ioi). 


d'où 
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12.   Si,  dans  la  formule  (ia),  on  fait  o>  =  o,  et  si  Ton  remarque 

que 

/«(*»o)  =  ll(fl)Xa, 
il  vient 

/„(*,  -  p)  =  1!  [n-p]  [x  Hh  O'^X,; 

dans  cette  identité,  p  désigne  zéro  ou  un  nombre  entier  positif 
inférieur  à  (rt-f-i).  Nous  pouvons  en  déduire  aisément  une  cx- 

pression    nouvelle  de  la  fonction .-  —, .-:  posons,  en 

effet 

/„(*,  w)  A0  A,  A/  A„ 

-h  -t-  •  •  •  -h 


a>(<w-f-l)...(<w-h/ï)  w  &>  4-  I  w  H-  #  ra  -\-  n 

D'une  formule  élémentaire  bien  connue  il  résulte  que  Ton  a 

A/=  (~  l'  \\{i)n{n-<)fn[r>  "' i)% 
ou.  en  vertu  de  l'identité  précédente, 

et  de  là 

:|     j    =  *„    (.r-*-i)  x;    ,  (x  +  i)1  x:      (.r  +  o'  x:    , 

'  w  I 


«  -+-  I  1.2         w  -h  2  1.2.3      w  -+"  3 

Si,  dans  cette  formule,  on  change  .r  en  — x  et  w  en  — rc,  et  si 
Ton  remarque  que  f{ — x,  — w)  =  ( —  \)nf(x,  w),  on  obtiendra 
encore  la  formule  suivante  : 


'  '  |     W  I  6)  —  I  1.2  *>  —  2  1  .  '2 .  6      r»  —  6  J 

13.   On   sait  que  les  racines  de  l'équation  X„  =o  sont  toute** 
réelles  et  comprises  entre  —  i  et  -+-  i  ;  désignons  respectivement, 
vin.  4 
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pour  un  instant,  par  a  et  (5  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces 
racines.  Si  x  désigne  une  quantité  quelconque  comprise  entre  — i 
et  a,  on  voit  que  (x  -f- 1)  est  posilif,  et  il  suit  du  théorème  de 
Fourier  que  la  suite  des  quantités 

X       X'      X" 

-^/I»    "^If    **/#»    •  •  •  , 

ne  présente  aucune  permanence  de  signe;  l'équation  (i5)  montre 
que  dans  ce  cas  l'équation  f(x,  w)  =  o  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

A  B  C  *  L 

1 1 h  •  •  •  H =  O, 

A,  B,  C,  . . . ,  L  désignant  des  coefficients  ayant  tous  le  même 
signe. 

Par  un  raisonnement  bien  connu ,  on  en  conclut  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  f  (x,  w)  =  o  (où  w  est  regardé  comme 
inconnue)  sont  réelles  et  séparées  par  les  nombres 

o,   -f-i,  4-2,    ...,   -h  [n  —  i)et-h/i. 

On  déduirait  de  même  de  la  formule  (i5)'  que,  si  la  valeur  de  x 
est  comprise  entre  /3  et  -h  i,  l'équation  fn(x,  o>)  =  o  a  n  racines 
réelles  séparées  par  les  nombres 

o,  — i,  — ?.,    ...,   — (n  —  i)  et — «. 


IV. 

14.  La  fonction/),  satisfaisant  à  l'équation 

(i)  («!-l)/+  »(.r  —  <*)?  —  n{n  -f-i)jr  =  0f 

on  voit  que  -~  satisfait  à  l'équation 

a.r 

En  désignant  par  j-  une  solution  quelconque  de  l'équation  (i),  on 


-  :>t  - 

déduit  de  là 


et,  en  multipliant  les  deux  membres  par  (' ) 

£(£î)v-)*--v)->ç-±i)-g„ 

puis,  en  intégrant  et  en  remplaçant  u  par  — —  » 


J    \x  —  1/     //.r^  V*— 1/  }Y  dxdt*         <!t»    d.r] 


Dans  cette  relation,  faisons  d'abord 
il  viendra 

Faisons,  en  second  lieu, 


nous  aurons 


Remplaçons,  dans  le  second  membre  de  celte  égalilé,  -r^-i-  par 
r  •        fùrat,*  l 

f(rn 

sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2)  et  -p  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (2)';  il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

1  r  \  ~  r     df*  j~  f  _.       df*+i  dfn 


in  a*ù 


d'où  encore,  en  changeant  w  en  —  a), 

/  a\t  rr  d?n  1  r       r  d?"+i    ,    r      d?» 


4 
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On  déduit  de  là  l'identité  suivante,  où  K  désigne  une  quantité 
indépendante  de  x  : 

?*  — 7 ?/t-M  -, K/»  +  l  -T-  —/;/  —  ; —  —  IS" 

«m  r/w  au  aro 


Sur  l'application  d'un  principe  de  la  théorie  des  fonctions 
à  des  recherches  purement  géométriques;  par  M.  Ellinci 
Holst. 

(Séance  du  19  décembre  1879.) 

1.  Plusieurs  géomètres,  particulièrement  Poncelet,  mais  aussi 
Pliickcr,  Chasles  et  les  autres  fondateurs  de  la  Géométrie  numé- 
rative,  ont  fait  avancer  la  Géométrie  en  empruntant  à  l'Analyse 
de  nouveaux  axiomes,  pour  ainsi  dire.  11  peut  être  discutable  si 
la  science  ainsi  constituée  peut  encore  être  nommée  Géométrie 
pure;  mais  personne  ne  peut  nier  que  l'introduction  de  ces  pro- 
cédés ne  forme  un  vrai  progrès.  Tandis  que  les  principes  men- 
tionnés, empruntés  à  l'Analyse,  se  rattachent  à  la  loi  de  la  conti- 
nuité, il  est  possible  de  faire  également  un  usage  semblable  d'un 
autre  principe  de  l'Algèbre,  dont  nous  allons  donner  un  aperçu 
en  l'appliquant  ensuite  à  divers  exemples. 

2.  Le  principe  bien  connu  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

i°  Quand  une  fonction  algébrique  F  s'annule  en  même  temps 

qu'une  autre  fonction  algébrique  fi%   on  a,  pour   une  valeur 

déterminée  a-t , 

F=V,"y„ 

cji  étant  une  troisième  fonction  algébrique. 

a°  Quand  la  fonction  F  devient  infinie,  chaque  fois  qu'une  autre 
fonction  J r2  s'annule,  on  a,  pour  une  valeur  déterminée  a2, 

ç2  étant  une  fonction  algébrique. 

Ces  deux  théorèmes  sont  énoncés  par  M.  Liou ville. 
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3.  Pour  rendre  ce  principe  plus  fécond  pour  des  recherches 
géométriques,  il  convient  de  le  présenter  d'une  manière  plus  com- 
plète en  partant  de  la  proposition  suivante  ( f  )  : 

Pour  vérifier  que  le  produit  de  certaines  fonctions  algé- 
briques 

(0  p  =/;■/,-■.../> 

reste  toujours  constant,  il  suffit  de  démontrer  qu'il  ne  peut  jamais 
devenir  nul  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'il  ne  peut  jamais  de- 
venir infini). 

Comme,  par  hypothèse,  le  produit  P  ne  peut  pas  être  nul,  il 
faut  que,  toutes  les  fois  qu'un  de  ses  facteurs  s'annule,  un  au  moins 
des  autres  facteurs  devienne  infini.  Maintenant,  si  l'on  fait  appro- 
cher de  zéro  une  quelconque  des  fonctions  y},  par  exemple  si  l'on 
suppose 

/.=«  c). 

ce  qui,  en  général,  peut  arriver  de  plusieurs  manières  différentes, 
quelques-unes  des  fonctions  restent,  en  général,  finies,  tandis  que 
les  autres  deviennent  infiniment  petites  ou  infiniment  grandes  de 
différents  ordres,  c'est-à-dire 

mais,  comme  P  reste  fini,  on  doit  avoir 

(2)  £/??;«/=  O. 

En  supposant  successivement  que  les  diverses  fonctions  f  s'an- 
nulent, on  arrive  par  ce  même  procédé  à  un  cerlain  nombre  de 
relations  linéaires  entre  les  nombres  «/. 


(')  En  fondant  mes  applications  sur  cette  proposition,  qui,  selon  mon  exposition 
primitive,  formait  un  cas  spécial,  j'adopte  une  idée  qui  m'a  été  suggérée  par  M.  Ste- 
phanos. 

(*)  Désignons  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  par  c,  une  quantité  finie  quel- 
conque par  «*.  En  conséquence,  un  infiniment  petit  quelconque  du  nUm*  ordre  peut 
être  désigné  par  s",  et  un  infiniment  grand  du  même  ordre  par  ?~". 
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Inversement,  si  les  nombres  «/  satisfont  à  ces  relations,  on  sera 
sûr  que  le  produit  P  est  égal  à  une  quantité  constante. 

4.  Lorsqu'on  cherche  la  valeur  d'une  certaine  fonction  géomé- 
trique, il  suffit  de  déterminer  une  série  d'autres  fonctions  qui 
forment  avec  la  fonction  cherchée  un  système  tel  que  le  produit 
de  ces  fonctions  élevées  à  des  puissances  convenables  soit  con- 
stant. 

Celte  remarque  suffit  pour  faire  comprendre  commentées  autres 
fonctions  doivent  être  choisies.  Ce  choix  même  peut  être  fait  de 
plusieurs  manières.  Quelques  exemples  que  nous  allons  exposer 
serviront  à  faire  comprendre  comment,  par  des  considérations  pu- 
rement géométriques,  on  arrive  à  déterminer  par  ce  procédé  la 
fonction  cherchée. 

o.  Exemple  I.  —  Un  exemple  nous  sera  fourni  par  la  recherche 
de  la  relation  qui  existe  entre  Taire  d'un  triangle  donné  t  et  l'aire 
du  triangle  T  qui  en  est  la  polaire  réciproque  par  rapport  à  une 
conique  donnée.  Pour  cela,  nous  cherchons  d'abord  quand  l'aire  T 
s'annule.  Cela  n'arrive  que  lorsque  ses  sommets  sont  sur  une  même 
droite,  c'est-à-dire  lorsque  les  côtés  de  t  passent  par  un  même 
point.  Si  Ton  a  donc  T  =  o,  on  aura  r  =  o,  et  réciproquement. 
Maintenant,  quand  T  devient-il  infini?  Seulement  lorsque  au  moins 
un  de  ses  sommets  est  sur  la  droite  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsqu'un 
des  côtés  de  t  passe  par  le  centre  O  de  la  conique,  en  excluant  le 
cas  d'une  parabole.  On  peut  donc  admettre  pour  fonctions^//  les 
aires  des  trois  triangles  rty  t2,  t3  formés  par  le  centre  O  et  deux 
des  soin  me  Is  de  r.  On  s'assure  facilement  que  les  fonctions  trouvées 
forment  un  système  complet  du  genre  (i),  c'est-à-dire  qu'on  peut 
trouver  des  valeurs  convenables  des  «/  pour  lesquelles  on  a 

TTa»7**-7j75«r=  /,  une  const., 
ou,  en  remarquant  que  a2=£3=a.ty 

»    'l*l*2*3J    * *•  • 

T  peut  s'annuler  de  trois  manières  différentes,  suivant  que  deux 
des  angles  du  triangle,  ou  un  seul,  ou  aucun,  sont  nuls.  11  en  est 
de  même  des  aires  t,  rlt  t2,  t3.  Les  équations  (a)  forment  ainsi 


le  système 


qui  est  satisfait  pour 
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i  -+-  1olx  -f-  3aj  =  o, 
i  -h  «i  4-  «i  =  O, 
2 -h     a,  =  O, 

-  I  -4-     as  =  O, 

-  2  -h     a! -4-  4«i=r  O, 

-  2  -+-  ?.aj  -h  6«,  =  o, 

«i  ^  —  2,      a2  =  I. 


Pour  déterminer  la  constante  À,  il  suffît  de  choisir  un  triangle  r 
formé  par  deux  tangentes  parallèles  aux  deux  axes  a  a  et  %b  d'une 
ellipse  et  la  corde  de  contact.  Dans  ce  cas,  on  trouve 


ah 

2 


*/>» 


et,  en  conséquence, 

a*  o 

*=-r 

La  relation  cherchée  est  donc 

«*  h*     t* 


T  = 


4        Ti"jT3 


Cette  formule  donne  naissance  à  une  série  d'autres  considéra- 
tions. On  en  conclut  que  toutes  les  coniques  qui  transforment  un 
triangle  donné  t  en  un  autre  T,  ayant  une  aire  donnée,  ont  une 
aire  (')  constante  si  Ton  fixe  leur  centre  (2).  Ainsi,  lorsqu'une 
conique  tourne  autour  de  son  centre,  les  aires  transformées  restent 
constantes.  Pour  avoir  donc  une  transformation  homographique 
qui  laisse  les  aires  invariables,  on  peut  employer  successivement 
deux  transformations  polaires  par  rapport  à  deux  coniques  concen- 
triques et  ayant  les  mêmes  aires. 

En  supposant  que  r  soit  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la 
conique,  T  et  t  se  confondent,  et  Ton  a,  en  vertu  de  l'équation 


(■)  L'aire  d'une  hyperbole  étant  définie  =  abiti. 

(*)  Plus  généralement,  si  le  centre  décrit  une  courbe  du  troisième  ordre,  ayant  les 
cotés  du  triangle  r  pour  asymptotes  d'inflexion. 
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i  i  i  4 

1_  —  _^ —  — , 

4 1  *  i  *  î  *  3  k  3  k  I  "     " 

formule  assez  curieuse  pour  Taire  d'une  conique  en  fonction  des 
coordonnées  homogènes  de  Lagrange-Mobius  rapportées  à  un 
triangle  conjugué. 

6.  Exemple  11.  —  Soient  données  deux  courbes  planes  y  et  <p. 
Appelons  : 

PN?*  Ie  produit  des  normales  communes  aux  deux  courbes,  chaque 
normale  étant  comptée  entre  les  deux  pieds  sur  les  courbes  ; 

Pjç..,  le  produit  des  tangentes  communes  aux  deux  courbes,  chaque 
tangente  étant  comptée  entre  les  deux  points  de  contact; 

P>?as^  le  produit  des  normales  communes  à  la  courbe  ?  et  aux 
asymptotes  de  la  courbe  ^; 

I\n^8?  le  produit  analogue,  en  changeant  les  deux  courbes. 

Cela  posé,  on  verra  que  ces  quatre  fonctions  forment  un  système 

complet  (i).  En  effet,   PK?^  s'annule  seulement  en  même  temps 

que  PT?.j,  et  ne  devient  pas  infini  sans  que  PR?as^  ou  Pnfli^  devienne 

infini,  etc.  : 

p    .  Pa»    Pa*      p"«      —  /- 

PNçi    =  s        donne     Piyj.^  £ i  +  a,  —  o     ('  ), 

p        , .  \ 

r  l  —  «t  +  «i  =  o, 

ou  >  donnent  Ptç:,=  s-1 \ 

n  \  (   ~  «i  ■+■  «3  =  o- 

En  supposant  que  successivement  cj»  et  ^  tendent  à  toucher  la 
droite  à  l'infini,  on  trouve 


P*;.9ç  =  (*"*)"''*  et   PRrt=c-»* 

PNo«si=  \*    V        et   PN?*=  *~"? 


—  I  —  a,  =  o, 

—  I  —  a,  =r=  O. 


(')  Cctle  équation  a  lieu  dans  deux  cas.  P>?^  s'annule  en  effet  :   i°  si  les  deux 

courbes  se  touchent;  alors  deux  tangentes  s'annulent  aussi,  chacune  étant  égale  à  t* 
si  la  normale  est  égale  à  «;  a"  si  les  deux  courbes  ont  un  foyer  commun;  alors  les 
normales  communes  qui  disparaissent  se  confondent  avec  des  tangentes  communes. 


■     ■    h-  ■    -      . 
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Les  t?ç,  n±  signifient  les  classes  des  deux  courbes. 

En  supposant  encore  que  successivement  <p  et  <|/  tendent  à  passer 
par  l'un  des  points  cycliques,  on  retrouve  les  deux,  dernières  re- 
lations. 

Ces  équations  sont  satisfaites  par  les  valeurs 

at  =  a,  =  «3  =  —  i . 

La  constante  k,  ne  pouvant  pas  contenir  les  variables,  qui,  dans 
ce  cas,  sont  les  coefficients  des  équations  des  deux  courbes,  sera 
un  nombre.  En  supposant  que  Tune  des  courbes  ait  dégénéré  en 
droites,  on  trouve  la  valeur  À*  =  i.  Donc  la  formule  est 

P*.a=Pt.*P 


>?* 


Tf  |  *Kf  »»$  rîty  M  ?• 


Cette  formule  contient,  comme  un  cas  très  spécial,  un  théorème 
de  M.  Lagiierre  (Comptes  rendus,  t.  LX,  p.  70)  sur  le  produit  des 
normales  menées  d'un  point  donné  à  une  courbe  donnée.  J'ai  dé- 
montré ce  théorème  en  employant  la  méthode  développée  ici 
(Clebsch  Annalen,  t.  XI,  p.  34 1)« 


7.  Exemple  III.  —  Trouver  une 
expression  pour  le  produit  tics  sinus 
des  angles  que  forment  l'une  avec 
l'autre  les  tangentes  menées  d'un 
point  P  à  une  courbe  donnée  F  (  de 
l'ordre  m,  de  la  classe  /1,  et  ayant 
d*  tangentes  doubles  et  i  tangentes 
d'inflexion). 

Soient  : 

P*in?  le  produit  cherché; 

Fy  l'expression  qui,  égalée  à  zéro, 
fournit  l'équation  ponctuelle  de  la 
courbe  donnée  sous  la  forme  nor- 
male (*),  c'est-à-dire  que  Fj«  est 
égal  au  produit  des  normales  de 
P,  divisé  par  le  produit  des  dis- 
tances focales  de  P. 


Exemple  IV.  —  Trouver  une  ex- 
pression pour  le  produit  des  segmente 
interceptés  sur  une  droite  D  par  une 
courbe  donnée  F  (de  l'ortlre  m,  de  la 
classe  n,  et  ayant  d  points  doubles  et 
r  points  de  rebmussement). 


Soient  : 
P,  le  produit  cherché; 

Fm  l'expression  qui,  égalée  à  zéro, 
fournit  l'équation  tangentielle  de 
la  courbe  sous  une  forme  normale, 
c'est-à-dire  que  FM  est  égal  au 
produit  des  normales  communes 
de  F  et  de  D. 


(')  La  ftote  citée  de  Clcbsch  Annalen. 
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Soient  encore  : 

Vtd  le  produit  des  distances  de  P  à 
toutes  les  tangentes  doubles  de  F; 

P/f  le  produit  des  distances  de  P  à 
toutes  les  tangentes  d'inflexion  ; 

Pb  le  produit  des  distances  focales 
de  P. 


Soient  aussi  : 

Pp(i  le  produit  des  distances  de  D  à 
tous  les  points  doubles  de  F; 

Vpr  le  produit  des  distances  de  D  à 
tous  les  points  de  rebroussement  ; 

P»m$  Ie  produit  des  sinus  des  angles 
que  forme  la  droite  D  avec  les 
asymptotes. 


Ces  quantités  forment  deux  systèmes  complets  : 

P        F*»  P*»  P*«  P**  *      P  V*1  P*«  P*»  P** 

**ln  o  *  n  r  td  *  ti  *b  »  r*  r  M  r  pd  rpr  **in  +• 


En  supposant  successivement 

i°  le  point  P  devienne  infiniment 
voisin  de  la  courbe  Ft>=  s; 

2°  le  point  P  devienne  infiniment 
voisin    d'une     tangente    double 

3°  le  point  P  devienne  infiniment 
voisin  d'une  tangente  d'inflexion 

Pn=«; 
4°  le   point  P  devienne  infiniment 

voisin     d'une     tangente     focale 

PB  =  *; 
5°  le  point  P  s'éloigne  à  l'infini, 


que  : 

i°  la  droite  D  tende  à  devenir  tan- 
gente de  la  courbe  FM  =  «  ; 

2°  la  droite  D  tende  à  passer  par  un 
point  double  Pp</=  c; 

3°  la  droite  D  tende  à  passer  par  un 
point  de  rebroussement  Ppr=s; 

4°  la  droite  D  tende  à  coïncider  avec 
une  asymptote  Pft|n^=  s; 

5°  la  droite  D  tende  à  passer  par  un 
des  points  cycliques, 


on  trouve,  toujours  par  des  considérations  purement  géométriques, 


3" 
4" 


5" 


*»ln  j  — 

t»; 

*  »ln  9  z= 

«; 

**ln  o  =- 

*  *\n oz=- 

/!(/»-  Il 

*  sin^  — - 

*     ■     , 

F»     = 

t-m. 

Pw   = 

«-"'. 

Pu    = 

Pn     = 

<    ". 

1° 

2° 

3° 

4° 


:>' 


p, 

1 

=  •*; 

p, 

=  *; 

p, 

3 

=  «*; 

p, 

—  $-('"->;• 

/«'w--  d 

p. 

=i  *  . 

F« 

P,»/ 

-// 

a        , 

p 

=  *-'', 

P,,„; 

-—  /// 

, * 
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En  conséquence  : 


1° 

j-+-  «j— o; 

2° 

I  -h  atz=0; 

3" 

l-r-a,=rO; 

4° 

—  (#i  — i)  -b«4=o; 

1 

— - —  met. 

—  tta.* —  /a3 —  /ia4  =0. 


1° 

£-h«,  =  o; 

2° 

i-+-a,=  0; 

3° 

7-4-«s=0; 

4° 

—  (//*  — 1)+«4=  o; 

5"  1 

f  m  (  m  —  i  ) 

i  — —  /?a. 

2 

—  da.  s  —  ras  —  /w  «4 


O. 


Toutes  ces  équations  sont  satisfaites  par  les  valeurs 


«1 

~— 



1 

«t 





I, 

«3 





3 

«î 


rt  —  I. 


«i  =  —  h 

m 

«,=  —  I, 

„     % 

«»  —  —  ï» 
«4  =  m  —  i . 


On  a  ainsi  les  formules 

pi     pi(i  —  t» — /.p%,p*  pî 

Pour  déterminer  la  constante  À,  il 
suffit  de  supposer  successivement  le 
point  P  confondu  avec  les  points  I 
et  J.  Des  deux  formules  ainsi  obte- 
nues on  conclut 

B/B*  désigne  la  distance  entre  deux 
quelconques  des  foyers. 

Les  formules  sont  alors 

pî       pîin  — 1) —  pî       «    pj    p3 


pSpt(m-I) —  t/rpl     p> 

Pour  déterminer  la  constante  k\  il 
suffît  de  supposer  la  droite  D  con- 
fondue avec  la  droite  a  l'infini.  Cela 
posé,  on  trouve 

k  =  P8itt«iv. 

Vi  désigne  l'angle  entre  deux  quel- 
conques des  asymptotes  de  la  courbe. 


ptpffm-!) — pt         «pi     p3 


Nous  pensons  que  ces  quelques  exemples  suffiront  pour  faire 
saisir  l'esprit  général  de  la  méthode  et  spécialement  son  appli- 
cation à  l'étude  des  propriétés  métriques  de  retendue. 
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Réponse  aux  observations  de  M.  Halphen  sur  la  théorie 
des  caractéristiques  ( K  )  ;  par  M.  Schubert. 

(Séance  du  16  janvier  1880.) 

La  formule  (3)  (2),  dont  mon  savant  contradicteur  veut  prouver 
l'inexactitude  par  son  premier  exemple,  n'est  établie  que  pour 
déterminer  par  une  certaine  élimination  les  coefficients  de  la  for- 
mule (4)  résullant  de  l'équation  principale  (1).  La  formule  (4)> 
qui  suit  la  formule  (3)  immédiatement,  s'écrit  ainsi,  pour  la  va- 
leur n  =  3  : 

Les  symboles  de  cette  formule,  déjà  définis  dans  le  §  3-4  et  in- 
troduits dans  le  §  42,  font  voir  clairement  que  l'emploi  fait  par 
M.  Halphen  est  exclu  par  le  contexte  de  mon  Livre,  car  il  y  a 
oo1  droites  qui,  assujetties  à  la  condition  E,  satisfont  à  la  condi- 
tion gp*2it  condition  supposée  sextuple  par  la  formule,  mais  quin- 
tuple par  l'emploi.  Ainsi  la  formule  (4)  ne  s'interprète  pas  même 
à  l'exemple  de  M.  Halphen.  En  voici  l'origine.  Si  deux  de  quatre 
points  harmoniques  coïncident,  l'un  des  deux  autres  points  est  per- 
pétuellement obligé  d'être  infiniment  voisin  du  point  de  coïnci- 
dence. Mais,  dans  mon  Livre,  j'ai  toujours  supposé  qu'un  système 
de  00'  droites  g,  possédant  trois  points  ply  p2y  p*,  contienne  oc1""1 
droites  g  caractérisées  par  la  réunion  de  deux  de  ces  .points,  et 
qu'un  tel  système  ne  contienne  que  oc'~2  droites  g  caractérisées 
par  la  réunion  de  tous  les  trois  points.  C'est  pourquoi  les  formules 
des  §§  31  et  42  ne  peuvent  se  rapporter  ni  aux  cas  où  un  système 
de  oo1  figures  T  contient  la  dégénérescence  constituée  par  la  réu- 
nion de  plus  de  deux  points,  ni  aux  cas  analogues.  Je  vois  main- 
tenant qu'il  aurait  été  utile  d'ajouter  cette  restriction  à  la  for- 
mule (3)  expressément,  parce  que  cette  formule,  a\ant  encore 
des  coefficients  indéterminés,  ne  fait  pas  connaître  les  cas  exclus 
par  clle-nicme. 


(*)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  île  France^  t.  Vlll,  p.  '.U. 
(')  Voir  Kalkàl  der  abtàhlenden  Géométrie,  p.  3 08. 
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M.  Halphen,  en  appliquant  la  formule  (3)  à  son  exemple,  n'a 
pas  déterminé  les  coefficients  par  les  symboles  de  la  formule  (4)» 
mais  par  un  autre  procédé.  Ainsi  il  n'est  pas  conduit  au  résultat 
absurde  fourni  par  la  formule  (4)i  mais  à  un  nombre  fini.  L'emploi 
n'étant  pas  permis,  il  est  indifférent  si  ce  nombre  est  correct  ou 
incorrect.  Aussi  M.  Halphen  aurait  employé  un  théorème  qui  ne 
résulte  nullement  des  déductions  de  mon  Livre,  s'il  avait  trouvé 
peut-être  un  nombre  correct. 

Une  réponse  analogue  se  donne  au  second  exemple  de  M.  Hal- 
phen. 


Note  sur  l'évaluation  du  nombre  des  coniques  faisant  partie 
d'un  système  et  satisfaisant  à  une  condition  simple  (*);  par 
M.  Schlbert. 

(Séance  du  16  janvier  1880.) 

Le  Mémoire  de  M.  Halphen  sur  la  théorie  des  caractéristiques 
pour  les  coniques  (Proc.  of  the  London  Math.  Soc,  vol.  IX,  et 
Math,  jinn.,  t.  XV)  m'a  fait  comprendre  enfin  qu'une  conique 
qui,  d'après  la  notation  de  M.  Halphen,  est  dégénérée  suivant  le 
mode  B  se  détermine  par  quatre  conditions  simples  (2).  N'ayant 
nullement  eu  égard  à  cette  dégénérescence  dans  le  §  38  de  mon 
Livre,  j'y  ai  commis  une  erreur  que  je  regrette  à  présent.  Ainsi, 
les  déductions  du  §  38  ne  sont  correctes  qu'aux  cas  où  le  système 
de  oo1  coniques  ne  contient  pas  une  telle  dégénérescence.  Cette 
restriction  n'a  point  d'influence  sur  les  paragraphes  suivants. 


(')  Voir  Kalkûl  der  abzàhlenden  Géométrie,  §  38. 

(*)  J'avoue  que  je  n'ai  pas  été  en  état  de  reconnaître  cela  par  les  Notes  publiées 
par  M.  Halphen  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXXIII. 
{Voir  mon  Livre,  p.  345»  ll0*e  3i.) 


Sur  une  formule  d'Analyse;  par  M.  Halphen. 

;  Séance  du  ifi  janvier  1880.) 

La  formule  dont  il  s'agit  ici  est  la  suivante  ; 

dans  laquelle,  bien  entendu,  <j.l'A)  I  -  )  désigne  une  dérivée  d'ordre  k 

prise  par  rapport  à  — t  et  I  ■  j  -  une  dérivée  d'ordre  (n  —  k) 

prise  par  rapport  à  x. 

Un  des  moyens  les  plus  simples  de  vérifier  la  formule  (i)  me 
paraît  être  le  suivant. 

On  peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer 


>M=2*-.  ?(:l)=Hi) 


A  cause  de  la  forme  doublement  linéaire  du  second  membre  de  (1), 
il  suffit  alors  de  vérifier  l'identité  pour 


Pour  ce  dernier  cas,  la  formule  (i)  devient 

(,_fii,-f-,)...(»,-i,-»..-,) 
■i«-ii...i».-«+i) 

«  ,        .(«-!)    p(|— ■)         «|  — ■)(.-«)     y(,.-.)(,i 


et  le  lecteur  trouvera  sans  peine  la  démonstration  de  cette  identité. 
Ceel  en  étudiant  les  dérivées  successives  de  la  fonction  xmir' 
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que  j'ai  été  conduit  à  la  formule  (i).  Elle  fournit  effectivement  ces 
dérivées,  et  Ton  a 

l  -AU",*rV=  (—  i)"e7\  *"-**  —  "  (m  —  n  -4-  i)x'"-l«+l 

Un  cas  particulier  remarquable  est  celui  où,  m  étant  entier  po- 
sitif, le  nombre  n  est  égal  à  (m  +  i).  Pour  ce  cas,  on  a 

i 
(3)  £(--^)=(— )'^ï- 

11  est  facile  de  démontrer  directement  cette  formule  (3).  J'en 
indique  ici  deux  démonstrations. 

La  première  est  fondée  sur  remploi  de  la  série  de  Lagrange. 
On  trouve  effectivement 

—       -  T        t         i     ff  i  t"+x  1 

L        x       1.2  x*  v       '       i.2...(/i-m)  ^n+l    •        J 

développée  de  cette  autre  manière  : 


IX         I  .  2  dx  1 .  2. . . [n  4- 1     "•*" 


Si  Ton  applique  la  série  de  Lagrange  à  la  fonction  e3,  composée 
avec  la  racine  z  de  l'équation 


z  =  .r  -4-  f  3, 


la  comparaison  des  deux  développements  donne  la  formule  (3). 

La  seconde  démonstration  consiste  à  observer  que  la  dérivée 

i 

d'ordre  n  du  produit  xn~*  er  est  de  la  forme  suivante  : 


d 

dr 


cj(.r)  étant  un  polynôme  entier.  En  développant  suivant  les  puis- 
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sanccs  décroissantes  de  x  le  premier  membre,  on  reconnaît  que  ce 
polynôme  se  réduit  à  ( — i)". 

En  intégrant  p  fois  de  suite  les  deux  membres  de  la  formule  (3), 
on  obtient 

(P                              dn~p   (  -\ 

-ZZTi  dxP=  [—\)n  - \.vn-le*J. 


/' 


La  formule  (2)  tournit  l'expression  de  la  dérivée  qui  figure  au 
second  membre,  et  Ton  a  ainsi 


-^  dxn  =  [—  1  )ne~\  xtn~'n  —  -  [m  —  n  —  1  ) x*«->»+* 


1 
c'est-à-dire,  sous  forme  finie,  l'intégrale  nlhmo  de  —  c\  quand  m 

est  un  nombre  entier  au  moins  égal  à  2,  et  n  inférieur  à  m.  En 
d'autres  termes,  la  formule  (2)  s'applique  aux  valeurs  négatives 
de  n  et  de  /?/,  sous  ces  dernières  réserves. 

L'identité  (3)  conduit  aisément  à  cette  conséquence  que  l'équa- 
tion 

(A)  ffHy  —    l 

^'  dxn  ~~  xtnX 

a  pour  intégrale  générale 

« 

r  =  <SA.r"-,6;7, 
les  coefficients  a  étant  les  racines  de  l'équation  ( —  a)"=  1. 


Note  sur  certaines  équations  différentielles  obtenues  par 
l'élimination  de  deux  fonctions  arbitraires  ;  par  M.Worms 
de  Romilly. 

(Séance  du  if»  janvier  1880.) 

Etant  donnée  une  fonction  explicite  z  de  deux  fonctions  arbi- 
traires F \ ,  F2,  qui  sont  elles-mêmes  fonctions  de  fonctions  données 
ç?i  et  9-j  de  x  el  de  j -\  on  peut  se  proposer  d'éliminer  les  fonctions 
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arbitraires  et  de  trouver  une  relation  entre  la  fonction  explicite  z 
de  F|  et  F2,  les  fonctions  <p<  et  <p2  et  leurs  différentielles. 

Nous  supposerons,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  du 
problème,  que  Ft  ne  dépend  que  de  91  et  F2  que  de  <p2.  Soit 
donc 

Prenons  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  par 
rapport  à  x  et  à  y>  et  désignons  par  p,  q,  r,  s,  t  ces  dérivées  par- 
tielles : 

__  dz  _rh         .__<***  __    d*z  __<**z 

do-.  dy  dx*  dxdy  dy1 

Nous  représenterons  par  a,  b,  c,  d,  e  les  dérivées  de  ç4  prises  dans 
le  même  ordre,  et  par  a,  (3,  y,  £,  e  celles  de  92. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons,  en  outre, 


.  dt\   dffx 

(*)  < 


[t1*-  dV\\d?l) 


et  nous  appellerons  X2,  P2  les  expressions  obtenues  en  remplaçant 
dans  les  seconds  membres  des  relations  précédentes  l'indice  1  par 
Tindice  a;  enfin  nous  désignerons  par  p  la  différentielle 

(3)  p  -     ,nf     ^  dF> 

1    ]  '  '     dh\db\  d?l   d?i* 

Par  de  simples  différentiations,  nous  obtiendrons  les  cinq  équa- 
tions suivantes  : 

p  -  •  a\  -h  a^5, 

q  r-r  b\  -f-  {6â2, 
r  —  taap  r- :  c\  -f-  y>,  -f-  aliit  -+-  ce1^, 
s  —  {a$  -f-  a£)prr:  </>,  -f-  <ft5  -f-  abpx  -+-  «ftx,, 
/  —  ïbfe  —  e>,  H-  s>2  -t-  /;*(*,  -h  ^^tj. 

Si  nous  considérons  comme  inconnues  les  quantités  A,,  A2,  pi,  p2, 

ces  cinq  équations  entre  quatre  inconnues  donneront  une  équation 

vin.  5 
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de  condition  qui  peut  être  mise  sous  forme  de  déterminant  : 


(4) 


—  p 

—  7 


s  -\-la3  -h  ab)o 
—  t  -h  i  b  Sa 

I    4 


a 
b 
c 
d 
c 


a      o 


'/ 


<? 


a1 
ab 
b* 


o 
o 

a' 


«? 


& 


o, 


Ce  déterminant  peut  se  décomposer  en  deux,  et,  en  appelant  D 

le  suivant  : 

p  a  a.  o  o 

q  b  fl  o  o 

(  5  )                                  D  =      r  c  y  a*  a* 

s  d  $  ab  aS 

t  e  %  b1  5* 


la  relation  (4)  peut  s'écrire 


—  D  +  0 


lav. 

a3+*b 

nbS 


a1 
ab 
b* 


or 

aS 


a 

a 

X 

b 

S 

=  o, 


ou,  en  effectuant  les  calculs,  il  vient  enfin 


i«: 


—  d-i-^s*— «*  a*  :**  =  <>. 


La  quantité  que  nous  avons  représentée  par  p  peut  se  mettre 

dV 

sous  une  autre  forme  que  (3).  En  effet,  si  nous  remplaçons  -~> 
-yî  par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (a),  nous  trouvons 


V's-- 


d*f 


d\\dYt 


df  dt 


•    ^ 


</F,  //F, 

mais  les  différentielles  du  premier  ordre  de  z  nous  donnent  les 
\aleurs  de  /.t,  À2,  de  sorte  que,  en  faisant  la  substitution,  on  a 

</«/■ 
//F,  </F*     an  —  bp     fjp  —  «7  ' 
*S  =  7/7"    ~df  rtS^i; 6~t 

* ■  _  V  ■ 

</F,  «7f, 
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La  relation  (6)  peut]donc  se  mettre  sous  la  forme 


(7; 


7J  Da.(fl7-W(K7-.^W+H^|^=     . 

Pour  que  cette  équation  soit  indépendante  des  fonctions  arbi- 
traires, il  faut  que  le  dernier  facteur  du  second  terme  puisse  s'ex- 
primer au  moyen  de  z,  c'est-à-dire,  en  représentant  par  ty(z)  une 
certaine  fonction  explicite  de  z,  que  Ton  ait 


d¥,  dt\ 

■ 

ou,  en  remplaçant  les  lettres  F,,  F2  par  u  et  i>,  que  l'on  ait 

//*-  d-   d- 

dudv~~  Y[^}du  ch 

Considérons  maintenant  le  problème  inverse;  supposons  que 
Ton  parte  de  l'équation  différentielle  pour  remonter  à  la  fonc- 
tion z.  Le  déterminant  D  ne  contient  les  différentielles  p,  q,  r, 
s,  t  qu'au  premier  degré,  le  second  terme  ne  les  contient  qu'au 
second  degré,  de  sorte  que,  si  l'on  représente  par 

(9)  D  +  Av|*  =  o 

l'équation  (7),  on  pourra  mettre  sous  la  forme  correspondante 
10)  D!-}-  B,  =  o 

l'équation  différentielle  donnée. 

Or  nous  montrerons  que  la  connaissance  de  D4  suffit  pour  déter- 
miner <pi  et  92.  Ce  premier  résultat  obtenu,  en  remplaçant  a,  A,  ... 
par  leurs  valeurs  dans  A,  on  calculera  la  valeur  At  que  doit  avoir 
A  dans  la  relation  (10),  et,  en  divisant  B|  par  A«,  on  trouvera  ty(z). 
Le  problème  sera  alors  ramené  à  l'intégration  de  l'équation  (8). 
Nous   supposerons  d'abord  qu'aucun  facteur  commun   aux  deux 

5. 


j 
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termes  n'a  été  supprimé  dans  l'équation  (10),  de  sorte  que  le 
premier  membre  est  identique  à  l'expression  obtenue  en  rempla- 
çant, dans  (7),  a,  i,  ...  par  leurs  valeurs  déduites  de  celles  de 
?i,  <p3  sans  suppression  d'aucun  facteur  commun  à  tous  les  termes 
de  l'équation. 

Considérons  d'abord  le  déterminant  D;  si  nous  effectuons  les 
calculs,  il  se  mettra  sous  la  forme 

(il)  D  =  P/?-f-Q7  -4-Rr-f-S.r-+-Tf, 

où  nous  avons  posé 

P  =  [■* J3  -f-  «b)(p<i—  M)  -f-  6,3(67  —  ?c)  •+•  a«ibt  —  ?e)V\a?  —  «*)* 
—  Q  =  [(nS-+-a6}(«</  —  <*J)  -f-  bS[ay  —  olc)  -f-  /?«(*«  —  «r)](<iÉS  —  «6), 
(ia)  {         R  =  (<i,S  — «/>)'*  £, 

-S  =(«,3  — a6)f(«?-ha6). 
T  =  [a  5  —  a  6)* /la. 

On  tire  des  trois  dernières  équations  les  rapports 


T  \a         «/'       f        «a 


de  sorte  que  l'équation 

T  T 

3        6  .  .  . 

a  pour  racines      et  -;  on  peut  donc  exprimer  ces  quantités  en 

S  R 

fonction  de  '—  et  de  -»  et,  comme  les  rapports  des  quantités  S, 

R,  T  entrent  seuls  dans  la  relation,  peu  importe  qu'un  facteur 
commun  à  tous  les  termes  ait  été  supprimé  dans  l'équation 
donnée  ^io'».  Le  problème  pour  déterminer  9,  el  ç2  se  trouve 
donc  ramené  à  rinléçratîon  de 


, ,  d-j  tlv 


dans  laquelle  ♦v.r,  v^  représente  la  valeur  de  Tune  des  racines  de 
l'équation  ,14':  lune  des  racines  donnera  9,  el  l'autre  z*. 

Les  coefficients  de  r.  .*,  /  suffisent  donc  pour  déterminer  les 
fonctions  -:  si  réquation     ii     correspond  à  unej  équation  de  la 
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forme  (i),  il  faudra  donc  que  les  coefficients  de  p  et  q  satisfassent 
chacun  à  une  équation  de  condition.  Or  R,  S,  T  sont  des  fonctions 
de  Qf,  92  et  de  leurs  différentielles;  donc,  puisque  P  et  Q  ne 
dépendent  que  des  mêmes  quantités,  on  devra  pouvoir  exprimer 
P  et  Q  en  fonction  de  R,  S,  T,  et  les  relations  qui  représenteront 
la  valeur  de  P  et  Q  au  moyen  de  R,  S,  T  devront  être  satisfaites. 
Cherchons  quelles  sont  ces  relations.  Il  est  facile  de  voir  que,  en 
posant,  pour  abréger, 

(i5)  *  =  («?-«*), 

P  et  Q  peuvent  se  mettre  sous  les  formes  suivantes  : 


P=      K 


Q  =  —  IN 


.  .  db         da 

ou  bien,  en  remarquant  que  -7-  =  -■-» 

1  *       dx        dy 


P=       \ 


3 


.16. 


Q  =  -N 


3 


'Ï.1Î 

de  dy 

.<zb  au 


» 


dx  dy 


Or  nous  pouvons  exprimer  ijS,  a$,  aby  aa  au  moyen  de  R,  S,  T 
et  N  ;  nous  avons,  en  effet, 

T  R 

n  l      .  S-f->>>  N3-S 

OLV  = — —  9         û3z=    . 

UN*  *  2^ 

Si  l'on  remplace,  dans  les  valeurs  de  P  et  de  Q,  les  quantités 
a,  a,  bj  fi  par  leurs  valeurs,  on  trouve,  toutes  réductions  faites 

ft.  ,  dx  N     dx         2  dy        •?.  M   dy 

—  —  îl  f/l  _  L  'lïï       3  s   -/N 

dy  JN     r/>  2  dx        1  H    dx' 
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Il  n'y  a  d'inconnu  que  N,  mais  il  est  facile  de  trouver  la  valeur 
de  cette  quantité  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  donnée. 
On  voit  en  effet  immédiatement,  par  les  formules  (12),  que  Ton  a 

de  sorte  que 

N  =  (SS—  4RT)?. 

Voyons  si  ces  relations  auraient  encore  lieu  dans  le  cas  où  Ton 
aurait  supprimé,  dans  l'équation  différentielle  donnée,  un  facteur 
commun  R;  les  coefficients  P',  Q',  ...  seraient  alors  liés  à  P, 
Q,  .  .  .  par  les  relations 

P  =  P'R,     Q  =  Q'K,     R^R'K,     S  =  S'K,     T  =  T'K, 
d'où 

N  =  K>( S"  -  4 R' V ) •  =  K3 y. 

Remplaçons  P,  Q,  ...  par  ces  valeurs  dans  les  relations  (18); 
on  trouve,  après  réduction, 

(W  _  3R_'  r/Y        _i_  r/S'  _  '*  S'  */Y 
dx  N'      tir         2    d\  y.  K'    il  y 

(19)  /'  o'—  —  —  —  d^'  —  L  —      *  s'  r/îL' 

I  il  y  K'      dy  \k    ilx  'i  N'    dx 


X'=(S'*— 4R'T')6. 

Les  relations  sont  donc  encore  les  mêmes. 

Il  nous  reste  à  examiner  les  termes  du  second  degré  en  p  et  q 
qui  multiplient  <f(s);  le  coefficient  de  $(s)  dans  l'équation  (7) 
peut  s'écrire 

4-  [<*p  4-  «l>}i[<ia(j-+-b?/ji—  [<i?  +  *b)pq]9 

c'est-à-dire 

S1  /  T     .        R     .        S       \ 

ou  enfin 

et,  si  l'on  a  supprimé  un  facteur  K  commun   à  tous  1rs  termes. 
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cette  quantité  devient 

K4S" 


K3N'6 
ou  enfin 


„       (RTV  +  KRy^KS'^)-, 


['i 


(20)  +_(r^+R>'+s>?), 

c'est-à-dire  que  l'expression  ne  change  pas  de  forme. 

Ainsi,  pour  que  l'équation  différentielle  (10)  représente  une 
fonction  z  de  la  forme  (1),  il  faut  que,  en  désignant  par  ty(z)  une 
fonction  quelconque  de  z9  en  mettant  l'équation  donnée  sous  la 
forme 

(21  )         P'p  -4-  Q'<7  •+-  RV  -4-  S'*  -4-  Vt  +  Mp%  -h  B'q*  -f-  Hpq  =  o 

et  en  posant 

(22)  X={S'*—  4RT)i 

les  coefficients  P',  Q;,  A',  B',  C  satisfassent  aux  équations  de 
condition  suivantes  : 


(23) 


~   d.r           y 

r/N'          !   </S'          3    S' 
dx         1   dr        2  W 

r/N' 
dr 

1             dV        3T' 
1  Q  —    dy          K' 

</N'        1  */S'       3  S' 
*//-         -a   r£r         2  N' 

dw 

d.r. 

A'-   •    S"R' 

1  „,            S"T' 

C/3 

N'6 

Si  cela  a  lieu,  on  pourra  trouver  la  fonction  cherchée  en  intégrant 
l'équation  aux  différentielles  partielles  (8)  et  les  deux  équations 
obtenues  en  remplaçant,  dans  (i4)i  ^{xfJ')  successivement  par 
chacune  des  racines  X  de  l'équation  (i3). 

L'intégration  de  l'équation  aux  différentielles  partielles 

du  dv  ~~  Y 1 3  j  <//«  7/m 
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se  fait  immédiatement;  on  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

ds> 


du  dz 


dv 

m 

ou,  en  intégrant  par  rapport  à  u, 

en  désignant  par  0  une  fonction  quelconque  et  par  L  les  loga- 
rithmes népériens.  Cette  relation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

on  peut  remplacer  l'intégrale  de  0(e),  qui  est  indéterminée,  par 
une  fonction  quelconque  de  p.  On  a  donc  enfin 

(24)  /e-/*W^A  =  Tl(ir)-f-T1(p)=T1(F1)+Ts(Fs)f 

ce  qui  détermine  la  fonction  z. 

Ainsi,  pour  que  la  fonction  z  définie  par  la  relation  (i)  puisse 
donner  lieu  à  une  équation  différentielle  du  second  ordre  indé- 
pendante des  fonctions  arbitraires  F!  et  F2,  il  faut  que  la  fonc- 
tion/* soit  de  forme  telle  qu'il  existe  deux  fonctions  T|,  t2,  dépen- 
dant Tune  de  F,  seul,  l'autre  de  F2  seul,  dont  la  somme  puisse 
s'exprimer  en  fonction  de  z. 

Nous  avons  montré  comment,  dans  ce  cas,  on  peut  remonter  de 
l'équation  différentielle  à  la  fonction  intégrale. 
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Sur  l'épure  des  vingt-sept  droites  d'une  surface  du  troisième 
degré,  dans  le  cas  où  ces  droites  sont  réelles;  par  M.  Cakon. 

(Séance  du  6  février  1880.) 

On  choisit  arbitrairement  une  droite  a<  et  cinq  droites  b2,  A3, 
b\,  b$,  b6  qui  rencontrent  a<  ;  il  existera  cinq  droites  a2y  az,  aAy 
aif  a9  telles  que  chacune  rencontre  toutes  les  droites  b  qui  n'ont 
pas  le  même  indice  qu'elle. 

EnGn  il  existera  une  droite  bs  rencontrant  a2,  az,  aAl  a6,  ae. 
On  aura  constitué  le  double-six 

aU    tf2»     <*3*     <*4»     aii    a6i 

bu   l>%*    £3,    £4,    b~9,   bs, 

tel  que  chaque  droite  d'une  rangée  rencontre  toutes  celles  de 
l'autre  ne  portant  pas  le  même  indice. 

Les  quinze  autres  droites  sont  les  intersections  des  deux  plans 
ap  bç,  bp  aq,  p  et  q  étant  différents. 

Tableau  des  vingt-sept  droites. 

«1»     *î»      «3»     *4»      «5»    *d» 

bu    bi9    biy    b^    biy   b6, 

12,   i3,  14,  i5,   16, 
23,  24,  25,  26, 
34,  35,  36, 

45,  46, 

56. 

Une  droite  quelconque  en  rencontre  dix  autres.  Exemple  : 

ax  rencontre  6,,  bz,  ùif  bi9  b6,  12,   i3,  14»  i5,   16, 

at  »          bu  bz,  b^  b6%   b6,  12,   23,  24,  a5,   26, 

bx  »           aiy   a3,  <*4,  «5,   </6,  12,    l3,  i4,  l5,    16, 

23  *           a2,   £„  «3,  63,   14,  i5,    16,  fô,  46,  56, 
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Dans  l'épure,  la  première  droite  a<  a  été  choisie  verticale;  il  en 
résulte  que  les  droites  b2,  A3,  bs,  par  exemple,  déterminent  un 
hyperboloïde  qui  admet  une  deuxième  génératrice  verticale  dont 
j'appelle  le  pied  (2,  3,  4)«  Toutes  les  droites  rencontrant  b2,bz,  64 
passent  donc  en  projection  horizontale  par  le  point  (2,  3,  4)* 

De  même,  les  droites  rencontrant  b2,  b^,  b3  passent  en  projec- 
tion horizontale  par  le  point  (2,  3,  5).  Donc  la  deuxième  droite, 
qui  s'appuie  sur  les  quatre  droites  A2,  A3,  &»,  i3,  a  pour  projection 
horizontale  (2,  3,  4)?  (2,3,5). 

On  a  déterminé  à  l'avance  ces  points  fixes  en  construisant  pour 
chaque  système  Am,  bn,  bp  deux  droites  s'appuyant  sur  ces  der- 
nières. On  a  ainsi  les  points  fixes  suivants  : 

(2,3,4S  (2,3,5-,  (2,3,6),  («,4.  5),  (2,4,6), 
(2,5,6),  (3,4,5),  (3,4,6),  (3,5,6),  (4,5.6)* 

d'où  l'on  déduit  les  projections  horizontales  des  droites  aJf  a*. 
<*i,  <is,  ae, 

*?.  passe  par  [3,  4*5\  (3,4*6),  ^3,5,6',   (4V5, 6 \ 

«j         -  v2,4»5\  v2,4»6),     2,5,6\  /4»5,61, 

a.         -  2,  3,  5\  v2,  3,6,    2,  5,  6%,  .3,5,6, 

«-.          ■•  .2,  3,  J",  2,  "*,  6\    2,  J,  6',    1,4'^» 

Pour  trouver  la  droite  bi%  on  emploie  un  procédé  analogue  au 
précédent,  à  l'aide  d'une  projection  auxiliaire  parallèlement  à 
l'une  des  droites  données  bi%  />j,  />j,  A;,  /»6.  La  construction  des 
autres  droites  ne  présente  aucune  difficulté. 


Ratification  J' une  formule  de  probabilité:  par  M.  Laitière. 

(Séant**  du  M  février  i>>o.) 

Djiïs  le  problème  :  (  ne  droite  l  e*t  divisée  en  m  segments. 
Ouetle  e<l  la  probabilité  pour  tpte  n  d'entre  eu.r  soient  d'une 
longueur  plu*  grande  yu  une  longueur  donnée  •!?  M.  Jordan  éla- 
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blit  que  la  probabilité  que  les  n  premiers  segments  soient  tous 
plus  grands  que  a,  désignée  par  X„,  est  exprimée  par 


si  na<^l.  Cherchant  ensuite  la  probabilité  que  n  segments  fixés 
d'avance  par  une  personne  étrangère ,  à  l'insu  de  celui  qui  fait  la 
section,  soient  tous  ^>a,  il  donne  pour  cette  probabilité  Cn  la 

formule 

m(/w  —  i).  .  .(m  —  //  -+-  i)  //  —  na\m~l 

C"~  177X7^  \~ï~)        ' 

c'est-à-dire 

Il  me  paraît  y  avoir  ici  une  confusion.  Le  nombre  C„  ainsi  dé- 
terminé exprime  le  nombre  probable  des  groupes  qu'il  est  possible 
de  former  avec  les  segments  supérieurs  à  a.  La  probabilité  que 
n  segments  choisis  d'avance,  ou  déterminés,  ou  pris  au  hasard,  ce 
qui  revient  toujours  au  même,  seront  tous  plus  grands  que  a, 
est  absolument  indépendante  de  Tordre  des  segments  choisis,  et 
par  suite  égale  à  X„.  Ce  nombre  est  la  probabilité  commune  à 
tous  les  groupes  de  m  segments  distingués  par  le  choix  particu- 
lier des  segments  mis  à  part;  le  nombre  de  groupes  formés  égal  à 

m[m  —  \\..Am  —  /ï-4-i)    ,.  *      ,         -,  1    1  m*   r  r 

_j -i disparaît  dans  la  probabilité  comme  fac- 

1.2.5...*  *  l 

teur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction. 

11  est,  du  reste,  évident  que  le  nombre  donné  dans  la  Note  (') 

de  M.  C.  Jordan  est  trop  fort,  comme  plus  grand  que  l'unité,  toutes 

les  fois  que  le  rapport  —  sera  suffisamment  grand   et  —  suffi- 
samment petit.  Exemple  :  si  na  <^  y  ?  m  =  2//, 

4 


->-(r>-(ir=(iy 


La  probabilité  C„  pour  que  n  segments  déterminés  sur  les  m  soient 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I.  p.  a.Vï. 
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tous  plus  grands  que  a  n'est  autre  que 


c„=x„=(<-^p 


Soient  dès  lors,  avec  M.  Jordan, 

Ar  la  probabilité  qu'il  y  ait  juste  r  segments  plus  grands  que  a 
parmi  les  n  suivant  lesquels  a  été  partagée  la  tige,  les  points  de 
division  étant  supposés  tous  également  probables  et  indépen- 
dants les  uns  des  autres  ; 

Br  la  probabilité  qu'il  y  en  a  au  moins  r. 

L'expression  de  Ar  se  déduit  sans  difficulté  de  celle  de  Cr,  et, 
par  suite,  on  obtiendra  celle  de  Br,  dont  la  valeur  évidente  est 

Br  =  Ar  -h  Ar+I  -f- .  . .  -h  Ar4.Jt  -+- ...  -4-  Am, 

en  observant  de  prendre  Ar+*,  Br+*,  Cr+A  nuls  dès  que  r  •+•  k  est 

supérieur  a  -• 
*  a 

Calcul  de  la  probabilité  Ar  en  fonction  de  Cr. 

Les  /*  segments  déterminés  d'avance  et  tous  plus  grands  que  a 
proviennent  d'un  nombre  r-t-  k  de  tels  segments  existant  réelle- 
ment sur  les  m,  le  nombre  À"  étant  compris  entre  les  limites 
extrêmes  o  et  m  —  ;\  Pour  chaque  valeur  de  #,  la  probabilité 
simple  de  r  segments  déterminés  plus  grands  que  a  étant 

[r+k)[r+.k  —  i)...( k  -f-i) (*-H) 
m  [m  —  i ) .  .  .  (  m  —  r  H-  i  ) 

la  probabilité  qu'il  existe  r  segments  déterminés  plus  grands  que  a, 
provenant  de  segments  de  telle  nature  existant  au  nombre  de 
r  •+•  k,  est  donc  la  probabilité  composée 

(k  +  \)(k +  *)... (k  +  r) 
m  [m  —  i ) .  .  .  ( m  —  r  -h  i )      /H" 
d'où 

(  '  )  Cr  =   >  ■ : : —7-  A,.+*v 

v  '  ^  m  [m  —  1  ) .  .  .[m  —  r  -f- 1  ) 


+  1 
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somme  dans  laquelle  k  prend  toutes  les  valeurs  entières  de  o 
km  —  r. 

Pour  avoir  la  valeur  de  Ar  en  fonction  des  quantités  déjà  con- 
nues et  d'expression  simple,  telles  que  Cr,  écrivons  d'abord  la 
série  de  toutes  les  valeurs  de  ces  dernières  en  fonction  des  pre- 
mières [formule  (i)]  pour  les  valeurs  r,  /*  -H  i ,  . . .,  r-t-k,  ...  suc- 
cessives entières  de  r,  série  qui  s'arrête  d'elle-même  aux  termes 

rendus  nuls  par  l'inégalité  r  +  A\>--  Supposons  écrites  les 
valeurs  ainsi  développées  de 

Multiplions  les  deux  membres  des  égalités  de  la  série  complète  de 
ces  valeurs  par  les  facteurs,  alternativement  positifs  et  négatifs, 
compris  entre  les  barres 


m 


(m  —  r)  [m  —  r  —  i  ) 


i.x 


(m  —  /•)...  (/w  —  r  —  /•  -f- 1  ) 


1 . li . o •  .  .À' 


Faisons  la  somme  des  produits  membre  à  membre  ;  il  en  résul- 
tera l'élimination  de  tous  les  termes  du  second  membre  en  dehors 
de  Ar,  dont  la  valeur  est,  par  suite,  égale  à 

I  •  .'  •  <3  •  •  •  » 


m\m  —  i ) .  .  .  ( m  —  /•  -f-  i  ) 


Ar 


m  —  /•  [m  —  ;•)(;;*  —  r—  Q 


I  l  .  •>. 

[m  —  r).  .  .(m  —  /•  —  ?. ) 


r+i 


I  .  '2  .  3 


c, 


+3 


(  m  —  i')[m  —  r  —  i  ) .  .  .  (  tti  —  r  —  /•  -f-  I  )  

1  .  2  •  -  J  .  .  .A* 


On  voit,  en  effet,  que  le  coefficient  dans  le  second  membre  (con- 
tenant les  A)  d'un  terme  quelconque  Ar+*,  en  dehors  du  premier, 
est  dans  cette  somme  formé  des  termes  successifs  du  développe- 
ment du  binôme  (i  —  i)*. 
On  a  ainsi 

m  [m  —  i  ) .  .  .  ( m  —  r  -f-  i  )  m  [m  —  i  ) .  .  .  ( m  —  r) 

i.a.i.  .  .r  i.a.4. .  ./m 


mi  m  —  i  ) .  .  ,|w  —  r  —  À- 

I    •    ^  •  <J   «     •     m  ?     m  \  •   ^  •   *J  •     •     «A 
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Ajoutant  ensuite  les  valeurs  ainsi  développées  de  Ar,  Ar+I 

Ar+A,  . ..,  on  trouve,  pour  valeur  du  coefficient  de  Cr+*  dans  le 
développement  de  Br  =  2Ar+A  (o5j/if?/w —  r), 


mm — i)...im  —  r-l-fiT         rJ-l        -r--k^    r  ~  k —  i) 


-'-: 


1 .  2 .  3 ..../-+-  k  I  I  I  .  2 

[r-hk]  r-h  k  —  i)...(r-+-2)(r-|-i) 


1  .  2  . 3 . . .  /- 

ou,  d'après  les  propriétés  des  nombres  figurés, 

mm  —  i x .  .  .   m  —  r  —  /•  -»-  T   r[  r  —  T  .  .  .  (  r  -f-  A*  —  i  ) 


] 


I  .  2  .  "i  .  .  .    /•  -r-  X-  "  1 .  2  .  3  ...  A' 

Ce  développement  s'écrira  donc 

m  m  —  r  .  .  .   m  —  r  —  i  *  m  m  —  T    .  .  '  m  —  r\   r  „ 

Br —  -  Lr — —  L»r+i 

i .  2 . 3 .  .  .  r  1.2.3.  ..ir-t-i  1 


V 


mm  —  1  * .  .  .  ;'  //*  —  r  —  i 4   /■  r  -f-  i 


!  .  2  .  3  .  .  .    r  -i-  2  1.2 

r —  i* .  . .   m  —  i^ 

^  ^m* 

1.2.3...   m  —  #•  ■ 


r-4-S 


Les  valeurs  de  Ar  et  de  Br  ainsi  développées  sont,  du  reste,  iden- 
tiques à  colles  que  Ton  obtiendrait  en  remplaçant  dans  les  for- 
mules de  la  Xote  de  M.  Jordan  les  valeurs  Cr,  Cr+I,  C,^, par 

mm  —  i    ...   m  —  r  —  i      ,  .   .  .    .  ,  . 

- t-r qui  leur  doivent  être  substituées 

i .  2 .  > . .  .  /*  * 

en  vertu  «le  la  rectification  qui  fait  l'objet  principal  de  notre  obser- 
vation. Il  v  a  lieu  de  signaler  toutefois  une  erreur  d'écriture  dans 
le  dernier  terme  du  développement  de  Br  -vbas  de  la  page  a56ï,  qui 
contient  un  facteur  de  trop  aux  deux  membres  de  la  fraction  et 
qui,  pour  se  conformer  à  la  loi  de  formation  de*  termes,  dorait  être 

.    r  ■"  r  -a-  i  . . .  /#i  —  i 


1.2.3...  m  —  r 
au  lieu  de 

r  r  -i-  i    ...  m 


1.2...  m  —  r 
que  porte  le  Bulletin. 

Les  formules  de  M.  Jordan  sont  donc  algébriquement  exactes 
en  faisant  disparaître  les  svmbolrs  teU  que  C.  et   le*  remplaçant 
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par  les  valeurs  qu'en  donne  Fauteur  quelques  lignes  plus  haut,  et 
dont  l'inexactitude  met  les  dernières  expressions  développées  en 
désaccord  avec  les  définitions  données,  et  d'ailleurs  seules  com- 
modes, des  symboles  A,  B,  G. 

iV.  /?.  —  N'ayant  point  la  faculté  de  lire  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  nous  n'avons  pu  con- 
naître la  marche  suivie  par  M.  Jordan  pour  arriver  aux  expressions 
développées  de  B  et  A.  Il  semble,  d'après  les  termes  de  l'article 
précité,  que,  dans  le  travail  auquel  se  reporte  l'auteur,  la  détermi- 
nation de  B  ait  dû  précéder  celle  de  A.  Gomme  on  l'a  vu,  nous 
obtenons,  sans  calculs  en  quelque  sorte  et  sans  le  moindre  effort 
de  raisonnement,  le  développement  de  A  par  ses  relations  directes 
avec  C  et  celui  de  B  au  moyen  de  A.  Ayant  cherché  à  obtenir  une 
relation  directe  entre  G  et  B,  nous  avons  immédiatement  aban- 
donné cette  marche  pour  celle  qui  a  été  exposée  ci-dessus,  la  pre- 
mière nous  paraissant  se  présenter  dans  des  conditions  de  raison- 
nement beaucoup  moins  simples  et  de  calcul  plus  compliquées. 


Note  sur  un  problème  de  probabilité;  par  M.  Laquière. 

(Séance  du  20  février  1880.) 

Le  problème  de  probabilité  traité  par  M.  Jordan  dans  le  Bul- 
letin (t.  I,  p.  207)  peut  se  résoudre  sans  calculs  ainsi  qu'il  suit  : 

Problème.  —  La  probabilité  que  le  centre  O  d'une  courbe 
fermée  tombe  dans  l'intérieur  du  triangle  rectiligne  ABC,  dont 
les  trois  sommets  sont  pris  au  hasard  dans  l'intérieur  de  la  sur- 
face limitée  par  la  courbe,  est  égale  à  j. 

Soient  une  position  quelconque  du  diamètre  AO  et  une  position 
mobile  du  rayon  OB,  qui  devra,  pour  comprendre  tous  les  cas, 
varier  depuis  OA  jusqu'à  son  prolongement,  une  première  fois  en 
tournant  dans  le  sens  positif,  une  seconde  fois  dans  le  sens  né- 
gatif. Soit  z  =  -  le  rapport  de  la  surface  du  secteur  AOB  à  l'aire, 
totale  de  la  courbe  ;  la  probabilité  élémentaire  correspondant  à  la 
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position  supposée  du  rayon  OB  sera  zdz>  dz  étant  évidemment  la 
probabilité  que  le  point  B  se  trouve  sur  OB.  La  probabilité  totale 
sera  donc,  indépendamment  de  la  position  du  point  A  : 


P  =  2  /    zdz  =  i. 

Jn  4 


Cette  probabilité,  commune  à  toutes  les  positions,  indifférentes 
d'ailleurs,  du  point  A,  est,  par  suite,  la  probabilité  cherchée. 


Note  sur  une  classe  d'équations  différentielles;  par  M.  Hjug. 

(Séance  du  20  février  1880.) 

Soit  l'équation  différentielle 

o(S),*-^î)v..+l(S)v-^v+,-^ 

où  A,  B L,  M,  N,  P  sont  des  constantes. 

Posons 

jr  =  >.  sin (a.r  -4-  C), 

A,  a,  C  étant  trois  constantes;  nous  en  déduirons 

\-j-\     —       ).a  cos(a.r  +  C), 

\iï£  ) =  ~~ >,a' sin  (a,r  ■*■ c)' 

et,  par  conséquent, 

(£),-"=)■,a![I-sin,(a•rH■c)]=aî^!--r,' 


et 


(£)W 


On  voit  aisément  qu'on  trouvera,  en  général, 


—  8!   - 
et 


(——4)    =a(^+ï)(A*-;-s). 


Substituant  dans  l'équation  proposée,  et  groupant  ensemble  les 
termes  qui  renferment  y2  et  ceux  qui  en  sont  indépendants,  on 
trouve  (supposons,  par  exemple,  m  pair) 

(   IV"1—  Àa'C"-1* +  ...-+- La*—  Ma'+N]/ 
**'  \  -t-  [A«f(m-,W  4- .  .  .  -h  M«2Xf  -4-  P]  =  o, 

et  l'équation  sera  satisfaite  si  Ton  a  simultanément 

(3)  «*'"  —  Aa*"1"1  +  ...4-L»4-Ma5-rN  =  o, 

(4)  Aa1<",-,US  4- ...  -4-  M  an1  -4-  P  =  O. 

L'équation  (3),  qui  est  du  degré  m  en  «2,  donnera  m  valeurs  de  a2. 
L'équation  (4),  où  Ton  portera  Tune  quelconque  de  ces  valeurs 
de  a2 ,  donnera  alors 

—  P 

1 J  J  A  —  Âï^--^  -i- . .  '7^  Su5  ' 

et,  si  Ton  adopte  pour  a  et  X  des  valeurs  satisfaisant  aux  rela- 
tions (3)  et  (4)> 

jr  =  À  sinfax  -4-  C) 

sera  une  solution  de  l'équation  différentielle  proposée  et  renfer- 
mera une  constante  arbitraire  C. 

On  trouvera  ainsi  im  solutions  de  l'équation  (i)  (car  les  combi- 
naisons obtenues  en  changeant  simultanément  les  signes  de  a  et 
de  1  ne  donnent  pas  de  solutions  distinctes)  (f  ). 


(')  II  est  facile  de  reconnaître  d'ailleurs  que  l'analyse  précédente  s'applique  à  toute 
équation  de  la  forme 

2*(Ê)(SH-* 

où  m  et  il  peuvent  être  égaux,  pourvu  que  dans  chaque  terme  la  somme  m-\-  n  soit 
paire. 


VIII.  <> 
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Solutions  régulières  du  problème  d'Euler  sur  la  marche 

du  cavalier ,'par  M.  Laquière. 

(Séance  du  20  février  1880.) 

J'appelle  pas  sur  l'échiquier  orienté  la  longueur  oTune  case 
dans  Je  sens  horizontal  ou  dans  le  sens  vertical;  cette  dernière 
pourrait  être  également  nommée  degré,  pour  la  distinguer  de  la 
première,  qui  conserverait  le  nom  générique  de  pas.  Le  pas 
horizontal  sera  positif  s'il  est  dirigé  de  gauche  à  droite,  négatif  de 
droite  à  gauche  ;  le  pas  vertical,  ou  degré,  sera  positif  de  bas  en 
haut,  négatif  de  haut  en  bas.  Un  circuit  polygonal  sera  parcouru 
dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif  suivant  que  la  normale  aux 
côtés  successifs  tournera  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre 
ou  en  sens  inverse,  le  centre  de  rotation  étant  le  point  de  croi- 
sement avec  la  normale  au  côté  précédent.  La  marche  du  mobile 
sera  dite  positive  ou  négative  selon  le  sens  de  description. 

Un  saut  du  cavalier,  aux  échecs,  est  la  résultante  de  deux  pas 
faits  dans  le  môme  sens  sur  une  direction  horizontale  ou  verticale 
et  d'un  seul  pas  fait  dans  la  direction  perpendiculaire.  Les  signes 
de  ces  pas  sont  à  volonté  positifs  ou  négatifs,  en  observant  toute- 
fois que  les  deux  de  môme  direction  ont  l'un  et  l'autre  le  môme 
signe,  pour  ne  pas  s'annuler. 

Les  diverses  combinaisons  de  ces  pas  et  de  leurs  signes  pro- 
duisent huit  orientations  différentes  ou  huit  sauts  du  cavalier  de 
directions  déterminées,  que  nous  désignerons  par  les  indices  1,  a, 
3,  4>  5,  6,  7,  8,  rappelant  l'ordre  dans  lequel  s'y  place  un  rayon 
tournant  autour  delà  case  origine  comme  centre,  orienté  au  départ 
sur  l'horizontale  et  vers  la  gauche,  et  tournant  dans  le  sens  positif 
des  aiguilles  d'une  montre.  On  remarquera  que  les  directions  dont 
les  indices  diffèrent  de  quatre  unités  sont  parallèles,  mais  de  sens 
opposés.  On  les  dénommera  directions  inverses  ou  contraires.  Les 
indices  5,  6,  7,  8  pourront  avantageusement  être  remplacés  par 
reux  plus  expressifs  de  —  1 ,  —  2,  —  3  et  —  4>  qui  rappellent  cette 
corrélation. 

Observons  en  outre  que  les  orientations  dont  les  indices  dif- 
fèrent de  deux  unités  sont  perpendiculaires  Tune  à  l'autre,  par 
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suite  de  la  substitution  réciproque  de  leurs  deux  éléments,  vertical 
et  horizontal,  qui  s'échangent  en  conservant  leur  longueur. 

Les  inclinaisons  sur  les  axes  des  deux  orientations  comprises 
dans  le  même  quadrant  sont  réciproques;  ces  deux  orientations 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  parallèle  à 
Tune  des  diagonales  de  l'échiquier.  Les  inclinaisons  des  orienta- 
tions successives  i ,  2,  3,  4>  5,  6,  7,  8  sont  ainsi  égales  à  -  9  2, ? 

22 

—  3  avec  pas  dans  le  sens  positif,  puis  à  la  môme  série  avec  pas  dans 
le  sens  négatif. 

D'après  les  principes  de  la  Géométrie  des  quinconces,  les  incli- 
naisons des  divers  sauts  du  cavalier  les  uns  sur  les  autres  sont 
commensurables. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  ceux  dont  les  indices  orienta- 
teurs  diffèrent  de  deux  unités  sont  perpendiculaires,  et  de  trois 
unités  sont  parallèles  et  de  sens  contraires.  L'inclinaison  de  deux 
sauts  voisins  dans  le  même  angle  coordonné  est  de 


/  i\       3 

tang  I  2  arctang  -^  )  =  j 


ohacun  d'eux  étant  incliné  de  ^  sur  la  bissectrice.  L'inclinaison 

de  deux  sauts  voisins  dans  des  angles  adjacents,  ayant  leur  bissec- 
trice parallèle  à  cet  axe,  est  de 


4  /  »\ 

^  =  tang  f  2  arctang  -  ) 


complémentaire  de  la  précédente,  ce  qui  résulte  de  la  perpendi- 
cularité  des  sauts  dont  les  indices  diffèrent  de  deux  unités. 


Marches  rentrantes. 

On  donne  le  nom  de  marche  rentrante  du  cavalier  sur  l'échi- 
quier à  une  série  de  sauts  consécutifs,  exécutés  entre  des  cases 
comprises  dans  les  limites  de  l'échiquier  fini,  que  nous  prendrons 
carré  et  de  huit  pas  de  côté,  selon  la  coutume,  de  telle  sorte  que 
la  pièce  partie  d'une  case  revienne  par  un  dernier  saut  de  sa  der- 
nière station  à  la  première  sans  s'être  reposée  deux  fois   sur  une 

6. 
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même  case.  La  ligne  polygonale  réunissant  les  centres  des  cases 
successivement  visitées  est  la  trace  de  la  marche  ;  elle  n'admet 
pas  de  points  doubles  en  ses  sommets  et  se  ferme  si  la  marche  est 
rentrante;  elle  offre  dès  lors  l'avantage  de  pouvoir  être  parcourue 
d'une  course  continue,  dans  l'un  et  l'autre  sens,  en  partant  de  l'une 
quelconque  des  cases  de  station. 

Le  problème  connu  dans  le  monde  des  échecs  sous  'le  nom  de 
problème  d' Euler  consiste  à  fournir  une  marche  rentrante  com- 
prenant soixante-quatre  sauts  sur  les  soixante-quatre  cases  dont  se 
compose  l'échiquier  pratique.  Disons  en  passant  que  le  célèbre 
géomètre  n'a  nullement  résolu  la  question  théorique,  dont  Van- 
dermonde  a  le  premier  donné  un  rudiment  de  solution  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences  de  1771 , 
si  nos  souvenirs  ne  sont  pas  en  défaut. 

Euler  avait  simplement  trouvé  une  marche  particulière,  d'ailleurs 
disgracieuse,  dépourvue  de  symétrie  et  se  prêtant  peu  à  des 
remarques  utiles.  Vandermonde,  au  contraire,  avait  établi  un  mode 
de  recherches  devant  amener  fatalement  celui  qui  en  suivra  les 
règles  à  tomber  sur  une  solution  du  problème,  si  toutefois  il  en 
existe  réellement,  restriction  que  l'auteur  omet  de  signaler.  La 
démonstration  théorique  et  a  priori  de  l'existence  d'une  solution, 
que  personne  à  noire  connaissance  n'a  encore  tentée,  serait  des 
plus  intéressantes,  bien  que  l'obtention  empirique  de  marches  con- 
nues permette  de  ne  pas  la  considérer  comme  tout  à  fait  indis- 
pensable. 

Nos  premières  recherches  personnelles  sur  le  problème  d'Euler 
datent  de  1861,  époque  à  laquelle,  de  concert  avec  M.  Siméon, 
alors  notre  camarade  à  l'Ecole  de  Metz,  nous  avions  été  conduit 
à  adopter  une  méthode  de  recherche  comprenant  en  quelque 
sorte  celle  de  Vandermonde  (qui  nous  était  du  reste  inconnue), 
mais  en  différant  par  certains  détails  des  plus  utiles  pour  abréger 
considérablement  le  travail  empirique  de  la  recherche  d'une  marche. 
Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  l'explication  de  ces  premiers  essais, 
que  nous  avions  laissés  de  côté  après  avoir  constaté  l'existence  de 
marches  régulières,  et  dont  le  résultat  ne  contenait  encore  qu'en 
germe  la  méthode  moins  imparfaite  et  déjà  rationnelle  que  nous 
nous  proposons  d'exposer  ici. 


—  8r>  — 


Marches  rentrantes  partielles. 


En  dehors  des  marches  rentrantes  complètes,  solutions  particu- 
lières du  problème,  englobant  dans  une  même  série  toutes  les  cases 
de  l'échiquier  comme  stations  successives  de  soixante-quatre  sauts 
ramenant  la  pièce  à  son  point  de  départ,  nous  considérerons  les 
marches  rentrantes  partielles  où  le  cavalier  revient  à  son  point 
de  départ  au  bout  d'un  nombre  moindre  de  sauts,  soumis  à  la 
même  restriction,  faite  une  fois  pour  toutes,  de  ne  jamais  se  re- 
poser deux  fois  sur  la  même  case.  Il  est  à  observer  que,  le  cavalier 
changeant  alternativement  de  couleur  sur  l'échiquier  marqueté 
suivant  la  mosaïque  ordinaire  des  carreaux  alternés  de  blanc  et 
de  noir,  les  marches  rentrantes  partielles,  dont  l'existence  évi- 
dente n'est  pas  à  démontrer,  se  composent  toujours  d'un  nombre 
pair  de  cases  et  de  même  d'un  nombre  pair  de  sauts  ou  côtés,  en 
y  comprenant  celui  de  fermeture,  ramenant  au  point  de  départ. 
Ce  dernier  sera  remplacé  par  un  coté  de  soudure  lorsqu'on  voudra 
réunir  deux  marches  rentrantes  en  une  seule,  et  le  nombre  des 
côtés  ne  changera  pas. 

Les  marches  rentrantes  partielles  se  créent  d'elles-mêmes  par  les 
sauts  successifs  d'un  cavalier  abandonné  au  pur  caprice  de  la  main 
qui  le  supporte  et  qui  viendra  se  poser  à  un  moment  donné  sur  une 
case  déjà  visitée;  la  portion  de  sa  course  comprise  entre  les  deux 
passages  constitue  une  marche  rentrante. 

Ces  marches  peuvent  être  des  plus  irrégulières,  quant  à  la  forme 
du  polygone  où  les  sauts  seraient  représentés  par  la  droite  unissant 
les  centres  des  deux  cases  du  levé  et  du  posé.  D'autres,  au  contraire, 
peuvent  présenter  une  certaine  régularité;  elles  ofFrent  alors  un 
intérêt  réel,  aussi  bien  pour  parvenir  par  leurs  combinaisons  entre 
elles  à  la  constitution  de  marches  rentrantes  complètes,  faciles, 
simples  et  régulières,  qu'à  faciliter  le  classement  de  ces  dernières. 

Il  peuty  avoir  des  marches  rentrantes  de  2,  4>  &\  •  •  •>  *n  cases 
ou  sauts  (/*  <3a). 

Les  marches  rentrantes  de  deux  sauts,  soit  l'aller  d'une  case  à 
l'une  quelconque  des  huit,  constituant  la  rosace  du  cavalier,  qui 
sont  les  extrémités  des  rayons  issus  de  la  case  origine  sous  les  huit 
orientations  possibles  (mais  dont  un  certain  nombre  peuvent  dis- 
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paraître,  six  au  maximum,  en  raison  des  limites  de  l'échiquier),  suivi 
du  retour  de  la  seconde  à  la  première,  ne  sont  point  à  considérer. 
Autrement  en  est-il  de  celles  de  quatre  cases,  qui  sont  en  quelque 
sorte  la  clef  des  solutions  du  problème  qui  nous  occupe,  et  qui 
formeront  les  éléments  des  marches  plus  étendues  présentant  la 
plus  complète  régularité. 

I.  Observons  dès  le  principe  que,  si  l'on  décompose  un  poly- 
gone  fermé  dessinant  une  marche  rentrante  en  deux  portions, 
les  résultantes  des  deux  portions  (définies  comme  en  Géométrie 
pour  les  contours)  seront  égales  et  de  sens  contraires,  puisqu'elles 
ferment  les  deux  polygones  en  les  prenant  en  sens  inverses  pour 
conserverie  sens  de  parcours  continu  des  deux  portions. 

Réciproquement,  deux  marches  ayant  leurs  résultantes  de  fer- 
meture égales  et  de  sens  opposés  entre  deux  cases  identiques 
peuvent  être  réunies  en  une  marche  rentrante,  à  condition  de 
n'avoir  aucune  case  de  station  commune. 

En  conséquence,  si  une  marche  peut  être  divisée  en  deux  por- 
tions composées  de  sauts  réciproquement  parallèles  deux  à  deux 
et  de  sens  inversesdans  l'une  et  l'autre  portion,  quel  que  soit  d'ail- 
leurs l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  dans  chaque  portion  les 
éléments  correspondant  aux  éléments  successifs  de  l'autre,  la 
marche  totale  sera  rentrante.  A  fortiori,  toute  marche  dont  les 
deux  moitiés  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un 
point  central  sera  rentrante  sur  elle-même,  car  elle  satisfait  à  la 
condition  précédente,  les  éléments  parallèles  et  opposés  se  succé- 
dant de  plus  dans  le  même  ordre. 

II.  Une  série  de  cases  parcourues  suivant  une  marche  ren- 
trante permet  de  prendre  pour  point  de  départ  l'une  quelconque 
d'entre  elles  et  de  parcourir  à  partir  de  cette  origine  choisie  tout 
le  polygone  suivant  deux  marches  rentrantes  de  sens  inverses,  que 
nous  désignerons  sous  les  dénominations  de  sens  positif \  ou  dex- 
trorsum,  et  négatif,  ou  sinistrorsum,  suivant  le  sens  général  de 
rotation  de  la  normale,  celui  suivant  lequel,  en  cas  d'inflexions 
diverses,  la  rotation  totale  excède  de  36o°  la  rotation  en  sens 
opposé. 

III.  Soient  deux  marches  rentrantes  l'une  et  l'autre  sur  elles- 
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mêmes,  cheminant  côte  à  côte  ou  s'enchc vitrant  sur  l'échiquier, 
mais  sans  avoir  une  seule  case  de  station  commune;  considérons 
deux  cases  à  distance  de  saut  de  cavalier  prises  sur  l'une  et  l'autre 
marche,  et  coupons  les  deux  marches  suivant  ces  deux  cases  ;  puis 
réunissons-les  en  une  seule,  le  saut  d'une  coupure  à  l'autre  servant 
de  trait  d'union.  L'accolement  des  deux  marches,  suivant  qu'on  les 
considérera  comme  parcourues  individuellement  dans  le  sens  po- 
sitif ou  dans  le  sens  négatif,  donnera  quatre  marches  ayant  pour 
cases  de  départ  et  d'arrivée  les  quatre  combinaisons  de  cases  voi- 
sines, dans  l'une  et  l'autre  marche,  de  la  case  de  rupture. 

IV.  Deux  marches  rentrantes  dans  de  telles  conditions  ayant 
été  soudées  l'une  à  l'autre  par  les  cases  de  rupture  A  et  X,  si  deux 
des  cases  a  etx,  réciproquement  adjacentes  à  la  case  de  rupture 
de  la  marche  dont  elles  font  partie,  sont  à  distance  de  saut  de  ca- 
valier Tune  de  l'autre,  celle  des  quatre  marches  qui  les  prend  pour 
extrêmes  est  rentrante.  Des  trois  autres  l'une  peut  encore  être 
rentrante,  celle  des  deux  autres  cases  prises  pour  extrêmes,  ou 
bien  les  trois  marches  restent  à  point  d'arrêt. 

V.  L'accolement  de  deux  marches  en  une  seule  suivant  deux 
cases  de  rupture  et  soudure  à  distance  de  saut  de  cavalier  sup- 
prime ainsi, dans  Tune  et  dans  l'autre,  l'un  à  volonté  des  éléments 
adjacents  aux  cases  de  soudure  et  les  unissant  aux  cases  extrêmes 
de  la  marche  résultante.  Ces  suppressions,  faites  suivant  les  quatre 
combinaisons  admissibles,  constituent  quatre  circuits  différents 
pouvant  être  parcourus  Fun  et  l'autre  dans  deux  sens.  Si  dans 
l'une  de  ces  combinaisons  arbitraires  les  éléments  sont  parallèles 
et  de  même  sens,  à  partir  de  la  case  de  soudure,  la  marche  com- 
plète qui  en  résultera  sera  rentrante,  d'après  une  remarque  anté- 
rieure, comme  composée  de  deux  polygones  à  résultantes  paral- 
lèles et  de  sens  opposés,  puisque  les  cases  de  rupture  doivent  être 
considérées  dans  l'un  des  deux  polygones  à  accoler  comme  case 
d'arrivée  et  dans  l'autre  comme  case  de  départ. 

Ainsi  deux  marches  rentrantes  sur  elle-même  l'une  et  l'autre 
pourront  être  réunies  l'une  à  l'autre  pour  former  une  marche 
rentrante  également  si  l'on  peut  trouver  deux  cases  de  l'une  et  de 
l'autre  en  communication  par  saut  de  cavalier  et  telles  que  Fêlé- 
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ment  de  marche  adjacent  soit  de  direction  et  de  sens  identiques 
dans  l'un  et  l'autre  circuit. 

Cette  remarque  forl  utile  est  d'ailleurs  évidente,  puisque  les 
deux  cléments  supprimés,  le  côté  de  soudure  des  deux  marches 
et  le  saut  de  fermeture,  ou  seconde  soudure,  dans  le  cas  où  la 
marche  totale  sera  rentrante,  étant  tous  les  quatre  de  même  lon- 
gueur, forment  un  losange  dont  les  cases  de  rupture  occupent  un 
côté.  Ce  losange,  marche  rentrante  de  quatre  sauts  du  cavalier, 

peut  être  carré  ou  avoir  ses  deux  côtés  adjacents  inclinés  à  r- 

V.  En  conséquence  de  ces  principes  généraux,  nous  allons  étu- 
dier la  formation  de  marches  rentrantes  à  éléments  symétriques 
et  réguliers,  d'abord  simples  et  formées  des  plus  petits  nombres 
de  sauts,  puis  en  nombre  de  sauts  croissant  par  l'accolement  de 
marches  formées  au  préalable  dans  les  conditions  voulues  pour 
que  la  marche  résultante  soit  rentrante  sur  elle-même.  Les  marches 
rentrantes  partielles  qui  se  présenteront  d'elles-mêmes  sont  celles 
de  quatre  sauts,  de  seize  sauts  composées  de  quatre  marches  de 
quatre  sauts,  et  celles  de  soixante-quatre  sauts  formées  de  l'acco- 
tement de  quatre  marches  de  seize  sauts. 

Des  combinaisons  diverses  de  fragments  réguliers  de  ces  di- 
verses marches  partielles  permettront  de  faire  décrire  au  cavalier 
des  figures  symétriques  aussi  élégantes  que  variées,  sans  la  moindre 
difficulté,  en  se  posant  des  conditions  particulières.  Ajoutons 
que,  avant  essayé  de  nous  affranchir  de  l'emploi  de  ces  marches  pour 
la  formation  en  tâtonnant  de  marches  complètes,  nous  y  avons 
toujours  été  ramené  malgré  nous,  ce  qui  nous  confirme  dans  l'opi- 
nion qu'elles  représentent  la  clef  véritable  de  la  solution  générale 
du  problème.  Mais  nous  ferons  précéder  cette  partie  essentielle 
de  notre  élude  de  quelques  réflexions  importantes  sur  la  division 
logique  de  l'échiquier  la  plus  propre  à  nous  servir  de  guide  dans 
une  voie  encore  inexplorée. 
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Division  de  l'échiquier  en  quatre  quartiers;  leur  corrélation  (f). 

Nous  considérerons  l'échiquier  vulgaire  comme  divisé  en  quatre 
quartiers  par  les  médianes  des  côtés  opposés.  Chacun  de  ces  quar- 
tiers, que  nous  numéroterons  ï,  II,  III,  IV  en  partant  du  supé-  , 
rieur  gauche  et  suivant  le  sens  de  rotation  positive,  est  formé 
d'un  carré  de  quatre  cases  de  coté;  prisa  part,  les  quatre  quartiers 
sont  tous  identiques  les  uns  aux  autres  ;  accolés  pour  former  l'échi- 
quier, ils  se  distinguent  par  leur  orientation  ou  la  couleur  de  la 
case  angulaire  libre.  Au  point  de  vue  de  leur  composition  en 
cases  blanches  et  noires,  ou  paires  et  impaires,  d'après  le  numéro 
d'ordre  de  station  dans  une  marche  rentrante  de  soixante-quatre 
sauts,  ces  quartiers  peuvent  être  mis  en  corrélation  de  diverses  ma- 
nières distinctes,  eu  égard  aux  diverses  symétries  de  la  mosaïque 
échiquéenne,  dont  les  médianes  sont  axes  de  symétrie  quant  à  la 
forme,  et  les  diagonales  de  l'échiquier  axes  au  double  point  de 
vue  des  formes  et  des  couleurs,  ou  parité  du  numéro  des  cases. 
Nous  remarquerons  les  corrélations  suivantes  : 

i°  Par  coulisses,  ou  glissement  parallèle  d'un  quartier  sur  son 
corrélatif;  les  coulisses  sont  formées  pour  deux  quartiers  adjacents 
parleurs  deux  côtés  en  ligne  droite,  côté  et  médiane  parallèles  de 
l'échiquier  total  ;  pour  deux  quartiers  opposés  par  le  sommet  par 
les  diagonales  des  deux  autres  quartiers,  parallèles  à  la  diagonale 
commune  aux  deux  quartiers  comparés  l'un  à  l'autre  ; 

a°  Par  symétrie  par  rapport  à  l'une  des  médianes  pour  deux 
quartiers  adjacents  seulement; 

3°  Par  symétrie  par  rapport  à  un  point  central  pour  deux  quar- 
tiers quelconques,  comme  pour  les  coulisses;  le  centre  de  symé- 
trie sera  le  centre  même  de  l'échiquier  pour  deux  quartiers  oppo- 
sés, le  milieu  du  côté  de  contact  pour  deux  adjacents,  c'est-à-dire 
toujours  le  milieu  de  la  limite  commune. 

Observons,  ce  qui  nous  sera  extrêmement  précieux  dans  la  suite, 
que  les  cases  se  correspondant  l'une  à  l'autre  dans  deux  quartiers 


(')  Nous  ne  donnons  pas  avec  le  texte  un  certain  nombre  de  figures  que  le  lecteur 
peut  établir  sans  difficulté;  il  fera  toutefois  bien  de  les  construire  à  part  dans  le  but 
de  rendre  la  lecture  plus  facile  et  plus  claire. 
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en  corrélation  par  coulisses  ou  par  centre  sont  toujours  de  même 
parité,  et  que  les  cases  correspondantes  par  symétrie  axîle  des 
médianes  sont  de  parités  ou  couleurs  contraires.  De  plus,  dans  la  sy- 
métrie par  coulisses  seule,  les  cases  correspondantes  sont  toujours 
à  distance  de  deux  sauts  de  cavalier,  c'est-à-dire  forment  les 
extrémités  non  communes  de  deux  éléments  consécutifs  dans  une 
même  marche. 


Marches  rentrantes  élémentaires  dans  un  même  quartier 
(do  quatre  sauts). 

Nous  avons  vu  que  les  marches  rentrantes  de  deux  sauts  exécutés 
successivement  dans  les  deux  sens  sur  le  même  élément  sont  sans 
intérêt;  nous  passerons  donc  de  suite  à  l'étude  des  marches  d'ordre 
immédiatement  supérieur,  c'est-à-dire  de  quatre  sauts,  que  nous 
prendrons  comme  marches  élémentaires. 

Lorsque  les  deux  cases  en  diagonale  ne  sont  point  situées  sur 
une  même  parallèle  aux  cotés  de  l'échiquier,  les  quatre  cases  de 
la  marche  sont  comprises  dans  l'intérieur  d'une  surlace  égale  à 
l'un  des  quartiers;  nous  les  étudierons  donc  dans  ces  derniers. 


Kg. 


lin  vertu  de  la  symétrie  géométrique  du  quartier  isolé,  relative- 
ment à  ses  quatre  côtés,  et  de  la  possibilité  de  commencer  une 
marche  rentrante  en  l'une  quelconque  de  ses  cases,  nous  pouvons 
choisir  sur  le  carré  de  seize  cases  qui  ligure  un  quartier  l'une  des 
quatre  cases  a,  b,  c,  il,  situées  sur  un  même  côté,  comme  point  de 
départ  ou  origine  de  la  marche.  On  voit  alors  immédiatement 
que  chacune  de  ces  cases  définit  une  marche  rentrante  distincte 
composée  de  quatre  cases  :  les  deux  cases  angulaires  du  quartier 
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servant  de  base  à  un  circuit  en  losange  à  côtés  inclinés  au  -> 

dont  la  case  origine  occupe  l'extrémité  de  la  grande  diagonale 
commune  avec  le  quartier  et  parallèle  à  Tune  de  celles  de  l'échi- 
quier ;  les  deux  cases  intermédiaires  b  et  cdéterminant  des  marches 
en  carré  dont  les    cotés   sont  parallèles  aux    deux  orientations 

1  et  3,  ou  2  et  4  de  même  parité,  inclinées  de  -  ou  2  sur  l'un  ou 

l'autre  axe.  Chacun  de  ces  quatre  circuits,  en  lesquels  se  groupent 
les  seize  cases  du  quartier  d'une  manière  parfaitement  distincte  et 
sans  arbitraire,  peut  être  parcouru  d'ailleurs  dans  le  sens  positif 
ou  dans  le  sens  négatif. 

Marches  partielles  rentrantes  régulières  en  voltes  (de  seize  sauts). 

Supposons  l'une  de  ces  marches  élémentaires  tracée  à  la  fois 
sur  les  quatre  quartiers,  que  l'on  orientera  de  la  même  manière  en 
les  replaçant  sur  l'échiquier  ;  elles  se  correspondront  par  coulisses 
dans  les  quartiers  adjacents  deux  à  deux  et  peuvent  dès  lors  se 
souder  en  une  seule  marche  par  la  suppression  d'un  côté  à  chacune 
d'elles,  la  case  d'entrée  dans  les  marches  élémentaires  successives 
étant  indifférente,  puisque  la  marche  est  rentrante. 

On  remarquera  que,  pour  souder  les  marches  élémentaires  d'un 
quartier  à  l'autre,  il  est  nécessaire  de  suivre  ceux-ci  dans  un  ordre 
de  rotation  continu,  c'est-à-dire  de  ne  souder  que  des  quartiers 
adjacents  deux  à  deux  ;  or,  ce  sont  précisément  ceux  qui  se  cor- 
respondent par  coulisses  de  même  que  les  marches  tracées  sur 
chacun  d'eux. 

Le  côté  de  jonction  entre  deux  marches  élémentaires  successives 
étant  à  cheval  sur  le  côté  commun  aux  deux  quartiers  adjacents, 
la  case  d'entrée  dans  ce  second  quartier  sera  située  sur  le  côté  de 
la  marche  le  plus  rapproché  du  côté  commun  aux  deux  quartiers. 
Cela  posé,  si  la  marche  se  continue  dans  le  sens  qui  vient  d'être 
observé  pour  le  passage  du  quartier  précédent  à  celui  où  est  dé- 
crite la  marche,  le  troisième  côté  décrit  sera  l'un  des  deux  voisins 
du  quartier  suivant  et  permettra,  par  la  suppression  du  quatrième 
côté,  de  souder  la  marche  au  circuit  dessiné  dans  le  quartier  sui- 
vant; dans  le  cas  où  l'on  voudrait  poursuivre  la  marche  dans  le 
sens  opposé,  la  quatrième  case  se  trouverait  l'une  des  deux  éloi- 
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filées  du  quartier  .suivant  et  le  passage  à  la  marche  élémentaire 
suivante  deviendrait  impossible. 

On  voit  donc  que,  si  Ton  décrit  dans  un  premier  quartier  la 
marche  élémentaire  dessinée  de  manière  à  la  souder  à  la  marche 
du  quartier  suivant  dans  le  sens  de  la  rotation,  le  sens  de  la  marche 
sera  fixé  par  Tordre  dans  lequel  on  veut  visiter  les  divers  quartiers, 
qu'à  son  tour  il  fixe  le  choix  de  celle  des  deux  lignes  de  soudure 
possibles  entre  les  deux  circuits  des  quartiers  voisins,  mais  dont 
une  seule  permet  de  réunir  le  circuit  intermédiaire  à  ses  deux  ad- 
jacents dans  un  parcours  continu. 

La  case  d'entrée  dans  un  quartier  et  le  sens  de  visite  des  quar- 
tiers, le  même  que  le  sens  général  de  rotation  dans  la  marche,  dé- 
terminent ainsi  la  case  de  sortie  de  ce  quartier  et  par  elle  la  case 
d'entrée  dans  le  suivant.  Celle-ci,  de  même  couleur  ou  parité  que 
la  case  initiale  du  premier,  lui  correspondra  soit  par  paral- 
lélisme ou  coulisses,  soit  par  symétrie  centrale  par  rapport  au  mi- 
lieu du  coté  mitoyen  aux  deux  quartiers  ;  dans  l'un  et  dans  l'autre 
cas,  la  marche  décrite  par  symétrie  devra  se  produire  dans  le  même 
sens  que  précédemment. 

Quel  que  soit  le  coté  supprimé  à  la  marche  élémentaire  dans  le 
premier  quartier  pour  la  souder  à  celle  du  second, il  sera  parallèle 
à  celui  qui  resterait  à  parcourir  pour  fermer  cette  dernière,  et 
qui  sera  supprimé  à  son  tour  pour  effectuer  la  soudure  entre  les 
marches  élémentaires  du  second  et  du  troisième  quartier;  le  sens 
en  sera  le  même  si  la  corrélation  des  marches  a  été  laite  par  cou- 
lisses, et  inverse  si  elle  a  été  obtenue  au  contraire  par  symétrie 
centrale. 

On  s'assurera  aisémenl,  par  la  construction  des  quatre  dia- 
grammes correspondant  aux  quatre  marches  résultant  respective- 
ment de  la  réunion  en  une  seule  des  marches  similaires  dans  les 
quatre  quartiers,  et  pour  les  quatre  t\pes  «i,  />,  c,  d  •  \oir  /#'#.  2, 
types  A.  B.  C  IV,  que.  sur  les  quatre  corrélations  obtenues,  deux 
sont  centrales  et  deux  par  coulisses,  alternatix  ornent,  quel  que 
soit  celui  des  quatre  types  considérés.  La  marche  est  donc  ren- 
trante, puisque  les  cotés  supprimés  se  compensent  d'une  part  et 
qu'il  en  est  de  même  des  cotes  ajoutés  d'autre  part.  Les  deux  moi- 
tiés d'une  même  marche  sont,  en  outre.  >\ métriques  par  rapport 
au  contre  de  l'échiquier. 


Dans  ces  diagrammes,  les  marches  sont  indiquées  par  les  numé- 
ros d'ordre  successifs  des  cases  parcourues. 
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Premier  type,  A  ;  voiles  en  losange: 

Cases  1,2,  3 l5,  l6,  I. 

Deuxième  type,  B;  voiles  en  carre  : 

Cases  17, 18,  19,  ,  .  .,  3l,  3ï,  17. 

Troisième  type,  C;  voiles  en  carré  : 

Cases  4o.t  5b,  5 1 .  . .    .  54 ■  4')- 


-  94  - 
Quatrième  type,  D  ;  voltcs  en  losange  : 

Cases  33,  3{,  . . .,  48»  33. 

Ces  numéros  serviront  dorénavant  à  désigner  les  cases  qu'ils 
occupent  toutes  les  fois  qu'une  convention  particulière  n*aura  pas 
été  faite  au  préalable. 

On  vérifie  sur  la  composition  des  diagrammes  les  points  sur  les- 
quels nous  avons  appelé  l'attention,  et  Ton  constate  que  les  quatre 
marches  sont  non  seulement  rentrantes  sur  elles-mêmes,  mais 
encore  que  l'on  peut  accoler  deux  à  deux  les  marches  élémentaires 
pareilles  de  deux  quartiers  consécutifs  quelconques,  en  une  marche 
rentrante  de  seize  cases. 

On  remarquera  en  outre  que  les  marches  A  et  D  sont  symé- 
triques par  rapport  aux  médianes,  à  condition  de  parcourir  l'une 
d'elles  en  sens  inverse  de  l'autre.  Il  en  est  de  même  des  marches 
BetC. 

Nous  avons  ainsi,  avec  la  plus  grande  facilité,  groupé  les 
soixante-quatre  cases  de  l'échiquier  en  quatre  séries  de  seize  cases 
pouvant  être  parcourues  chacune  suivant  une  marche  rentrante 
d'une  parfaite  régularité. 

Chacune  de  ces  marches  se  compose  d'une  succession  de  quatre 
voltes  décrites  successivement  dans  les  quatre  quartiers  de  l'échi- 
quier sur  quatre  figures  quadrilatères  identiques  et  identiquement 
placées  dans  leurs  quartiers  respectifs,  parcourues  parallèlement 
par  groupes  de  deux  voisines  et  symétriquement  d'un  groupe  à 
l'autre. 

Les  figures  dessinées  par  ces  voltcs  sont  des  losanges  dans  deux 
de  ces  séries  ou  types  de  marche,  des  carrés  dans  les  deux  autres, 
les  grandes  diagonales  des  losanges  étant  Tune  des  diagonales  du 
quartier  qui  les  renferme  et  les  carrés  étant  inscrits  dans  le  pour- 
tour du  quartier. 

Le  sens  dans  lequel  sont  visités  les  quartiers  est  toujours  le  même 
que  celui  dans  lequel  sont  décrites  les  voltes,  c'est-à-dire  l'un  et 
l'autre  à  la  fois  dextrorsum  ou  sinistrorsum. 

Les  diagrammes  ci-dessus  (Jig.  a)  représentent  les  quatre 
marches  types  dextrorsum  distinctes.  Les  numéros  inscrits  sur  les 
cases  sont  indicateurs  des  époques  de  passage  du  cavalier  sur  ces 
cases  dans  la  marche  rentrante  complète  dextrorsum  de  soixante- 
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quatre  sauts  la  plus  régulière  que  nous  verrons  tout  à  l'heure 
pouvoir  être  obtenue  par  la  liaison  des  quatre  marches  partielles 
types  de  seize  cases  qui  viennent  d'être  trouvées,  en  les  faisant 
succéder  dans  Tordre  ABDG  que  nous  verrons  en  même  temps 
devoir  être  observé  si  Ton  désire  éviter  un  changement  de  sens 
dans  le  parcours  d'une  partie  du  circuit. 

En  considérant  les  marches  symétriques  par  rapport  à  une  mé- 
diane de  l'échiquier  des  quatre  types  dextrorsum  précédentes,  on 
obtiendra  quatre  types  de  marches  à  la  fois  sinistrorsam  comme 
sens  de  description  des  voltes  et  de  visite  des  quartiers,  similitude 
de  sens  que  nous  savons  être  exigée  pour  la  possibilité  du  passage 
continu  d'un  quartier  à  l'autre,  passage  qui  se  fait  nécessairement 
entre  deux  éléments  rapprochés  de  la  limite  mitoyenne,  et  par  con- 
séquent qui  fait  suite  à  un  élément  se  dirigeant  vers  celui-ci. 

Or  une  telle  symétrie,  revenant  à  une  rotation  de  l'échiquier 
autour  de  la  médiane,  à  condition  qu'on  lira  la  marche  par  trans- 
parence sur  la  face  opposée,  peut  être  considérée  comme  une 
interversion  réciproque  des  diagonales.  Si  l'on  ne  considère  dès 
lors  que  la  figure  géométrique  du  circuit,  sans  se  préoccuper  du 
sens  de  la  description,  ni  delà  case  de  départ,  on  voit  que  les  voltes 
losanges  sont  simplement  interéchangées,  ainsi  que  les  voltes  en 
carré.  Mais,  tout  circuit  rentrant  pouvant  évidemment  être  par- 
couru dans  les  deux,  sens  opposés,  le  nouveau,  en  le  décrivant  d'un 
sens  continu  contraire,  c'est-à-dire  à  la  fois  dextrorsum  pour 
la  description  des  voltes  et  la  visite  des  quartiers,  donnera  égale- 
ment une  marche  rentrante  de  soixante-quatre  cases.  Est-elle  dif- 
férente essentiellement  de  la  précédente? 

Les  deux  marches  A  et  D,  de  même  que  les  deux  marches  B  et  C, 
sont  symétriques  l'une  de  l'autre,  non  seulement  comme  figures 
géométriques,  mais  encore  comme  sens  de  la  marche,  dans  leur 
ensemble  de  marches  rentrantes  sur  elles-mêmes,  si  dans  chaque 
système  l'une  des  deux  marches  est  décrite  dans  le  sens  positif, 
l'autre  dans  le  sens  négatif. 

Les  marchcsc?<?.r£ro7\Hi77irentrantes  surellcs-mêmes  de  seize  cases, 
obtenues  par  le  sens  positif  de  marche  sur  le  circuit  symétrique 
des  marches  types  A,  B,  C,  D,  sont  donc  mécaniquement  sem- 
blables aux  marches  primitives  D,  C,  B,  A.  Au  point  de  vue  de  la 
description  sur  l'échiquier,  on  observera  (pie  les  couleurs  sont  in- 
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lervcrtics  dans  la  correspondance  de  symétrie  par  les  axes,  et, 
comme  dans  une  marche  continue  formée  de  voltes  successives,  la 
case  d'entrée  dans  une  volte  est  de  même  couleur  pour  toutes  et 
de  couleur  opposée  à  la  couleur  commune  à  toutes  les  cases  de 
sortie  des  mêmes  voltes,  les  cases  d'entrée  dans  les  voltes  de  A 
seront  les  symétriques  des  cases  de  sortie  des  voltes  symétriques 
de  celles  de  D,  et  réciproquement,  lorsque  les  marches  partielles 
de  seize  cases  A  et  D  feront  partie  d'une  même  marche  totale  de 
soixante-quatre  cases,  et  qu'il  en  sera  de  même  entre  les  marches 
BetC. 

La  marche  symétrique  d'une  marche  donnée,  comme  circuit  et 
sens  (image  de  cette  marche  sur  un  miroir  normal  à  l'échiquier  et 
tracé  suivant  la  médiane),  admettra  comme  cases  d'entrée  et  de 
sortie  réciproquement  les  images  des  cases  de  sortie  et  d'entrée 
dans  la  volte  qui  lui  donne  naissance  par  symétrie,  dans  le  cas  où 
l'on  voudra  retourner  le  sens  de  la  nouvelle  marche,  et,  comme  les 
couleurs  de  ces  cases  ont  été  interverties  par  la  symétrie,  et  que 
de  plus  le  changement  de  sens  intervertit  à  leur  tour  ces  cases  dans 
un  quartier  déterminé,  il  en  résulte  que  la  couleur  d'entrée  dans 
les  cases,  et  la  couleur  de  sortie  des  nouvelles  marches  obtenues 
sont  les  opposées  à  celles  des  premières  marches  et  que  la  sou- 
dure entre  les  différentes  marches  élémentaires  de  quatre  sauts  se 
fera  par  l'autre  combinaison  de  cases  en  communication  ;  ainsi, 
pour  la  marche  A  par  3-6,  5 -12,  11-14  et  i3-4>  et  de  même 
pour  les  trois  autres.  Les  nouvelles  marches  sont  donc  différentes 
des  premières  au  point  de  vue  de  l'échiquier  en  mosaïque  colorée. 

11  n'en  est  plus  essentiellement  de  même  si  Ton  ne  considère  que 
la  forme  géométrique  des  circuits  et  leur  sens  de  description,  sans 
se  préoccuper  de  la  couleur  de  la  dalle  sur  laquelle  se  fait  le  posé. 
On  observe  en  effet  que,  si  l'on  superpose  deux  échiquiers  tels 
que  les  cases  se  recouvrant  soient  de  couleurs  inverses  dans  l'un  et 
dans  l'autre,  le  premier  système  de  marches  sera  décrit  sur  l'un 
d'eux  par  le  cavalier  qui  décrit  en  même  temps  le  second  système 
sur  le  second  échiquier,  sa  trace  supposée  traversant  le  dallage 
supérieur  pour  s'imprimer  à  la  fois  sur  les  deux. 

Or,  si  l'on  fait  pivoter  l'un  des  deux  échiquiers  autour  du  centre 
commun  d'un  quart  de  circonférence  en  supposant  qu'il  entraîne 
avec  lui  les  traces  laissées  par  la  pièce  avec  les  numéros  des  cases 
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visitées,  les  deux  diagonales  de  même  couleur,  tout  à  l'heure  ù 
angle  droit  dans  l'un  et  dans  l'autre,  viendront  se  superposer,  et, 
les  deux  échiquiers  devenant  identiques,  on  voit  que  le  cavalier 
décrivant  la  seconde  marche  n'a  pour  décrire  la  première  qu'à  dé- 
buter dans  le  quartier  suivant  et  à  la  case  qui  est  vue  du  centre  à 
angle  droit  de  la  case  initiale  de  la  marche  qu'il  décrivait  d'abord, 
et  à  même  distance,  puis  à  décrire  à  partir  de  ce  point  de  départ 
des  figures  identiques  aux  premières  et  qui  seront,  vues  du  centre, 
à  angle  droit  sur  elles. 

Dans  ce  mouvement,  les  marches  élémentaires  de  quatre  cases 
en  losange  s'intervertissent,  A  avec  D,  et  de  même  les  marches 
élémentaires  B  et  C  en  carré  comme  orientation,  mais  en  con- 
servant leur  coloration  individuelle  contraire  à  celle  du  système  de 
cases  sur  lesquelles  elles  viennent  se  placer. 

Si  donc  nous  considérons  une  des  marches  rentrantes  types  pri- 
mitives, A  par  exemple,  qu'on  forme  sa  symétrique  par  rapporta  la 
médiane,  qui  n'est  autre  que  la  marche  de  nature  semblable  D  par- 
courue en  sens  inverse,  et  qu'on  en  retourne  le  sens  de  description 
après  avoir  changé  la  case  de  départ  d'un  angle  droit,  c'est-à-dire 
de  quatre  unités  dans  son  numéro  d'ordre  (en  vertu  de  la  symétrie 
centrale  de  la  marche  sur  elle-même,  il  est  indifférent  de  faire  ce 
changement  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif),  on  ob- 
tiendra exactement  la  marche  rentrante  A,  qui  serait  décrite  en 
réunissant  les  quatre  marches  élémentaires  a  par  la  seconde  com- 
binaison de  lignes  de  soudure,  la  première  ayant  donné  la  marche 
en  voltes  A. 

On  obtiendrait  de  même  au  moyen  des  marches  B,  C,  D,  par  sy- 
métrie et  retournement,  les  marches  Bt,  Q,  Dt,  qui  ne  sont  autres 
queC,  B,  D  tournées  d'un  angle  droit  ou  décrites  sur  l'échiquier  à 
couleurs  inversées. 

Une  autre  rotation  d'un  angle  droit  rétablirait  le  système  pri- 
mitif. 

En  résumé,  il  n'existe,  au  point  de  vue  géométrique  pur,  qu'un 
groupe  de  quatre  marches  rentrantes  de  seize  cases  de  quatre  types 
déterminés;  mais  ces  types,  sur  l'échiquier  coloré,  donnent  chacun 
naissance  à  deux  marches  exactement  pareilles,  mais  exécutées 
réciproquement  sur  les  cases  de  couleurs  contraires.  Les  dia- 
grammes des  marches  A,,  Bt,  Cj,  Dt,  que  nous  donnerons  déve- 
vin.  7 
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loppés  plus  bas,  à  propos  de  la  formation  des  marches  complètes 
de  soixante-quatre  cases,  permettent  de  se  rendre  compte  par  la 
vue  seule  de  ces  vérités,  que  nous  avons  tenu  à  ne  devoir  qu'au 
raisonnement  géométrique. 

Ayant  obtenu  les  marches  naturelles  en  voltes  semblables  uni- 
formément décrites  dans  les  quatre  régions  de  l'échiquier,  symé- 
triques entre  elles  et  se  partageant  les  soixante-quatre  cases,  il 
nous  reste,  pour  résoudre  le  problème,  à  les  souder  entre  elles  de 
manière  à  ne  former  qu'une  seule  marche  s'étendant  à  toutes  les 
cases  de  l'échiquier.  Cette  liaison  se  fera  aisément,  comme  pour 
les  marches  élémentaires,  qui  par  leur  réunion  ont  donné  les 
marches  partielles  de  seize  cases  ;  les  marches  partielles  vont  à  leur 
tour  se  souder  les  unes  aux  autres  dans  toute  leur  intégrité,  sans 
aucun  fractionnement,  pour  donner  les  marches  entières  de  soixante- 
quatre  cases.  Cherchons  donc  les  modes  de  soudure  qu'admettent 
entre  elles  les  marches  de  types  différents. 

Quartiers  dérivés.  —  Soudure  des  marches  de  divers  types. 

Nous  avons  déjà  vu  que  les  voltes  de  même  type  se  sont  sondées 
les  unes  aux  autres  d'un  quartier  au  quartier  adjacent,  et  ainsi  de 
suite,  pour  donner  les  quatre  types  correspondants  de  marches 
partielles.  Pour  connaître  la  manière  dont  se  souderont  les  voltes 
de  noms  différents,  reportons-nous  à  la  rosace  formée  par  une  sta- 
tion du  cavalier  et  les  huit  cases  sur  lesquelles  il  peut  passer  d'un 
seul  saut  sur  l'échiquier  indéfini  $  ces  huit  cases  d'arrivée  sont  ré- 
parties, sur  un  cercle  concentrique  au  centre  de  la  case  de  départ, 
en  groupes  de  deux  symétriques  par  rapport  aux  parallèles  menées 
par  celui-ci  aux  diagonales  de  l'échiquier,  chaque  groupe  de  deux 
étant  dans  un  quadrant  différent  formé  par  les  parallèles  aux  côtés 
de  l'échiquier  menées  par  la  case  de  départ.  Elles  se  répartissent 
également  par  deux  sur  les  quatre  bandes  horizontales  ou  sur  les 
quatre  colonnes  verticales,  non  médianes,  du  carré  de  cinq  cases  de 
côté  ayant  son  centre  en  la  case  de  départ.  Sur  l'échiquier  limité, 
un  certain  nombre  de  ces  cases  d'arrivée  peuvent  disparaître  sui- 
vant la  position  de  la  case  de  départ,  et  dès  que  celle-ci  sort  du 
quartier  central  de  quatre  cases  de  côté.  Ainsi  : 

Si  la  case  de  départ  est  située  sur  la  colonne  touchant  au  côté 


\ 
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de  l'échiquier,  deux  des  colonnes  contenant  les  cases  d'arrivée  dis- 
paraissent. Il  ne  reste  donc  plus  que  quatre  de  ces  dernières. 

Si  elle  est  voisine  de  la  colonne  frontière,  une  colonne  du  carré 
de  cinq  cases  disparaît,  et  avec  elle  deux  cases  d'arrivée. 

Si  elle  est  éloignée  de  la  colonne  frontière,  mais  sur  la  bande 
frontière,  ou  simplement  voisine  d'elle,  il  ne  reste  de  même  que 
quatre  ou  six  cases  d'arrivée. 

Si  la  case  de  départ  est  en  même  temps  rapprochée  des  deux 
limites  de  l'échiquier  formant  un  angle,  il  disparaîtra  la  somme 
des  cases  qui  ne  se  trouvent  pas  à  la  fois  dans  les  deux  groupes  à 
retrancher.  On  aura  ainsi  : 

i°  Pour  les  cases  angulaires,  deux  cases  d'arrivée  seulement; 

a°  Pour  les  cases  frontières  voisines  du  coin,  trois  cases  d'ar- 
rivée ; 

3°  Pour  les  autres  cases  frontières,  ainsi  que  la  case  diagonale 
voisine  du  coin,  quatre  cases  d'arrivée; 

4°  Pour  les  cases  tangentes  extérieurement  au  quartier  central, 
six  cases  d'arrivée  ; 

5°  Enfin,  pour  les  cases  intérieures  au  quartier  central,  huit 
cases  d'arrivée. 

On  sait  déjà  que,  les  marches  de  chaque  type  étant  rentrantes, 
chaque  case  est  nécessairement  en  communication  avec  deux  de 
son  système;  ces  deux  cases  sont  donc  à  retrancher  du  nombre 
total  pour  obtenir  le  maximum  de  cases  de  sortie  d'un  système 
dans  un  autre.  Cherchons  comment  les  marches  peuvent  se  souder 
dans  un  même  quartier. 

Un  simple  coup  d'oeil   suffit  à  s'assurer  que,   dans  un  même 
quartier,  le  passage  d'une  volte  à  une  autre  ne  peut  s'effectuer  que 
simultanément  à  un  changement  dans  la  nature  de  la  volte,  c'est- 
à-dire  avec  alternance  de  carré  et  de  losange  ;  il  ne  peut,  du  reste, 
s'effectuer  que  d'une  case   centrale   à  une  case  de  pourtour  et 
réciproquement,    les  voltes  carrées    inscrites   dans    le   pourtour 
fournissant  les  communications  possibles  de  pourtour  à  pourtour. 
Il  en  résulte  immédiatement  que  les  voiles  en  losange  qui  se  ter- 
minent sur  l'un  des  angles  nécessitent  une  sortie  immédiate  du 
quartier  qui   ne    leur  offre    aucun   débouché  pour  continuer  la 
marche.  Les  voltes  en  losange  qui  ont  débuté  par  un  angle  aigu 
sur  le  pourtour  et  se  terminent  dès  lors  sur  un  angle  obtus  au 
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centre  peuvent  au  contraire  se  poursuivre  par  les  deux  marches 
différentes  en  carré  auxquelles  les  deux  cases  de  pourtour  en 
communication  avec  la  case  terminale  serviront  d'entrée  ;  ces  deux 
cases,  opposées  par  le  sommet  commun  et  symétriques  l'une  de 
l'autre  par  rapport  à  la  parallèle  à  la  diagonale  menée  par  la 
case  terminale  du  losange,  appartiennent  nécessairement  aux 
deux  marches  carrées  di (Té rentes,  en  raison  même  de  Leur  conti- 
guïté. 

Notons  en  passant  que  les  marches  élémentaires,  étant  rentrantes, 
peuvent,  si  aucune  condition  particulière  ne  s'y  oppose,  quelle 
que  soit  la  case  d'entrée,  être  indifféremment  poursuivies  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  ce  qui  intervertit  simplement  le  premier 
côté  et  la  résultante  des  trois  autres,  et  change  la  case  d'arrivée 
avec  son  opposée  diagonale  dans  la  volte. 

Les  voiles  carrées  dont  les  cases  frontières  d'un  côté  et  voi- 
sines de  la  frontière  de  l'autre  n'ont  que  trois  cases  d'arrivée,  et 
par  suite  une  seule  de  marche  différente,  ne  peuvent  se  continuer 
dans  le  même  quartier  que  par  une  seule  case  d'entrée  et  suivant 
la  marche  en  losange,  qui  dans  le  carré  a  la  petite  diagonale  de 
la  couleur  commune  aux  cases  d'entrée  de  toutes  les  voltes  (mais 
dans  les  deux  sens  de  parcours). 

On  voit  donc  que,  suivant  la  couleur  de  la  case  de  départ  ou 
d'entrée  dans  les  diverses  voltes,  les  passages  d'une  volte  en  carré 
à  une  volte  en  losange  dans  le  même  quartier  ne  pourront  se  faire 
que  sur  la  marche  type  en  losange,  qui  comprend  les  cases  angu- 
laires de  l'échiquier  de  couleur  opposée  à  la  case  d'entrée. 

Si  nous  formons  un  quartier  dérivé  par  l'accolement  des  deux 
demi-quartiers  contigus  à  une  médiane  de  l'échiquier,  cette  mé- 
diane, côté  mitoyen  des  deux  quartiers  primitifs,  devient  la  mé- 
diane du  quartier  dérivé;  les  cases  angulaires  des  côtés  des 
quartiers  primitifs  perpendiculaires  au  côté  mitoyen  deviennent 
les  cases  intermédiaires  des  mêmes  côtés  du  quartier  dérivé,  et 
réciproquement. 

Si  le  côté  mitoyen  est  vertical,  les  cases  appartenant  aux  mêmes 
marches  restent  unies  en  une  marche  rentrante  de  quatre  cases, 
mais  de  nom  différent;  les  marches  A,  B,  C,  D  deviennent  réci- 
proquement C,  D,  A,  B  en  avançant  de  deux  rangs.  Si  le  côté 
mitoyen  est  horizontal,  la  permutation  de  marche  se  fait  encore 
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avec  changement  de  forme,  mais  de  voisine  à  voisine,  À,  B,  C,  D 
devenant  réciproquement  B,  A,  D,  C  du  quartier  dérive. 

Si  Ton  forme  le  dérivé  de  deux  quartiers  de  l'échiquier,  ainsi 
que  le  dérivé  des  deux  autres,  on  aura  deux  nouveaux  quartiers 
accolés  suivant  la  médiane  en  dehors  de  Taccolemenl  précédent. 
En  les  dérivant  par  rapport  à  cette  médiane,  on  obtient  le  quartier 
central  de  l'échiquier,  et  les  cases  appartenant  aux  diverses 
marches  des  quartiers  primitifs  se  grouperont  de  manière  à  for- 
merles  marches  symétriques  du  quartier  doublement  dérivé,  soit 
À  et  D  permutant  entre  elles  ainsi  que  B  et  C. 

Les  cases  par  lesquelles  se  soudent  les  marches  dans  deux 
quartiers  voisins,  distantes  de  deux  pas  l'une  de  l'autre  dans  le 
sens  d'un  des  côtés  et  d'un  seul  dans  l'autre,  appartiennent  l'une 
et  l'autre  au  quartier  dérivé  des  deux,  et,  par  conséquent,  les  règles 
de  passage  d'une  volte  à  l'autre  avec  changement  de  quartier  se 
déduiront  des  règles  de  passage  dans  le  même  quartier,  eu  égard 
aux  modifications  de  marche  introduites  par  la  dérivation.  On 
constate  ainsi  que,  dans  le  passage  d'un  quartier  au  suivant  : 

Les  marches  en  losange  se  terminant  à  un  angle  aigu  (couleur 
paire)  (*)  se  soudent  dans  le  carré  suivant,  soit  à  l'angle  obtus  de 
la  marche  losange  de  même  nom,  soit  à  une  seule  marche  en 
carré  :  celle  qui,  sur  la  médiane  aussi  bien  que  sur  le  pourtour  de 
l'échiquier,  lui  est  contiguë  si  le  côté  mitoyen  traversé  est  ver- 
tical ;  celle  qui  ne  lui  est  pas  contiguë  si  le  côté  mitoyen  est  au 
contraire  horizontal. 

Les  marches  en  losange  terminées  sur  un  angle  obtus  (égale- 
ment couleur  paire)  se  soudent  dans  le  carré  suivant  à  l'angle 
aigu  de  leur  homonyme  et  de  même  à  une  seule  marche  en  carré , 
celle  de  même  qui,  par  les  cases  sur  la  médiane  ou  sur  le  pourtour 
de  l'échiquier,  lui  est  contiguë  ou  non,  suivant  que  le  côté  mitoyen 
est  vertical  ou  horizontal. 

Enfin  les  marches  en  carré  se  soudent  également  à  leurs  homo- 
nymes de  même  orientation  dans  le  carré  voisin,  et  de  plus  à  l'une 
et  l'autre  des  marches  en  losange,  à  l'angle  obtus  de  celle  qui  sur 
le  pourtour  lui  est  contiguë,  à  l'angle  aigu  de  celle  qui  ne  la  touche 


(')  Ou  suppose  la  marche  débutant  à  l'une  des  cases  d'entrée,  et  par  suite  les  cases 
d'entrée  toutes  impaires,  les  cases  de  sortie  toutes  paires. 
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point  sur  les  médianes  ou  le   contour  de  l'échiquier  si  le  côté 
mitoyen  est  vertical,  aux  angles  contraires  s'il  est  horizontal. 

En  règle  générale,  dans  le  même  quartier  comme  d'un  quartier 
à  l'autre,  une  marche  se  soude  à  elle-même  ;  mais  le  changement 
de  marche  ne  s'effectue  que  conjointement  à  un  changement  dans 
la  nature  losange  ou  carrée  de  la  volte. 

Lorsque  l'on  soude  une  marche  à  une  autre,  le  sens  de  des- 
cription de  la  seconde  doit  être  observé  de  manière  à  ne  pas 
rejeter  la  case  de  sortie  de  sa  première  volte  vers  l'extérieur,  sous 
peine  de  ne  pouvoir  être  continuée  ;  suivant  que  la  case  d'entrée 
est  intérieure  ou  extérieure  au  quartier  central  de  l'échiquier,  il  y 
aura  possibilité  de  poursuivre  la  marche  dans  les  deux  sens  sur  le 
circuit  nouveau  en  modifiant  suivant  le  sens  les  lignes  de  soudure, 
ou  bien  on  devra  adopter  le  sens  unique  qui  débute  par  côtoyer 
la  frontière  extérieure. 

Autre  observation.  Si  l'on  cherche  à  parcourir  le  plus  de  cases 
possible  dans  le  même  quartier,  on  n'aura  point  la  faculté  d'éviter 
la  description  par  voltes;  il  sera  d'ailleurs  impossible  d'y  souder 
plus  de  trois  voltes  consécutives,  l'intermédiaire  étant  l'une  des 
voltes  en  carré,  soudée  de  part  et  d'autre  aux  deux  voltes  en 
losange;  la  soudure  étant  nécessairement  sur  les  angles  obtus  de 
celles-ci,  les  cases  d'entrée  de  la  première  décrite  et  de  sortie  de 
la  dernière  seront  sur  les  angles  aigus  et,  par  suite,  ne  communi- 
queront qu'avec  l'extérieur.  On  peut  d'ailleurs  souder  l'une  ou 
l'autre  des  voltes  carrées  aux  deux  voltes  losanges. 

[A  suivre.) 
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EXTRAITS  DES  PROCÈS -VERBAUX . 


SÉANCE  DU  7  NOVEMBRE   1879. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   JORDAN. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  fonction  exponentielle. 

M.  Lucas  :  Sur  la  résolution  des  équations  indéterminées  du 
troisième  degré. 

M.  Halphen  :  Sur  quelques  cas  singuliers  du  mouvement  d'un 
solide. 

M.  Rodet  :  Sur  le  tracé  des  courbes  usuelles. 


SÉANCE  DU  21  NOVEMBRE  1879. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DE   POLIGNAC. 

Election  :  M.  Weill,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
présenté  à  la  dernière  séance  par  MM.  Lucas  et  Fouret,  est  élu 
Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une 
fonction  qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  à 
coefficients  rationnels. 

M.  Lebon  :  Sur  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable 
circonscrite  à  deux  coniques. 

M.  Halphen  :  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  de  M.  Schu- 
bert. 
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SÉANCE  DU  ri  DÉCEMBRE  1870. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   JORDAN. 

Communication  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  fonction\ ■ 


SÉANCE  DU  19  DÉCEMBRE  1879. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   JORDAN. 

Communication  : 

M.  Elling  Holst  :  Sur  un  nouveau  principe  de  Géométrie. 
La  Société  décide  que  la  séance  du  a  janvier  1880  n'aura  pas 
lieu  et  que  les  élections  seront  reportées  au  1 6  janvier. 


SÉANCE  DU  16  JANVIER   1880. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  JORDAN. 

Elections  :  Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés  comme  l'in- 
dique l'état  qui  est  au  commencement  du  Volume. 

M.  Halphen  lit  le  Rapport  de  la  Commission  de  comptabilité. 

M.  Elling  Holst,  stipendiât  à  l'Université  de  Christiania,  pré- 
senté à  la  dernière  séance  par  MM.  de  Polignac  et  Stephanos,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

M.  Svilokossitsch,  ingénieur,  présente  à  la  dernière  séance  par 
MM.  Darboux  et  Stephanos,  est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  une  formule  d' Analyse. 

M.  Worms  de  Romilly  :  Sur  certaines  équations  différentielles 
obtenues  par  l'élimination  de  deux  fonctions  arbitraires. 

M.  Halphen  communique  la  réponse  de  M.  Schubert  aux  ob- 
jections qu'il  lui  avait  faites  dans  une  séance  précédente. 

M.  Léauté  dépose  une  Note  Sur  le  calcul  approché  par  la  mé- 
thode de  Poncelct  des  radicaux  do  Informe  ^/.r*  —  *>  * . 
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SÉANCE  DU  6  FÉVRIER  4880. 

PRESIDENCE  DE  M.  JORDAN. 

Elections  : 

M.  Léauté,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  présenté  à  la 
dernière  séance  par  MM.  André  et  Collignon,  est  élu  Membre  de 
la  Société. 

M.  Humbert,  élève-ingénieur  des  Mines,  présenté  à  la  dernière 
séance  par  MM.  Jordan  et  Fouret,  est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Caron  présente  le  modèle  en  plâtre  d'une  surface  du  troi- 
sième degré  avec  ses  vingt-sept  droites  et  donne  des  explications 
sur  l'épure  de  cette  surface. 

M.  Stephanos  :  Sur  une  propriété  fondamentale  des  connexes 
conjugués. 

M.  Darboux  :  Sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième 
degré  et  sur  les  équations  du  cinquième  degré  résolubles  par  ra- 
dicaux. 

M.  Laisant  :  Sur  les  fonctions  \x  et  ( —  i)x. 


SÉANCE  DU  20  FÉVRIER  1880. 

PRESIDENCE   DE  M.   DE  POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Lagucrrc  :  Sur  les  équations  numériques. 

M.  Haag  :  Sur  les  équations  différentielles  de  la  forme 


K 


dmy  dnr\ 


dans  lesquelles  m-\-  n=  aK. 

M.  Halphen  :  Sur  les  surfaces  minima. 

M.  de  Polignac  :  Sur  les  ramifications  et  sur  le  problème  des 
quatre  couleurs. 

M.  Laquière  adresse  un  Mémoire  intitulé  Solutions  régulières 
du  problème  d' Eulcr  et  une  Note  Sur  une  question  de  probabilité. 


SÉANCE  DU  3  MARS  4880. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   JORDAN. 

Communications  : 

M.  Darboux  :  Sur  l'intégration  des  systèmes  d'équations  dif- 
férentielles linéaires. 

M.  de  Polignac  :  Sur  la  théorie  des  ramifications. 

M.  Rodct  :  Sur  les  procédés  de  calcul  en  usage  chez  les  Chinois. 

M.   Humberl  :  Sur  l'équation  hyper  géométrique. 


SÉANCE  DU  19  MARS  1880. 

PRESIDENCE  DE  M.  JORDAN. 

Communications  : 

M.  Humberl  :  Sur  le  développement  d' une  fonction  suivant  les 
puissances  croissantes  d'un  polynôme. 

M.  Halphen  :  Sur  les  polynômes  X,  Y,  Z  donnant  lieu  à 
l'identité 

m,  n  et  p  étant,  entiers. 

M.  Laquièrc  adresse  deux  Notes,  Tune  Sur  la  Géométrie  de  l'é- 
chiquier, l'autre  Sur  les  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sous  des  angles  donnés. 


Note  sur  le  calcul  approché  par  la  méthode  de  Poncelet 
des  radicaux  de  la  forme  yjx1  — y*  ;  par  M.  Léauté. 

(Séance  du  16  janvier  1880.) 

La  méthode  géométrique  indiquée  par  le  général  Poncelet  pour 

remplacer,  avec  une  approximation  connue,  le  radical  yjx2  -f- ?  2 
par  une  fonction  linéaire  a/r-j-jSy,  s'applique,  comme  il  Ta  dé- 
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montré  lui-même  (*  ),  au  calcul  approché  du  radical  ^x2 — y2\  les 
formules  auxquelles  on  arrive  dans  ces  deux  cas,  tant  pour  la  valeur 
des  coefficients  que  pour  celle  de  Terreur  commise,  n'ont  aucune 
analogie  apparente,  bien  que,  a  priori,  une  relation  étroite  doive 
cependant  exister  entre  elles.  Le  calcul  montre,  en  effet,  que  les 
résultats  auxquels  on  est  conduit  dans  chaque  cas  ne  diffèrent  que 
par  le  changement  des  fonctions  circulaires  en  fonctions  hyper- 
boliques. Il  m'a  paru  intéressant  d'établir  ce  point,  qui  permet  de 
réduire  de  moitié  les  formules  à  employer,  et  de  remplacer  toute 
la  théorie,  que  l'on  est  obligé  de  faire  à  nouveau  pour  le  calcul 
approché  du  second  radical,  par  une  simple  remarque  après  le 
calcul  du  premier. 

La  présente  Note  a  donc  pour  but  d'établir  que  les  valeurs  des 
coefficients  a  et  (3,  ainsi  que  celle  de  l'erreur  commise,  restent 

identiquement  les  mêmes  lorsqu'on  passe  du  radical  ^x2-+-y2  au 

radical  yjx2 — y2,  à  la  seule  condition  de  changer  alors  les  lignes 
trigonométriques  en  lignes  hyperboliques,  ou,  si  l'on  veut,  à  la 
seule  condition  de  remplacer  dans  le  calcul  la  Table  de  logarithmes 
ordinaires  par  une  Table  de  fonctions  hyperboliques. 
Posons 

)/x*  —  jr*  =  c, 


et  prenons  le  cas  le  plus  général  où  —  varie  entre  les  deux  li- 

mites  K'  et  K". 
Traçons  l'hyperbole  équilatère 

dont  l'équation  peut  s'écrire 

x  =  rcoshypw, 
>  =  r  sinhypu, 

<H  marquons  sur  elle  les  deux  points  A  et  B,  dont  les  arguments  u 


(')  Voir  la  théorie  do  Poucclot,  Cours  de  Mvcuniauv  appliquée  aux  machines,  pu- 
blié par  M.  Kretz,  p.   (09,   Note  I.  Sur  la  valeur  linéaire  et  rationnelle  des  radicaux 

fie  la  forme  y  <**-+-  **'',  *Jn'   -  h%,   .... 
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cl  u"  sont  définis  par  les  relations 

tanghypu'  =  K/, 
tanghypa"=K". 

Le  problème  revient,  comme  Ton  sait,  à  former  l'équation  de 
la  droite  h!fW  située  à  égale  distance  de  la  corde  AB  et  de  la 
tangente  parallèle  la  plus  voisine  A'B'.  Quant  à  la  limite  de  l'er- 
reur, elle  a  pour  expression 


OI  —  OI' 


01 -4- 01 


,» 


I  et  Y  étant  les  points  d'intersection  de  Taxe  Ox  avec  les  droites 
AB  et  A'B'. 

Cela  rappelé,  l'équation  de  la  droite  AB  est 


x    c  cos  hyp  u'     c  cos  hyp  u" 
y     c  sin  hyp  u'     c  sin  hyp  u" 
i  i  i 


=  o, 


qui  peut  s'écrire 


u'+u*           .           «'  +  «"               ,       u'—u" 
x  cos  hyp v  sin  hyp c  cos  hyp  -..  o. 


•2 


L'équation  de  la  tangente  A'B'  est 


cos  hyp 


//'  -4-  //" 


y  sin  hyp •  —  c  —  o, 


•2 


et,  par  suite,  on  a,  pour  équation  de  la  droite  A"B", 


jt 


,        //'  -f-  u"             .    ,        a  -h  //' 
x  cos  hyp y  sm  hyp c 


noshyj] 


//'-  //" 


o. 


+  i 


o. 


On  déduit  de  là 


cos  hyp 


//'  -+-  //" 


sin  hyp 


(  cos  hyp y —  j  (  <*os  h  v| 


//  —  u 


n  \    » 


Y. 
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Ainsi,  l'expression   linéaire  à  substituer  au   radical  yjx'1 — y'1 
étant  prise  sous  la  forme  eux  —  (3^,  on  a 


coshyp  — 

-h  u" 
i 

K   — — 

(  coshyp  — 
sinhyp  — 

—  «%«' 

4    1 

+  14" 

1 

iJ  — 

1    pnenirn 

—  u*y 

Quant  à  Terreur  commise,  elle  a  pour  limite 


«'  —  u" 


coshyp  — y        t  „,__„*x, 

€  = ■ 


//'  -   u" 


coshyp h  i 


=  (  tanghyp  — - — \ 


Ces  trois  formules  sont  identiques  à  celles  trouvées  par  Poncelet 

dans  le  cas  de  yjx^-k-y'1,  sauf  le  changement  des  lignes  trigono- 
métriques  en  fonctions  hyperboliques;  le  calcul  s'effectuera  donc 
de  la  même  manière,  sous  la  seule  réserve  de  remplacer  les  Tables 
de  logarithmes  ordinaires  par  les  Tables  de  Hoiieh 


Remarques  sur  les  fonctions  \x  et  ( — i)*;  par  M.  Laisant. 

(Séance  du  6  février  1880.) 

Le  plus  souvent,  dans  l'étude  de  la  fonction  exponentielle  ax, 
on  ne  considère  qu'incidemment  le  cas  où  a  est  négatif.  On  se 
contente  de  dire  que,  dans  ce  cas,  la  fonction  est  de  forme  bizarre, 
qu'elle  donne  lieu  à  une  infinité  de  valeurs  réelles,  aussi  rappro- 
chées les  unes  des  autres  qu'on  le  voudra,  et  dans  les  intervalles 
desquelles  restent  des  infinités  de  valeurs  imaginaires. 

On  ajoute  que,  si  Ton  veut  figurer  cette  fonction  par  une  courbe, 
on  trouve  des  points  isolés  les  uns  des  autres  et  indéfiniment 
rapprochés. 
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Tout  cela  ne  laisse  pas  que  d'être  assez  obscur.  Il  nie  semble 
pourtant  qu'on  pourrait  sans  trop  de  peine  éclaircir  ces  notions, 
enlever  à  la  fonction  ( — a)x  le  caractère  un  peu  mystérieux  qu'elle 
présente  au  premier  abord,  et  montrer  qu'elle  est  loin  d'offrir  la 
moindre  discontinuité. 

A  mon  avis,  toute  la  difficulté  vient  d'une  définition  insuffi- 
sante, et  aussi  de  ce  que  l'on  ne  s'habitue  pas  assez  facilement  à 
l'idée  du  passage,  sans  discontinuité,  des  valeurs  réelles  aux.  va- 
leurs imaginaires. 

Prenons  tout  simplement  d'abord  la  fonction 


nous  pouvons  l'écrire 


jr  =  ax; 


y  =  a*  I*, 


en  appelant  ax  la  valeur  arithmétique,  essentiellement  positive. 
Examinons  maintenant  le  second  facteur  \x\  nous  pouvons  écrire 


i  =  cosa X-7T  -+-  i  sina k r:  =  ttkx, 


suivant  la  notation  de  M.  Bellavitis. 
Delà 


lx=e*k*x. 


La  fonction,  comme  on  le  voit,  est  donc  infiniliforme,  puisqu'on 
peut  donner  à  À"  une  valeur  entière  quelconque.  Pour  définir  com- 
plètement la  fonction,  il  faut  donc  se  donner  cette  valeur  de  k.  Si 
alors  on  fait  varier  x  de  — oc  à  -f-oo  en  lui  conservant  des  valeurs 
réelles,  l'extrémité  de  i',  représentée  à  la  manière  accoutumée, 
parcourra  sans  discontinuité  la  circonférence  de  rayon  î  avant  son 
centre  à  l'origine. 

Les  valeurs  de  x  telles  que  i k x  soit  entier,  mais  celles-là  seu- 
lement, donneront  pour  y  des  valeurs  réelles.  Par  exemple,  si  nous 
avons  choisi  k  =  6,  nous  aurons 


ixz=z  e1***' 


les  valeurs  -*  -->  7*775  —  de  x  donneront  des  valeurs  réelles; 
1     3    4    "     ,2 

mais,  de  o  à  — >   aucune  valeur  de  .r  ne  saurait  donner  pour  ir 
une  valeur  réelle. 
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Quant  à  la  fonction y=  ax,  son  extrémité  parcourt  évidemment 
une  spirale  logarithmique  ayant  son  pôle  à  l'origine.  Cctle  spirale 
coupe  l'axe  polaire  au  point  G,  distant  du  pôle  d'une  longueur 
égale  à  l'unité.  Elle  le  coupe  aussi  à  la  distance  OA=a,  répon- 
dant à  a:  =  i.  Mais,  entre  ces  deux  points,  la  spirale  a  fait  un 
nombre  À*,  plus  ou  moins  grand,  de  circonvolutions. 

Des  considérations  tout  à  fait  analogues  sont  applicables  à  la 

fonction  * 

y  =  (—  a)x  =  a*[—  i)x  =  a*  c(«*+i)«*, 

dont  nous  avons  parlé  en  commençant.  Il  faut,  ici  encore,  définir 
la  fonction  ( — i)x  en  se  donnant  une  fois  pour  toutes  la  valeur 
de  k9  et  l'extrémité  dej"  parcourt  une  spirale  logarithmique.  Cette 
courbe  coupe  l'axe  polaire  à  la  distance  4- 1  de  l'origine,  répon- 
dant à  x  =  o,  puis  à  la  distance  — a,  répondant  ài  =  i,  Entre 
ces  deux  points,  elle  fait  un  nombre  impair,  plus  ou  moins  grand, 
de  demi-circonvolutions. 

Nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  outre  me- 
sure sur  ces  notions  très  simples,  qui  font  bien  reconnaître  la  né- 
cessité de  définir  avec  précision  les  fonctions  avant  de  les  soumettre 
au  calcul. 

Bornons-nous  seulement  aux  remarques  suivantes  : 

Lorsqu'on  dit,  comme  on  en  a  coutume,  que  i*  est  constam- 
ment égal  à  i,  c'est  qu'on  suppose  implicitement  k=o  dans  la 
relation  de  définition  ix=t2k*x.  La  spirale  ax  se  réduit  alors  à 
l'axe  polaire. 

Lorsqu'on  dit,  comme  on  en  a  coutume,  que  ( — i)x  afiecle  une 
infinité  de  valeurs  réelles,  aussi  rapprochées  les  unes  des  autres 
que  l'on  voudra  et  séparées  par  des  infinités  de  valeurs  imagi- 
naires, c'est  qu'on  suppose  implicitement  A"  =  oo  dans  la  relation 
de  définition  ( —  i)x=  gUA+O**.  La  spirale  ( —  a)x  décrit  alors  une 
infinité  de  circonvolutions  entre  les  points  4-  i  et  — a  situés  sur 
l'axe  polaire. 

Ce  rapprochement  ne  fait-il  pas  ressortir  d'une  manière  frap- 
pante la  contradiction  dans  laquelle  on  tombe,  faute  de  défini- 
tion suffisante? 
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Sur  l'équation  hyper  géométrique  ;  par  M.  Humbert. 

(Séance  du  5  mars  1880.) 

Considérons  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(1)  [*-*)S  +  [(l  +  p  +  *)*+(l--r)]/  +  *jr  =  o, 

à  laquelle  on  peut  toujours  ramener  l'équation  de  Gauss;  pour 
abréger,  nous  l'écrirons  souvent 

(2)  A/'-+-G/-hFj=o. 

I.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  polynôme 
entier  de  degré  n  satisfasse  à  l'équation  (1)  est  que  n  soit  racine 
de  l'équation  du  second  degré 

(3)  n[n  —  1)  -4-(X-+-fi4-2)«-hF  =  of 

l'autre  racine  n'étant  pas  en  même  temps  entière  et  inférieure 
à  n  —  1 . 

Plus  généralement,  si  l'on  pose 

A  =  A^+  B.r  -h  C, 
G  —  D.r  -f-  E, 

n  devra  être  racine  de 

(  3'  )  A«(«-ij  +  D«-fF  =  o. 

Cette  équation  joue  un  grand  rôle  dans  la  théorie  qui  va  suivre  ; 
nous  l'appellerons  l'équation  caractéristique  de  l'équation  (1). 

II.  Jacobi  a  donné  une  expression  du  polynôme  qui  satisfait 
à  l'équation  différentielle  (1);  nous  emploierons  la  même  expres- 
sion, mise  sous  une  forme  un  peu  plus  générale. 

Soit  K(.r)  une  fonction  satisfaisant  à  la  relation 

K'       G 

K  "-"!" 

Je  dis  que,  si  l'équation  caractéristique  (3')  a  une  racine  entière  et 
positive  Hj  une  solution  de  l'équation  différentielle  sera  le  polv- 
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nôme  de  degré  n 

(4)  P„  =  £D„Ka'<-'. 

11  suffit,  pour  le  montrer,  d'écrire 

z       G-h  (/;  —  i)à' 
1  ~~  Â 

ou 

A*'=s[G-+-  [n  —  i)A']; 

en  prenant  les  dérivées  d'ordre  (/*  H-  i)  des  deux  membres  de  celte 
relation  et  posant  z{n)=  —y,  on  retrouve  l'équation  (a). 

A 

Il  est  d'ailleurs  évident,  à  cause  de  la  relation 

K'      G 

K=r 

que  P„  est  un  polynôme  entier  de  degré  n. 

La  formule  (4)  est  plus  commode,  dans  les  calculs,  que  celle 
de  Jacobi  ;  elle  ne  nécessite  aucune  transformation  préalable  de 
l'équation  (2),  et  elle  s'applique  aux  équations  de  la  forme 

(B.r  -h  C)/'  -+-  (Dr  4-  E)/  -f-  F  =  o, 

B  pouvant  être  égal  à  zéro  ou  différent  de  zéro. 

Elle  donne  même,  dans  ce  cas,  des  résultats  intéressants  par 
l'introduction  de  fonctions  transcendantes  que  la  formule  de  Ja- 
cobi ne  laissait  pas  prévoir  immédiatement. 

Ici,  en  effet,  si  B^  o, 

£-_Ë! N 

K        B./  -+-  C 

K  —  (B.r-t-C)vf-Nr. 
On  aura  donc  ici 

P=(B.r  +  C),-MtfNjrDnt'-Nr(B.r  4-  C)"-"     '. 

SiB  =  o, 


K--cw  *'+*'*, 


vin. 
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et,  par  suite, 

III.  Il  est  un  cas  où  la  formule  (4)  ne  donne  rien  :  c'est  celui  où 

KA/,-1  =  const. 

On  peut  s'assurer  d'ailleurs  que  la  formule  de  Jacobi  est  également 
en  défaut. 

On  a,  dans  ce  cas, 

K'  (#i  — i)A' 

k= : — • 

G-+-  (il  —  i)a'  =  o 

(D.r  +  Ej  +  (/7  -  ij  (a Ai  +  B)  ~  o, 
I)  +aA(/i-ij~  o, 
E-h    B(«  —  i)=o. 

Comme  n  satisfait  à  l'équation 

Kn[n  —  i)  +D«  +  F  =  o, 

on  aura 

F  —  \n'  n  —  i  )  =  o 


par  suite 
ou 


ou 

F 


=  ,;,-,). 


La  seconde  racine  de  l'équation  caractéristique  sera  donc  (//  —  i), 
Par  suite,  on  aura  la  solution 

a 
On  s'assure  ensuite  directement  que  le  polynôme 

Vn  =  y>Y)„_x— —l- 

satisfait  à  l'équation  diflércntielle. 

On  voit  que  cette  solution  renferme  la  précédente. 
Donc  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation 

'A.r'4-  B.r  +  C^)"->-r    ?Ar  +  ir  i  '  -f-  A  //    n  -  i  *  y  =  o 
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est  donnée  par  la  formule 

P^A'D,,^ — — i-, 

aet  |2  étant  deux  constantes  arbitraires. 

IV.  Cela  posé,  nous  allons  arriver  à  d'autres  expressions  des 
solutions  de  l'équation  (i)  de  la  manière  suivante. 
Faisons  dans  cette  équation  la  substitution 

yz=ztt?{.r). 

Nous  arriverons  à  une  équation  en  u  du  second  ordre. 

En  exprimant  qu'elle  est  de  la  forme  (i),  nous  déterminerons 
9(x);  dès  lors,  à  une  expression  de  u  va  correspondre  une  expres- 
sion dej>*. 

Sans  entrer  dans  les  détails  du  calcul,  les  substitutions  ré- 
pondant à  la  question  seront  les  suivantes  : 

(A)  v=:>  —  l)-*(.r+l  )-■*«, 

(B)  y  r—  [x  —  l)~Xtt, 

(C)  r=(j?-hi)-^«. 

Nous  allons  les  étudier  successivement  (!  ). 
V.  Substitution  (  A  )  : 

v  =  [.r  —  i)~*(.r  -+-  i )""•*«. 

On  trouve,  pour  l'équation  en  //., 

[x1  —  !  )  u"  -+-  [(—  >  —  u  -h  2  )  .r  —  A  -f-  u]  u   -+-  F,  «  =  o. 

Plus  généralement,  cette  substitution  revient  à 

r=K'" 
et  Ton  a 

A«"  ~h  i«' (  *  A ■  —  G)  -f-/i(F-h  A"  —  G')  =  o. 


(*)  Ces  substitutions  ont  été  données  sous  une  autre  forme  par  Jacobi,  dans  son 
Mémoire  posthume  Sur  /'équation  de  Gauss. 
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L'équation  caractéristique  est  ici 

(5)  A«' (  «'  —  i)  -4-  (4A  —  D)/i'-h  F  +  aA-D=o. 

C'est  la  transformée  de  l'équation  caractéristique  primitive  (3) 

par  la  substitution 

«'+i=  —  n. 

Si  donc  une  racine  de  l'équation  caractéristique 

A/i(fl-i)+D«  +  F=o 

est  entière  et  négative,  — m,  l'équation  (4)  aura  la  racine  m  —  i. 
La  formule  (4),  appliquée  à  l'équation  différentielle  en  m,  donne, 
après  un  calcul  facile,  la  solution 

K  A"1 

et  par  suite,  pour  l'équation  enjy 

A"1 
y  =  Dm_,  — - 

Avec  la  forme  (i)  on  aura 

X  =  Dm_i  (jc  —  i)-**1»-1  (.r  -+-  i )-m-"'-». 

VI.  Substitution  (B)  : 

r  =  (•*•  —  i)~xu. 

On  trouve  que  les  racines  de  l'équation  caractéristique  nouvelle 
sont  celles  de  l'équation  (3),  augmentées  de  X. 

Si  donc  n  -f-  X  est  entier,  la  formule  (4)  donnera  une  expression 
de  u.  On  a  ainsi  pour  y  : 

i°  Si  n  -h  X  est  entier  et  positif, 

j  =  (/  +  i)^Dfl4(.rî-i)',(.r-M^; 
2°  Si  7i  -H  X  est  entier  et  négatif, 

X  =  (.r  -  l)^D_n^_t  (.*«  -  |)— l  <>  4-  1  ;-*->. 

VII.  Substitution  (C)  : 


»■='./■  —  il-:1//. 
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Elle  donne  de  même  : 

i°  Si  n  H-  fx  est  entier  et  positif, 

S  =  [*-l)-xT>m+t[*?-l)*[x-l)l++i 

a0  Si  /i  -f-     est  entier  et  négatif, 

VIII.  Les  deux  derniers  paragraphes  nous  permettent  d'ex- 
primer par  des  dérivées  les  solutions  d'équations  différentielles 
auxquelles  la  formule  de  Jacobi  ou  la  formule  (4)  n'est  pas  appli- 
cable immédiatement. 

Il  peut  se  faire  en  effet  que  n  ne  soit  pas  entier  et  que  n  -f-  A  le 
soit. 

Nous  allons,  par  exemple,  retrouver  deux  formules  connues, 
dues  à  Jacobi. 

L'équation 

(*' — i)f-h*/  —  {*  '  )  y  —  ° 

admet  pour  solutions  les  fonctions 


«n  (m  +  I)  , 


sm  l  m  -i —  )  arccosjr, 


(■  +  î) 


cos  [m  -\ —  1  arccos-r. 


UrA  =  u  = ;  prenant  n  = ?  « -}-/  =  //*,  on   trouve 

facilement 


sin  f  m  H —  j  (arc  cos jt) 

= (_  i)  *-^±iii-  d,„  (x  - .  r  i(, + ,  r-i 

\       2/     I  .3. .  .  2/w —  I 
cos  Un —  )  (  arc  cos  .r) 


1  t 


\2  /       I  .3.  .  .2/71  —  l 
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IX.  Appliquons  les  substitutions  (B)  et  (G)  aux  équations  dif- 
férentielles qu'on  obtient  en  difTérentiant/?  fois  le  premier  membre 

de(i): 

Les  racines  de  l'équation  (3)  étant  n  et  n\  celles  de  l'équation 
caractéristique  nouvelle  sont 

//  —  p    et     /*'  —  /». 

Faisons  la  substitution  (B)  : 

z  =  (•£  —  tf^-Pu. 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  correspondant  à  l'équa- 
tion en  u  seront 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  transformées  de  l'équation  (i)  et  des  équations  dérivées  par 

les  substitutions 

jr=  (.r  —  i)-x-/'#/, 

y  =  (x  +  i)-*-*' « 
ont  même  équation  caractéristique. 

X.  Dans  ce  qui  précède,  on  n'a  fait  aucune  hypothèse  sur  le 
signe  de  p.  Si  p  est  positif,  l'équation  (6)  s'obtient  en  difleren- 
tiant  p  fois  l'équation  (i);  si  p  est  négatif  et  égal  à — //,  c'est 
l'équation  (î)  qui  s'obtient  en  différentiant  //  fois  l'équation  (6). 

Dans  les  deux  cas,  nous  représenterons  les  solutions  de  l'é- 
quation (6)  par  D^,  où  y  représente  une  solution  de  (i). 

Si  />^>o,  celte  expression  sera  une  dérivée;  si/?<^o,  ce  sera  une 
intégrale. 

XL  U  résulte  de  là  que,  si  n  -f-  X  est  entier  et  positif,  nous 
pourrons  exprimer  une  solution  de  l'équation  (i),  ses  dérivées  et 
ses  intégrales  par  une  fonction  contenant  une  dérivée  d'indice  con- 
stant. 
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On  aura  ainsi 

Si  de  même  n  -+-  ^  est  entier  et  positif, 

D^r  =  (*  —  O-^Da+^x*  —  1  )"  (.r  —  I ^(x  -f- 1 )-''. 

Il  y  aura  une  discussion  à  faire  pour  chercher  si  ces  expressions 
représentent  bien  les  dérivées  d'une  même  solution  de  l'équa- 
tion (i).  Nous  allons  donner  quelques  exemples. 

XII.   Polynômes  de  Le  gendre.  —  X„  satisfait  à  l'équation 

Ici  X  =  p  =  o,  «4-i  =  //  +  u  =  n. 
L'équation  (6)  aura  donc  pour  solutions 

(jrH-  i)-^Dn(.r-f-i)/,+/i(x  — î )*»-* 
et 

(.*  —  i)-PDn(.r  — l)"^' (x-h  i  )»-#». 

Ces  deux  expressions,  tant  que  p  est  compris  entre  —  n  et  -+-  /*, 
représentent  des  polynômes  entiers  de  degré  /i — p. 

Comme  X„  est  le  seul  polynôme  satisfaisant  à  l'équation  diffé- 
rentielle écrite  plus  haut,  ces  deux  expressions  représentent,  à  un 
facteur  constant  près,  D^X,,. 

On  a  donc 

On  a  de  même 

D-*x» = (^Trp  d„  (  .r + 1  )-"  (x  - 1  )<•-/>. 


On  en  déduit  la  formule  connue 


raf =*'•"-)"• 


XIII.  Appliquons  les  mêmes  formules  à  l'équation 
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On  trouve,  après  une  discussion  facile, 

ps\nnavcco$x=z fD,,,^-!)      '     *(./.•  4-1)  *» 

(.r-+-l)"~* 

D^cos«arccos.r= r  D,w(.r  —  i)m+p-?'.r  -+-  i)w-/,*i 


i/'-7 


On  en  déduit,  par  un  calcul  analogue  à  celui  qu'on  a  fait  pour  X„, 

D   ( ,,_,  ï  sin  t  m  -4-4)  arc  cos.r 
Dp  cos  (  ///  -f-  ^-j  arc  eus  j: 

D_r,_,  )  cos(//i  -h  V-  arc  cos.r  i 

—  - r— ; ' =  A    .r*—  I  y'- ?. 

Dp si n [tu -+-  y  arc cos. r 


Formulas  et  considérations  diverses  se  rapportant  à  la  théorie 

des  ramifications  ;  par  M.  de  Poi-ignac 

(Séance  du  5  mars  1880.) 
I. 

J'appellerai  indistinctement  arbre,  ramification,  arborescence 
une  figure  tracée  sur  un  plan  composé  de  branches  et  de  nœuds 
satisfaisant  à  la  loi  suivante  : 

De  chaque  nœud  on  peut,  en  suivant  ces  branches,  parvenir  à 
un  nœud  quelconque,  mais  par  un  seul  chemin. 

Les  nœuds  sont  les  points  d'intersection  des  branches,  celles-ci 
des  lignes  droites  ou  courbes,  mais  sans  points  doubles,  la  loi  qui 
vient  d'être  énoncée  excluant  les  contours  fermés. 

De  pareilles  configurations  ont  été  d'abord  étudiées  par  M.  C. 
Jordan  {Journal  de  Crellé),  puis  indépendamment  par  M.  Sylvester 
(Educational  J"imes)9  par  M.  Caylcy  {British  Association  Report, 
1870),  SI.  Scptimus  Tcbay,  etc. 

Les  recherches  suivantes  ont  pour  base  le  mode  d'existence 
graphique  d'une  arborescence,  el,  à  ce  propos,  je  ferai  une  re- 
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marque  fondamentale  qui,  à  ma  connaissance,  n'a  pas  encore  été 
publiée. 

Toute  ramification  peut  être  tracée  au  moyen  d'un  certain 
nombre  de  traits  continus  sans  répétition  ni  arrêt,  c'est-à-dire 
en  partant  de  l'extrémité  d'une  branche  et  continuant  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  l'extrémité  d'une  autre  branche  ou  à  une  branche 
déjà  parcourue.  Observons  que  le  trait  doit  traverser  une  ligne, 
quoique  déjà  tracée,  s'il  peut  continuer  au  delà,  sans  cheminer  le 
long  de  cette  ligne.  Cela  posé  : 

Remarque  fondamentale.  —  De  quelque  manière  que  Von 
trace  une  ramification  sans  répétition  ni  arrêt,  le  nombre  des 
parcours  sera  toujours  le  même. 

Voici,  je  crois,  le  moyen  le  plus  simple  de  se  rendre  compte 
de  cette  propriété. 

En  faisant  une  coupure  à  chaque  branche  joignant  deux  nœuds, 
on  décomposera  une  ramification  en  une  série  à' étoiles,  ou,  si  l'on 
veut,  de  carrefours;  on  la  recomposera  en  rendant  aux  carrefours 
leurs  routes  communes.  Pour  chaque  étoile,  la  propriété  fonda- 
mentale sera  évidente.  On  remarquera  ensuite  que,  en  réunissant 
deux  étoiles,  on  perd  un  trait  sur  la  somme  des  parcours  relatifs  à 
chaque  étoile,  et  l'on  en  conclura 

N  =  N,  -4-  N,-f- . . .  4-  Nv  —  (v  —  i), 

équation  dans  laquelle  N  est  le  nombre  des  traits  qui  ont  servi  à 
tracer  l'arborescence,  N|,  N2,  ...  les  nombres  de  traits  relatifs  à 
chaque  nœud  (ou  étoile),  et  v  le  nombre  des  nœuds.  Le  second 
membre  de  l'équation  étant  constant,  le  premier  le  sera  aussi. 

Quant  à  N|,  N2,  . . . ,  on  peut  en  donner  l'expression  en  fonction 
des  quantités  qui  caractérisent  la  ramification. 

Appelons  ordre  d'un  nœud  le  nombre  de  ses  branches,  autre- 
ment dit  le  nombre  des  rayons  de  l'étoile  dans  la  décomposition 
de  l'arborescence.  Soient  w,,  m2y  ...  les  ordres  des  nœuds.  On 
vérifiera  immédiatement  que  l'on  a,  en  se  servant  de  la  notation 
de  Lejeune-Dirichlet  pour  désigner  le  plus  grand  nombre  entier 
contenu  dans  une  expression  fractionnaire. 


■H*?1)-  «■=(-?-•) 


•  *  .  . 
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L'équation  précédente  s'écrit  alors 

o  ■=2(=fi)-(-+ 

J'appellerai  N  le  nombre  fondamental  de  la  ramification 


II. 

DIVERSES    AUTRES    EXPRESSIONS    DU    NOMBRE    N. 

1.  Soit  e  le  nombre  des  extrémités  libres  d'une  ramification. 
Soit,  en  général,  v*  le  nombre  des  nœuds  d'ordre  k;  remarquons 
que  le  minimum  de  k  est  3  ;  on  aura 

N  =  tf— I—  (v4-4-vf)  —  *(v6-4-v7)  —  3(v8-Hv9)—  4(*ioH~v,|)  — .... 

Cette  formule  s'établira  de  proche  en  proche  en  partant  d'une 
ramification  qui  n'a  que  des  nœuds  d'ordre  3  et  s'élevant  graduel- 
lement à  la  considération  des  ordres  supérieurs.  La  démonstration, 
sans  être  difficile,  serait  un  peu  longue,  et  j'ai  cru  devoir  me  bor- 
ner à  en  donner  le  résultat. 
La  formule  peut  s'écrire 

t 

Observons  qu'elle  est  indépendante  du  nombre  des  nœuds  d'ordre 
ternaire  et  que,  pour  une  ramification  qui  n'en  a  pas  d'autres,  on 
a  simplement 

(3)  N  =  *— i. 

La  comparaison  des  équations  (î)  et  (a)  donne 

?■ 

On  peut  transformer  cette  équation  en  remarquant  que 

v  :  ■:  Vj  -f-  v,  -h  Vj  -f-  .  .  .  -f-  v^  4-  v2iBl  4  ,  : 


—  i«3  — 

et,  après  quelques  réductions  faciles,  on  obtiendra 


v,  -+-  2 


Si  la  ramification  est  d'ordre  ternaire,  le  premier  £  disparaît;  de 
plus,  m  étant  partout  égal  à  3,  on  a 


m 


-=2  ct  Lx^r^ 


d'où 

e  —  v3-f-  -2, 

résultat  facile  à  vérifier  directement.  Aussi,  par  la  formule  (3), 
(4)  N  =  *  —  i  =  v3-t-  i. 

2.  La  formule  (i),  remise  sous  la  forme 

N  =  N ,  -4-  N,  4- . . .  -+•  N„  -  (  v  —  i  ) , 

est  susceptible  de  la  transformation  suivante. 
Soient 

Ply  P2,  . . .,  P;,  les  nœuds  d'ordre  pair; 
api,  2tt2,  ...,  2Uy,  leurs  ordres  respectifs. 

Soient,  de  même,  les  nœuds  d'ordre  impair 

Ij,  I4,   . .  . ,  1/ 
et  leurs  ordres 

2>l-f-l,    2Aj4-l,     .  .  .,•  2À/-+-  1. 

Alors 

N  —  u,  -f  ut  -f- .  .  .  -h  tip  -h  "a,  -f-  i  -f-  .  .  .  -4-  // H-  1  —  (v  —  i  ). 

Mais 

donc 

N z=z  *£  +  ^  +  /-  (/>  +  /  —  i } 

ou 

/,  nombre  des  nœuds  d'ordre  impair,  a  disparu  de  cette  équation, 
résultat  conforme  au   mode  de  description  graphique  donné  au 
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début,  d'après  lequel  il  est  évident  que,  chaque   fois  qu'un  trait 
aboutit  à  un  nœud,  on  peut  le  prolonger  au  delà  en  ajoutant  une 
branche  au  nœud  sans  modifier  le  nombre  des  traits. 
Si  la  ramification  n'a  pas  de  nœuds  d'ordre  pair,  on  a 

(5)  N  =  Z).-4-i, 

relation  dont  la  formule  (4)  est  un  cas  particulier. 


Sur  le  développement  d'une  Jonction  suivant  les  puissances 
croissantes  d' un  polynôme  ;  par  M.  Hlmbert. 

(Séance  du  19  mars  1880.) 

I.  M.  Laguerre  a  montré,  en  développant  log(,r —  z),  la  liaison 
étroite  de  cette  question  avec  la  théorie  des  fractions  continues 
algébriques  ;  il  est  facile  de  généraliser  les  résultats  qu'il  a  obtenus  ; 
au  lieu  du  logarithme,  nous  considérerons  les  fonctions  ainsi 
définies. 

Soient 

\(x)  =  A.r2-f-  Bx  -+-C  =  A(.*r  —  *o)  {•/•—  .rt) 

et  une  fonction  K(x)  satisfaisant  à  la  relation 

K'  'x)  Dr  -+-  E  a0  u, 

K  (.r)         A  xi  -f-  B.r  -h  C       x  —  x0        x  —  xx 

K  =  (x  —  .r0)!% (.r  —  .r,  ):s . 

Proposons-nous  de  développer  la  fonction 

l'x'dr 


f 


K[.r)^-z) 


suivant  les  puissances  croissantes  de  A( z). 

Cette  intégrale  indéfinie  est  une  fonction  de  x  et  de  z  ;  elle  se 
développera  de  la  manière  suivante  : 


C        A:.r    d.r 

\   n-L- ~2!UWI-t-V 


»  ^  »  ///  '  - 


//!-'.'* 


Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  x  : 

AW    A[*)-*(z) l ,  ,  , 

K(.r)  x-z  A(x)^A(3}~"^U,w  +  V'"Z'A     v"'' 


OU 


V'    = - , 

'"         iv(.r)A'"(.r) 

*-*  Ut    ~~~~    -m  ' 


k(.r;A''<t*) 


Ces  expressions  sont  susceptibles  d'une  interprétation  remar- 
quable. 

Considérons,  en  effet,  l'équation  différentielle 

(E)     (Ax!-fBo:  -4-  C)j"-h  [Dx  -4-  E)/=[A/n(m  —  i)  -+-  D//*]j. 

Une  des  solutions  est  un  polynôme  entier  de  degré  m  que  j'ap- 
pellerai Pm;  une  seconde  solution,  jiy  sera 

Xi=Vm{x)j^)^)=Pm{x)J^-^i^--rir'n^y 

elle  commence  par  un  terme  en _,_„,   .  • 

Si  nous  prenons  les  dérivées  d'ordre  m  des  deux  membres  de 
l'équation  (E),  on  a 

(À-r1  +  Ba:  +  C)j<m+*>  -f-  [m[iAx  -h  B)  ■+•  Dx  4-  E])('"+lï  -  o, 

ce  qui  donne 

r(//i+i)__>     f     . 

1  lv  A"1 

On  a  donc 

V'    V«»»M) 

¥  m  —  ^  1  ' 

Vm  =  i7-ll,",-t-const. 
Or,  en  appliquant  la  formule  He  Jacobi  à  l'intégrale 


/ 


A  (  x  )  dx 
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on  voit  aisément  que  Vm  et  la  dérivée  d'ordre  m  de^f  commen- 
cent tous  deux  par  des  termes  en - — -,  • 

Donc 

de  même 

u^A-r  +  Bjvr-A//'1-1'. 

Ces  expressions  sont  générales  ;  mais,  dans  le  cas  où  jx0  et  jxf  sont 
positifs,^  a  une  forme  remarquable. 

On  a,  en  effet,  d'après  une  formule  de  Jacobi  modifiée  quant  à 
la  notation, 

K(.r)       _   r*'K(.)Pw(») 
OU 


fi 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Théorème.  —  Dans  le  développement 


/^^='-i«--^-)'-i=i- 


\m  est  égal  à  la  dérivée  d'ordre  m  de  l'expression 


ml'^CM^u] 


m  — 1 


Pm  et  Tlm_i  étant  les  polynômes  de  degrés  m  et  m  —  i  qui  rendent 
cette  expression  du  plus  haut  degré  possible  en  l  -  U  pourvu  tou- 
tefois que  l'intégrale  prise  entre  x0  et  xt  ait  un  sens. 

Cette  dernière  hypothèse  revient,  en  effet,  à  ^0^>  o,  jx,  ]>o. 

Remarque.  —  Les  polynômes  Pm(x)  sont,  dans  ce  cas,  les  dé- 

i          »  i    •          i       /       K.  f  -3  )      dz 
nomma  leurs  des  réduites  de    (      —  ~  • 
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Les  formules  précédentes  comprennent,  comme  cas  particulier, 
le  logarithme;  il  suffit  de  prendre  K  =  A. 

IL  —  Les  résultats  qui  viennent  d'être  exposés  s'appliquent 
évidemment  au  cas  où  A  est  du  premier  degré. 
Par  exemple,  prenons  A  =  x  : 

K'       .r  -4-  i 

L'équation 

xy"  -h  (  x  H-  i  )/  =  my 

est  celle  que  nous  avons  appelée  E. 

Soit  y%  celle  de  ses  solutions  qui  ne  renferme  pas  de  termes 
entiers  en  x  et  dont  M.  Laguerre  a  donné  plusieurs  expressions 
(Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  VII,  p.  74-7^). 

On  aura 

—-~dx=zïVm[.r)z>» 

80 

et 

vw(x)=Dr,ri- 

X*    e-x 
dx,  est  évidemment  uniforme,  et 
x  —  z 

l'intégrale  a  un  sens  si  z  n'est  pas  compris  entre  x  et  00  .  Pour 
qu'elle  soit  développable  en  série  convergente  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z7  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  holomorphe 
dans  un  cercle  décrit  de  l'origine;  on  pourra  toujours  trouver  un 
pareil  cercle  si  x  est  plus  grand  que  zéro. 

Supposons  donc 

x  >  o     et     z  <^  .r. 

Posons  dans  l'intégrale 


x  —  z  =  u  ; 


on  aura 

--^—  du  =  ZVm(x  zm. 


f 


m 
U 


Faisons  x —  z  =j  : 


>-'  j      du=Z\ 


«.-.■—    ■      nu  =  2.  >  ,„  l x*  ' x — r  m 


m 
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ou  enfin 


**  f    — <r  =  Sr'Vw(.r)(.r-.rî'«. 


Avec  les  conditions  x  >  o,  y  ^>  o,  la  série  du  second  membre  est 
convergente. 

Nous  avons  ainsi  le  développement  de  l'intégrale  rectiligne 

J.    y 


e> 


qu'a  étudiée  M.  Laguerre,  suivant  les  puissances  de  {y  —  .r),ct  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Le  coefficient  de  (  x — y)m  est  égal  à  er  multiplie 
par  la  dérivée  d'ordre  m  de  l'expression 


?M(-r)*~X—fm[* 


>£ 


rLc, 


ym{x)  et  fm(x)  étant  les  polynômes  de  degrés  m  —  i  et  m  qui 
rendent  cette  expression  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible  en  -• 

Je  me  propose,  dans  une  prochaine  Communication,  de  généra- 
liser ces  résultats  en  prenant  pour  A  un  polynôme  de  degré  quel- 
conque. 


Note  sur  les  déterminants  bordés;  par  M.  C.  Le  Pàige. 

(Séance  du  j  avril  1880.) 

Soit  un  déterminant  symétrique  du  nltn9  ordre 


A  = 


"11     «iî 


a 


\n 


a 


tn 


an\      fl«i       •  • •       unn 


que   Ton  peut  toujours   regarder  comme  le   discriminant  d'une 
forme  quadratique  à  n  variables 

f=Iaa.rirk. 

Le  déterminant  symétrique  que  Ton  obtient  en  bordant  A  de 
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p  rangées  et  de  p  colonnes  composées  chacune  de  n  éléments  et  de 

p  zéros  peut  toujours  se  mettre  sous  une  forme  assez  élégante. 

Nous  nous  bornerons  à  le  faire  voir  pour  w  =  5,  p  =  '59  afin 
d'éviter  la  longueur  des  formules;  mais  on  s'apercevra  aisément 

que  la  méthode  de  démonstration  est  générale. 

Soit 


Ai 


«11       aM       ali       a 


14 


a 


18 


*1       f*l 


rn     an     an     an     an     *î     f*î     vt 


Soit 

la  forme  adjointe  def. 
Multiplions  A,  par 


"*1 

«11 

«»s 

«» 

«M 

>. 

f*« 

v5 

■*1 

>, 

>, 

>4 

>* 

o 

o 

o 

f*l 

f*î 

f*3 

f*4 

,U5 

o 

o 

o 

vl 

'î 

v3 

'4 

v5 

o 

o 

o 

F  = 

2  A/ *Jr/.r£ 

A*  = 


Au     A„ 

An     AM 

•  •  •      ... 


o 
o 
o 


o 
o 

C) 


Au     o     o 


Î5 


o 


V64  o  o  o 

O  I  o  o 

O  O  I  o 

o  O  O  I 


nous  aurons 


2*A,A*  = 


2A 


O 


2A 


O        O 


O 


d\ 


o 


1A 


*1 
f*l 


A,        As       >4        A3 
f*î        f*3       f*4        f*S 


Vi 


O 

O 

O 


vin. 


d¥{\)      dF(ii)      dF[*) 


dH 


O 

o 
o 


rfF(v) 
dv% 


dF[\)      dF{n)      rfF(v) 


a, 

O 
O 
O 


9 


—  130  — 

Mais  il  est  visible,  par  le  théorème  de  Laplace,  que  ce  dernier  dé- 
terminant peut  se  mettre  sous  la  forme  de  produit  de  deux  déter- 
minants rectangulaires. 
En  conséquence, 


j^AjA*— 4A* 


X 


*l         >! 

>*        >4 

>5 

f*l        f*l 

f*3       f*4 

f*S 

vt        V, 

va      v* 

V* 

d¥(\) 

,/F(>) 

//F(>) 

rfF(l) 

<#F(*) 

d\ 

<At 

</>3 

d\ 

d\ 

,iF(n) 

^F(fx) 

rfF(fc) 

rfF(fc) 

d¥(n) 

<*Pi 

^f*i 

^f*3 

dpk 

dH 

r/F(v) 

if  FM 

rfF(v) 

d¥{v) 

dF(v) 

ehx 


dvs 


dé. 


dvt 


dvt 


En  appliquant  la  règle  de  multiplication  à  ceâ  deux  détermi- 
nants rectangulaires,  on  trouve 


?.5A,  A4  =  2*A 


î  A* 


Ld       «*<•      Xj       «p/  ^ 

2i* -357-  2  "-as-  2'" 

yv/£^i  yv/i^)  y,^ 

^^  a//  ^^  «{*/  ^^  //y/ 


.  rfF(v) 
d»i 

r/F(v) 

/F(v) 


En  général,  si  nous  désignons  par  D  le  déterminant  fonctionnel 
du  second  membre,  nous  aurons 


ou 


2^A1A/,1=D. 


Cette  relation  est  bien  connue  pour/;=  1 .  Elle  donne,  par  exemple, 
l'équation  tangentielle  d'une  conique  ou  d'une  surface  du  second 
degré  dont  on  connaît  l'équation  en  coordonnées  ponctuelles. 

Pour  n  =  4>  V  ==  2»  e^e  a  été  employée  par  Hesse  dans  la  théorie 
des  surfaces  du  second  ordre  (f). 

Cependant  la  manière  dont  l'illustre  géomètre  démontre  l'iden- 


(')  Vorlcsungen  uber  analytische  Géométrie  des  Raumes,  31*  Aufl..   S.  179. 


tité  des  équations 
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D  =  o,     bx=  o 


semblerait  porter  à  croire  que  le  théorème  général  ne  lui  était  pas 
connu. 

Cette  même  propriété,  pour  n  =  3,  />=  2,  a  été  employée  par 
Clebsch('). 

Enfin,  pour  p=  2,  n  quelconque,  elle  résulte,  comme  Ta  fait 
voir  M.  Salmon  ( 2  ),  d'une  propriété  générale  des  mineurs  du  second 
ordre  d'un  déterminant;  mais  cette  démonstration  n'est  plus  appli- 
cable dès  que  p  surpasse  2. 

Si  Ton  observe  que 


«11 

«ti 

«13 

\ 

*{1«) 

— 

«13 
"33 

>1 
h 

f*i 

Pt 

,U3 

O 

on  voit 

qu 

e 

r^jUiAn-hÀjUjA,,-*-.  .  .-+->,fiaA83 


♦ivo  =  i2>. 


=  Mf*iAn-t-  f*»A„)  +  ft,A,j) 


•    •    •  » 


«>/ 


Af*(ty)  = 


Cette  relation  s'applique  naturellement  aux  déterminants  d'ordre 
quelconque. 

Par  suite,  la  formule  donnée  plus  haut  peut  encore  s'écrire 

t(n)    <?().{*)    <?(>v) 
*(p>)    *(w0    *(H 

*(v>)       *(vp)       *(w) 

et,  en  général, 

A*-1 9(\  fi,  v,  . . . ,  o)  =zh  [*(»)*(f*f*)*(w) . . .  *(©»)]. 

Une  démonstration  absolument  semblable  donnerait  le  théo- 
rème plus  général 


0 


(1,  »•) 


£(nrt  À')       o(cr,  f*')'        ...       <y(BT,CT') 


(*)  Vorlcsungen  ùber  Géométrie,  iler  B.,  a^Theil,  S.  909. 
(')  Lestons  on  higher  Algebra,  3d  éd.,  p.  29. 
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Sous  celte  dernière  forme,   on    voit  que  la  relation  s'applique 
encore  lorsque  le  déterminant  A  n'est  pas  symétrique. 
On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Le  produit  du  déterminant  que  l'on  obtient  en  bordant  un 
déterminant  du  nième  ordre  A,  de  p  colonnes  de  n  éléments 
X,  fiy  ...,  us  et  de  p  rangées  X',  p',  . . .,  u',  par  la  puissance  p —  i 
de  A,  est  égal  à  un  déterminant  dupième  ordre  dont  les  éléments 
sont  les  formes  bilinéaires  obtenues  en  bordant  A  d'une  colonne 
et  d'une  rangée  prises  dans  les  a/?  lignes  X,  ^, .. .,  u  ;  X',  u\  • . . ,  u'. 

Nous  pensons  que  celte  relation,  tout  au  moins  sous  sa  forme 
générale,  n'est  pas  connue;  du  moins  ne  l'avons-nous  point  ren- 
contrée jusqu'ici. 

Elle  se  prête  à  différentes  applications  à  la  théorie  des  formes 
algébriques  et  à  la  Géométrie. 


Solutions  régulières  du  problème  d'Euler  sur  la  marche 

du  cavalier;  par  M.  Laquière. 

(suite.) 

Formation  des  marches  rentrantes  régulières  complètes 

(do  soixante-quatre  sauts). 

Nous  n'aurons  plus  maintenant  aucune  difficulté  à  composer 
des  marches  rentrantes  complètes  de  soixante-quatre  cases.  Il  est 
d'abord  évident  qu'en  parcourant  successivement  les  quatre  marches 
partielles  et  opérant  les  soudures  de  marches  alternées  en  carré  et 
en  losange,  qui  sont  toujours  possibles,  soit  dans  le  môme  carré, 
soit  dans  le  carré  voisin  de  loute  case  terminale  de  l'une  des 
marches,  on  formera  une  marche  de  soixante-quatre  cases  con- 
tinue, quels  que  soient  les  sens  adoptés  dans  chaque  circuit  pour 
sa  description.  En  ménageant  convenablement  ce  sens,  on  conçoit 
qu'il  sera  possible  de  diriger  la  case  terminale  de  la  quatrième 
marche  dans  le  voisinage  de  la  case  d'entrée  de  la  première;  et  au 
besoin,  en  retournant  la  dernière  volte,  d'obtenir  la  fermeture,  les 
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deux  cases  étant  de  couleurs  différentes.  La  possibilité  d'obtenir 
une  marche  rentrante  n'est  donc  plus  douteuse;  mais  elle  de- 
viendra plus  précise  par  la  loi  de  formation  rationnelle  des  marches 
régulières. 

Supposons  désignés,  comme  dans  la  fig.  3,  les  quatre  types  de 
marches  élémentaires  A,  B,  C,  D. 

Fin-  S- 


* r 

_  * 2 


F_ 


1 


Nous  désirons  composer  une  marche  totale  dans  laquelle  les  seize 
cases  appartenant  au  même  type  de  voile  soient  réunies  en  une 
seule  marche  partielle  comprenant  le  quart  des  cases  de  l'échiquier 
uniformément  réparties  dans  les  quatre  quartiers,  sur  les  huit 
colonnes  et  sur  les  huit  bandes  de  l'échiquier,  telles  que  les 
marches  types  partielles  que  nous  avons  trouvées.  Nous  savons 
qu'il  en  existe  deux  groupes  qui  se  distinguent  par  la  couleur  de 
la  case  d'entrée  dans  les  quartiers  pour  un  même  sens  de  des- 
cription :  groupe  ABCD  et  groupe  A,  B,  C,  D, .  Les  cases  d'entrée 
dans  une  marche  continue  complète  étant  de  même  couleur  et  les 
cases  de  sortie  de  couleur  contraire,  et  de  plus  dans  le  retourne- 
ment des  marches  les  cases  de  sortie  et  d'entrée  se  permutant  l'une 
dans  l'autre,  il  est  dès  à  présent  évident  que,  si  l'on  veut  décrire  la 
marche  entière  sans  changer  de  sens,  on  devra  prendre  les  quatre 
marches  partielles  dans  le  même  groupe,  c'csl-à-dire  ABCD  en- 
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semble,  et  de  même  A,B{C|Dh  le  sens  adopté  pouvant  être  indif- 
féremment positif  dans  l'un  et  l'autre  groupe,  et  l'ordre  de  passage 
d'un  type  à  l'autre  restant  à  fixer  pour  obtenir  la  fermeture,  mais 
devant  toujours,  comme  il  a  été  déjà  établi,  alterner  les  types  en 
carré  et  les  types  en  losange. 

Si  l'on  veut  décrire  une  partie  de  la  marche  dans  un  sens  et 
une  partie  dans  l'autre,  on  devra,  toujours  pour  respecter  la  cou- 
leur d'entrée  dans  les  quartiers  que  l'on  ne  peut  modifier,  prendre 
dans  l'un  des  groupes  les  marches  types  que  l'on  désire  parcourir 
dans  un  sens  et  dans  l'autre  groupe  celles  à  parcourir  en  sens 
inverse.  Ainsi,  par  exemple,  on  pourra  prendre  A  et  B  avec  C,  et  D, , 
à  condition  que  le  sens  de  description  des  deux  premiers  types  et 
celui  des  deux  derniers  soient  contraires,  et  faire  toutes  les  combi- 
naisons possibles  entre  les  types  d'après  ces  principes,  ce  qui 
donne  a4  =  i6  combinaisons  possibles,  ou  trente-deux  marches 
régulières  à  éléments  par  marches  partielles  en  voltes  semblables 
de  seize  cases,  chacune  de  seize  circuits  pouvant  être  décrits  dans 
les  deux  sens  différents. 

L'étude  détaillée  d'une  de  ces  marches  ne  sera  pas  superflue 
pour  montrer  comment  les  marches  types  se  soudent  les  unes  aux 
autres  pour  parvenir  à  la  fermeture;  elle  nous  suggérera  de  plus 
la  formation  de  diagrammes  symboliques  pouvant  servir  égale- 
ment à  trouver  promptement  les  cases  d'entrée  et  de  sortie  de 
chacune  des  marches  partielles  dont  la  réunion  constitue  la  marche 
totale,  et  à  conserver  les  éléments  suffisant  à  la  reconstruction 
immédiate  de  celle-ci. 

Dans  ces  marches  régulières  totales,  les  quatre  types  devront 
être  décrits  successivement  sans  coupures  venant  enchevêtrer  une 
portion  de  marche  appartenant  à  un  type  dans  les  autres.  Nous 
savons  que,  pour  que  les  quatre  voltes  d'une  même  marche  se 
succèdent  ainsi  sans  interruption,  le  sens  de  la  marche  doit  être 
continu  pour  toutes  les  voltes  de  la  marche  partielle  et  le  même 
que  celui  qui  indique'l'ordre  de  visite  des  quartiers. 

La  marche  devant  être  rentrante,  le  point  de  départ  est  arbi- 
traire sur  l'échiquier  ;  nous  le  prendrons  dans  le  type  de  marche 
élémentaire  a  et  le  quartier  1.  Remarquons  d'abord  que,  si  la  case 
de  départ  était  l'angulaire  z  de  l'échiquier,  la  case  terminale  64 

serait  nécessairement  l'une  des  deux  seules  u  ou  r  en  communi- 

7  • 
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cation  avec  elle,  l'autre  étant  la  seconde  visitée  ;  par  suite,  pour  ne 
pas  couper  la  volte  en  deux  parties,  il  faudrait  rétrograder  jusqu'à 
la  case  de  soudure  de  la  marche  partielle  avec  la  précédente  de 
type  précédent. 

La  case  de  départ,  pour  décrire  sans  interruption  toute  la  marche 
de  type  déterminé,  sera  donc  nécessairement  l'une  des  trois  x,y,  u, 
autres  que  l'angulaire,  ce  qui  donne  quatre  modes  de  description 
de  la  volte,  xyzu,  yzux,  xuzyy  uzyx,  les  cases  reliées  à  l'angle 
n'admettant  qu'un  sens  de  parcours,  la  case  opposée  x  laissant 
le  choix  entre  les  deux. 

Choisissons  le  sens  dextrorsum  ;  le  sens  sinistrorsum ,  symé- 
trique par  rapport  aux  médianes,  ne  nécessitera  pas  d'étude  nou- 
velle. Il  y  a  donc  deux  débuts  de  marches  dextrorsum  à  étudier  : 

icr  début,  yzux,  voir  fig.  2,  Tableaux  A,  B,  C,  D; 
i*  début,  .Tjrzu,  voir  fig.  5,  Tableaux  Alf  Bi,  C|,  Dt. 

Première  marche  dextrorsum. 

Partant  de  la  case  j-  (ou  i  du  diagramme)  dans  le  quartier  I,  on 
aura  pour  16e  case  de  la  marche  la  case  xle  ce  type  partiel  con- 
tenue dans  le  quartier  IV  et  qui  se  relie  à  la  case  i ,  case  qui  peut 
être  déterminée  immédiatement  sans  développer  la  marche,  ainsi 
qu'il  sera  dit  pour  former  le  diagramme  symbolique  de  la  marche 
(fig.  4)-  Elle  correspond  à  x  par  centre  et  à  z  par  coulisses  (l). 

De  la  case  16  ou  z  du  quartier  IV,  case  terminale  de  la  marche 
type  A,  composée  des  voltesa,  avec  case  de  départ  blanche,  cou- 
leur de  y  du  quartier  I  dans  l'échiquier  pratique,  il  faut,  pour 
continuer  le  sens  dextrorsum  de  la  marche,  traverser  le  côté 
mitoyen  dans  le  sens  du  mouvement;  cette  condition  suffirait 
pour  fixer  la  case  17  de  départ  de  la  marche  suivante,  que  l'on 
savait  déjà  devoir  être  en  carré,  puisque  la  première  est  en  losange. 
La  position  de  la  case  16  ne  laisse  d'ailleurs  qu'une  case  de  marche 
différente  de  A  en  communication  avec  elle.  C'est  la  marche  B 


(')  Pour  désigner  les  cases  dans  chaque  quartier,  nous  les  supposerons  en  corré- 
lation par  coulisses  avec  les  diagrammes  orientés  a,  b%  r,  d  (fig.  3)  des  quatre  vol  tes 
types,  el  nous  les  distinguerons  par  la  lettre  de  la  case  dans  le  type  et  le  numéro  du 
quartier  qui  la  contient. 
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voisine,  puisque  le  passage  se  fait  sur  un  côté  mitoyen  horizontal. 
La  case  17  est  l'a  du  type  b  de  marche  en  carré  dans  le  quartier  I. 

La  3 2e  case,  case  de  fermeture  de  la  marche  B  dextrorsum,  se 
trouvera  en  répétant  le  raisonnement  déjà  fait  comme  case  de 
ladite  marche  b  dans  le  quartier  IV,  en  communication  avec  17 
du  quartier  I.  C'est  la  case  d  du  quartier  IV. 

Cherchons  maintenant  la  case  33  de  départ  de  la  troisième 
marche,  qui,  d'après  les  principes  posés,  doit  être  en  losange  et 
ne  peut  en  conséquence  être  formée  que  du  type  d.  Or,  dans  le 
quartier  I,  en  traversant  le  mur  mitoyen  dans  le  sens  du  mouve- 
ment, on  ne  trouve  point  de  case  en  communication  avjsc  3a,  et 
dans  le  IV*  quartier  lui-même  il  n'en  existe  qu'avec  la  marche  À 
déjà  parcourue.  Force  est  donc  de  pousser,  en  conservant  le  sens 
de  la  marche  jusqu'au  quartier  II,  où  Ton  trouve  la  case  m,  du 
type  en  losange  d,  seule  en  communication  avec  3a.  Ce  sera  donc 
elle  qui  devra  servir  d'entrée  33  à  la  troisième  marche  partielle  (*). 

De  même  que  ci-dessus,  on  voit  que  la  case  48,  dernière  de  la 
marche  partielle  du  système  d  {ou  D),  est  la  seule  de  ce  système 
et  dans  le  quartier  I,  précédant  II  dans  le  sens  de  la  marche,  en 
communication  avec  33.  La  case  q  du  quartier  I  sera  donc  la  case 
n°  48  de  sortie  de  la  troisième  marche  D,  en  losange. 

Dans  le  quartier  I,  la  case  p  du  type  non  encore  décrit  serait  en 
communication  avec  48  et  pourrait  servir  de  case  d'entrée,  mais 
elle  exigerait  que  la  marche  fûteontinuée  en  sens  inverse.  On  peut 
du  reste  s'assurer  qu'elle  se  fermerait  encore  d'elle-même  en 
décrivant  le  circuit  de  sens  sinistrorsum  et  aboutissant  au  64e  sta" 
tionnement  en  <t  du  quartier  I,  avec  coupure  de  la  volte  dans  ce 
quartier.  La  case  a  est  d'ailleurs  celle  que  nous  allons  encore 
trouver  pour  64e  de  la  marche  dextrorsum  cherchée.  Dans  le 
quartier  suivant,  passant  de  48  le  coté  mitoyen  dans  le  sens  de  la 
marche,  nous  trouvons  la  casep  du  type  c  en  communication  avec 
48  dans  le  quartier  II,  de  même  que  dans  le  quartier  I.  Ce  sera  la 
case  de  départ  49  de  la  quatrième  marche  en  carré  du  type  C. 

La  dernière  station  de  cette  marche  se  trouvera  dans  le  quartier 


('}  Ou  trouverait  encore  la  case  m  du  quartier  III;  mais  elle  obligerait  à  prendre 
la  marche  sinistrorsum  pour  le  circuit,  de  même  qu'on  aurait  rétrogradé  de  quartier 
par  rapport  a  la  première  direction  de  visite  adoptée. 
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précédent  1  et  en  communication  avec  4g,  en  a  que  nous  numé- 
roterons 64,  et  qui,  par  sa  communication  avec  y  du  même  quar- 
tier, origine  de  la  première  marche,  fait  rentrer  sur  elle-même  la 
marche  complète  dextrorsum  sur  les  64  cases  avec  case  blanche 
d'entrée  dans  toutes  les  voiles. 

Le  diagramme  symbolique  ci-dessous  résume  celte  marche.  On 
!e  compose  d'un  octogone  formé  par  les  quatre  résultantes  de 
quinze  sauts  empruntés  à  chaque  marche  partielle  type  et  les 
quatre  cotés  de  soudure.  Les  quatre  résultantes  étant  les  sauts 
supprimés  à  chaque  marche  pris  en  sens  inverse,  l'octogone  sym- 
bolique est  une  marche  réelle  de'huit  sauts  de  cavalier. 
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Si  nous  reportons  (comme  il  est  fait  sur  un  angle  du  diagramme 
symbolique)  sur  un  même  quartier  les  cases  correspondant  à 
celles  de  départ  dans  les  quatre  marches  partielles  types,  qui, 
réunies,  forment  la  marche  totale,  nous  trouvons  pour  la  première 
marche  dextrorsum  :  y,  a,  m,  p,  c'est-à-dire,  dans  les  trois  mar- 
ches partielles  succédant  à  la  première,  les  cases  de  chacun  des 
types  qui  touchent  à  celle  choisie  la  première  comme  case  de  dé- 
part, et  prises  dans  l'ordre  où  l'on  peut  former  un  circuit  continu 
(on  elliptique)  les  traversant  toutes  les  quatre  et  parcourant  le 
circuit  dans  le  sens  dextrorsum  ou  celui  de  la  marche. 

On  peut  au  moyen  de  ce  circuit  retrouver  la  marche  entière.  La 
loi  de  sa  formation  est  du  reste  générale,  comme  on  le  verra  dans 


—  138  — 

le  second  circuit  dextrorsum.  Si  l'on  formait  une  marche  totale 
composée  de  marches  partielles  les  unes  dans  un  sens,  les  autres 
dans  l'autre,  la  courbe  d'union  des  cases  d'entrée  se  composerait 
de  deux  arcs  se  tournant  le  dos  comme  les  branches  d'une  hyper- 
bole et  rappelant  ainsi  le  sens  discontinu  de  la  marche.  Nous  en 
donnerons  tout  à  l'heure  un  exemple. 

Deuxième  marche  dextrorsum. 

La  seconde  marche  dextrorsum  est  celle  que  définit  la  volte 
xyzu  et  pour  laquelle  les  cases  d'entrée  des  voltes  sont  noires  sur 
l'échiquier  orienté.  La.  fi  g.  4  en  donne  le  diagramme  symbolique 
et  la  courbe  d'union  des  origines  de  marches  partielles,  en  regard 
de  ceux  de  la  première  marche  ;  les  jig.  5  en  montrent  le  complet 
développement.  Pour  la  trouver,  il  suffît  de  composer  le  diagramme 
symbolique  par  la  série  des  raisonnements  pareils  à  ceux  qui  nous 
ont  fait  connaître  les  éléments  nécessaires  de  la  première  marche  ; 
nous  formons  ainsi  le  Tableau  suivant.  On  trouve  pour  : 

.     .  (La  case     i,  case   Y  du  type  élém.  a,  dans  le  quart.     I 

Marche  Ai...    {  ^  JU  .„ 

f 

Marche  Ct . . . 
Marche  Dl . . . 
Marche  Bt . . . 

Si  l'on  forme  la  courbe  d'union  des  cases  origines  des  quatre 
marches  types,  ce  sont  encore  les  quatre  les  plus  rapprochées  de 
x,  dans  le  diagramme  qui  les  figure  dans  le  même  quartier;  ils  se 
succèdent  dans  le  sens  du  mouvement  d'un  mobile  décrivant  la 
courbe  d'union  dans  le  même  sens  que  la  marche,  comme  il  a  été 
observé  pour  la  première  marche,  la  courbe  pouvant  se  fermer  de 
même.  D'une  manière  générale  les  marches  étudiées  se  composent 
des  quatre  marches  partielles  types  formées  par  la  réunion  des 
quatre  voiles  semblables,  se  succédant  dans  l'ordre  alternatif  de 
marches  en  voltes  losanges  et  voiles  carrées  qu'indique  l'ordre  des 
cases  de  départ  types  les  plus  rapprochées  de  la   case  d'origine 
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choisie  de  l'une  des  marches,  les  quatre  cases  étant  réunies  entre 
elles  par  un  trait  ou  anneau  continu,  parcouru  dans  le  même  sens 
que  celui  qui  est  commun  à  la  visite  des  quartiers  et  à  la  description 
des  voltes. 

Quant  au  diagramme  symbolique  relatant  les  cases  d'entrée  et  de 


Fig.  5. 
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sortie,  il  est  égal  comme  figure  géométrique  à  celui  de  la  première 
marche,  mais  orienté  rectangulairement  dans  la  seconde,  ce  qui 
nous  démontre  à  nouveau  que  les  deux  marches  n'en  font  qu'une 
seule  au  point  de  vue  géomélriqm 
des  couleurs. 


c'est-à-dire  abstraction  faite 


Daa  marches  «inistrorram. 

En  choisissant  convenablement  l'origine,  les  marches  sinistror- 
sum  ne  sont  évidemment  autres  que  les  marches  dextrorsum 
retournées,  soit  leurs  symétriques.  Nous  n'aurions  rien  à  en  dire  si 
nous  ne  voulions  insister  sur  l'emploi  du  diagramme  symbolique 
qui  rend  si  facile  la  combinaison  des  marches  partielles,  en  rédui- 
sant celles  qui  sont  connues  d'autre  part  à  leur  résultante  ;  nous 
nous  bornerons  à  donner  les  diagrammes  symboliques  des  deux 
marches  définies  par  les  voiles  xuzy  et  uzyx.  Ces  diagrammes  sont 
formés  en  reliant,  d'après  la  règle  exposée,  la  case  de  départ  de 
chaque  marche  partielle  type  à  celle  de  même  type  à  distance  de 
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cavalier  dans  le  quartier  voisin  vers  la  droite  (sens  opposé  au  mou- 
vement) pour  avoir  la  résultante  de  la  première  marche,  puis  reve- 
nant vers  la  gauche  (sens  du  mouvement]  à  la  case  possible  dans 
le  quartier  voisin  sur  la  gauche,  ou,  si  besoin  est,  dans  le  suivant. 
Cette  case  est  toujours  déterminée,  caria  résultante  d'une  marche 
et  le  côté  de  soudure  avec  la  marche  suivante  sont  nécessairement 
symétriques  par  rapport  à  la  direction  des  médianes  ou  des  diago- 
nales, et  des  lignes  ainsi  définies  une  seule  a  son  extrémité  dans  le 
quartier  où  doit  se  prendre  la  case  de  départ  de  la  marche  suivante. 


Les  trois  autres  marches  partielles  se  déterminent  par  la  même 
règle. 

On  remarquera  que  toutes  les  marches  partielles  types  sont  sy- 
métriques par  rapport  au  centre  de  l'échiquier  et  que,  par  suite, 
deux  cases  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier  sont, 
dans  toutes  les  marches  composées  de  marches  partielles  types, 
marquées  de  numéros  de  station  différant  de  huit  unités. 

Les  marches  sinistrorsum  sont,  de  même  que  les  marches  dex- 
trorsum,  représentées  par  l'anneau  d'union  des  cases  d'entrée  dans 
chaque  marche  que  rencontre  successivement  le  mobile  décrivant 
l'anneau  dans  le  sens  de  la  marche. 

Quant  aux  diagrammes  symboliques,  ils  sont  symétriques  de 
ceux  des  marches  dextrorsum  par  rapport  à  la  médiane  verticale 
pour  les  deux  premières  de  chaque  nom,  par  rapport  à  la  médiane 
horizontale  pour  les  secondes;  cela  devait  être  prévu,  les  deux 
marches  ayant  ces  axes  de  symétrie  relative.  Quant  aux  numéros 
des  cases  symétriques,  ils  diffèrent  de  3a,  nombre  de  cases  de  deux 
marches  complètes,  en  raison  de  la  permutation  qui  se  produit  dans 
la  symétrie  linéaire  entre  les  marches  losanges  d'une  part  et  les 
marches  carrées  d'autre  part,  distantes  de  3a  sauts. 

Marches  régulières  avec  changement  de  sens. 

Nous  avons  vu  qu'il  pouvait  être  formé  3a  marches  régulières 
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avec  les  diverses  combinai  son  *  des  sens  de  marches  partielles  ;  nous 


ne  donnerons  ici  que  le  diagramme  symbolique  et  la  courbe  d'u 
des  cases  de  dépari  des  deux  marches  rentrantes  : 
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On  remarquera  que  la  courbe  d'u 
dans  l'un  et  dans  l'autre. 


i  est  du  genre  hyperbole 


Marches  régulières  entrecoupées. 

Les  principes  établis  précédemment  ont  donné  immédiatement 
les  marches  régulières  à  rotation  continue;  par  l'étude  du  dia- 
gramme symbolique  convenable,  ils  serviraient  à  déterminer  les 
marches  plus  compliquées,  composées  de  marches  types  entières, 
ou  fractionnées,  parcourues  dans  des  sens  divers.  Nous  ne  nous 
étendrons  pas  davantage  sur  un  sujet  qui  serait  long  à  épuiser, 
mais  qui  est  déjà  convenablement  élucidé;  mais  l'étude  des  marches 
régulières  resterait  incomplète  si  nous  passions  complètement  sous 
silence  celles  de  ces  marches  composées  de  portions  de  marches 
types  entrecoupées  de  telle  sorte  que  les  deux  moitiés  de  la  marche 
totale  soient  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier, 
comme  le  sont  entre  elles  les  deux  moitiés  d'une  marche  partielle 
type.  La  clef  de  ces  études  nous  est  donnée  par  la  substitution  à  une 
marche  de  sa  résultante  et  l'application  des  deux  théorèmes  évi- 
dents ci-après  : 
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Théorème  I.  —  Etant  donné  un  certain  nombre  de  marches 

rentrantes  comprenant  entre  elles  toutes  les  cases  de  l'échiquier, 

sans  qu'une  seule  case  fasse  partie  de  deux  marches,  si  l'on  peut 

former  une  marche  rentrante  d'un  certain  nombre  de  sauts  en 

Fig.  8. 


empruntant  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  à  chacune  des  marches 
une  portion  de  son  parcours  et  les  reliant  par  un  seul  saut  de  sou- 
dure, les  portions  laissées  de  côté  dans  chaque  marche  formeront 
aussi  une  marche  rentrante  dans  laquelle  les  portions  apporte' 
nant  aux  mêmes  marches  se  succéderont  dans  le  même  ordre, 
mais  seront  parcourues  en  sens  inverse  si  les  sauts  de  soudure  sont 
exécutés  dans  le  même  sens. 

Comme  cas  particulier,  si  dans  une  marche  rentrante  on  rem- 
place un  certain  nombre  de  ses  côtés  par  de9  marches  à  cases  dis- 
tinctes de  la  marche  et  qui  les  admettent  comme  résultantes,  on 
obtiendra  une  marche  rentrante. 

Si  les  marches  substituées  aux  côtés  supprimés  au  polygone  ren- 
trant primitif  comprennent  avec  les  côtés  restants  toutes  les  cases 
de  l'échiquier,  on  aura  composé  une  des  marches  rentrantes  com- 
plètes de  64  sauts  du  cavalier  sur  l'échiquier. 

Théorème  II.  —  Si  deux  séries  de  cases  présentent  une  symé- 
trie quelconque  éléments  par  éléments,  et  que  la  dernière  case  de 
la  marche  non  rentrante  constituée  par  la  première  série  soit  à 
distance  de  saut  de  cavalier  de  la  première  marche  de  Vautre, 
il  en  sera  réciproquement  de  même  de  la  dernière  case  de  la 
seconde  marche  et  de  la  première  case  de  la  première  marche  ;  les 
deux  marches  réunies  formeront  par  suite  une  marche  rentrante. 
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Marches  rentrantes  dédoublées  par  demi-échiquier. 

Corollaire.  —  On  formera  ainsi  une  marche  rentrante  complète 
si  Ton  comprend  toutes  les  cases  de  deux  quartiers  de  l'échiquier 
dans  une  marche  de  3a  sauts  telle  que  la  case  d'arrivée,  32e,  soit 
en  communication  avec  la  case  extérieure  qui  doit  être  considérée 
comme  symétrique  de  la  case  de  départ  i ,  suivant  le  mode  de  sy- 
métrie possible  devant  exister  entre  la  portion  parcourue  et  celle 
laissée  vide  sur  l'échiquier. 

Étant  donné  l'ensemble  de  deux  quartiers  de  l'échiquier,  ils  for- 
meront, suivant  qu'ils  seront  adjacents  ou  opposés,  un  système  sy- 
métrique des  deux  autres,  dans  le  premier  cas  à  volonté  par  centre 
ou  par  axe,  dans  le  second  par  axe  seulement.  Or  les  cases  de  dé- 
part, étant  nécessairement  de  même  couleur,  ne  peuvent  se  corres- 
pondre que  par  symétrie  par  rapport  au  centre,  et  non  aux  axes,  de 
l'échiquier  ;  on  devra  accoler,  pour  les  parcourir  en  entier  d'une 
course  continue  deux  quartiers  adjacents,  c'est-à-dire  I  et  II,  ayant 
III  et  IV  pour  correspondants  symétriques,  ou  I  et  IV,  çlont  Jes 
correspondants  par  symétrie  seront  III  et  II.  Cela  posé,  le  côté  de 
60ii dure  doit  être  à  cheval  sur  la  médiane  de  l'échiquier  limite 
commune  des  deux  groupes,  et  par  conséquent  les  cases  de  départ 
et  d'arrivée  i  et  3a  ne  sauraient  être  extérieures  à  la  bande  de  deux 
cases  de  largeur  voisine  de  cette  médiane.  On  voit  de  plus  immé- 
diatement que  les  deux  cases  ne  sauraient  être  à  la  fois  sur  la 
tranche  de  cases  non  contiguë  à  la  frontière  et  qu'une  au  moins 
doit  être  sur  la  frontière  même  ;  nous  supposerons  que  c'est  la 
case  de  départ,  ce  qui  s'obtiendrait  par  retournement  de  la  marche 
dans  le  cas  où  elle  serait  case  d'arrivée.  Il  suffit  en  outre  d'étudier 
l'accolement  de  deux  quartiers  déterminés,  I  et  II  par  exemple, 
l'autre  s'en  déduisant  par  symétrie  axile. 

Quelques  essais  suffisent  à  se  convaincre  que  les  marches  en 
vol  tes  doivent  être,  en  raison  du  rapprochement  des  quatre  angles, 
décrites  sans  interruption  dans  leur  intégrité,  sous  peine  de 
ne  pouvoir  relier  à  la  portion  ultérieure  de  la  marche  les  cases 
omises  de  ces  voltes  sans  s'exposer  à  un  arrêt  immédiat. 

Nous  pouvons  choisir  le  quartier  I  pour  celui  de  départ,  le  dé- 
part dans  le  quartier  II  s'en  déduisant  par  symétrie  axile.  Il  n'y  a 
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donc  que  quatre  cases  de  départ  à  considérer,  celles  de  la  tranche 
inférieure  du  quartier  I.  L'étude  se  fera  par  diagramme  symbolique, 
en  représentant  chaque  volte  par  sa  résultante  et  traçant  son  côté 
de  soudure  avec  la  suivante,  ce  qui  réduit  à  16  le  nombre  de  côtés 
du  diagramme  symbolique.  On  formera  aisément  des  marches 
issues  de  chacune  des  cases  .r,  a,  [x,  m;  mais  elles  viendront  toutes 
se  terminer  également  sur  la  tranche  inférieure  aux  diverses  cases 
en  communication  avec  la  symétrique  de  la  case  de  départ  par  rap- 
port au  centre  de  l'échiquier. 

Il  n'y  a  donc  sur  la  seconde  tranche  de  case  de  départ  ni  d'arri- 
vée possible.  Nous  signalons  ce  fait  au  lecteur  en  avouant  que  la 
raison  théorique  nous  en  a  échappé;  mais  la  démonstration  empi- 
rique n'en  est  ni  longue  ni  difficile  :  il  suffit  de  prendre  successi- 
vement les  quatre  cases  de  la  seconde  tranche  comme  cases  de 
départ  et  l'on  s'aperçoit  bien  vite  que  Tonne  peut  par  voltes  com- 
plètes remplira  partir  d'elles,  d'un  circuit  continu,  que  les  seize 
cases  appartenant  à  deux  systèmesde  voltes,  l'une  en  carré  et  l'autre 
en  losange. 

Les  éléments  en  voltes  permettront  de  trouver  ainsi,  avec  un 
travail  peu  considérable  de  tâtonnements,  des  marches  régulières 
satisfaisant  aux  conditions  voulues.  Quelle  que  soit  la  case  d'en- 
trée dans  une  volte,  on  peut  en  effet  choisir  le  sens  de  sa  descrip- 
tion, puisqu'elle  est  rentrante,  et  par  suite  la  terminer  sur  une  case 
voisine  de  la  frontière  ;  la  couleur  se  réglant  d'elle-même  en  rai- 
son du  nombre  de  sauts,  on  comprend  que  toutes  les  marches  de 
3a  sauts  obtenues  par  ce  procédé  se  ramèneront  à  la  condition 
exigée  par  de  légères  modifications,  si  elles  n'ont  pas  été  du  pre- 
mier coup  entièrement  satisfaisantes.  Nous  signalerons  comme 
exemple  la  marche  dextrorsum 

*,i(Afc),  n(A,c),  i(d,b;,  ii(d,  b), 

c'est-à-dire  «commençant  à  la  case  x  du  premier  quartier,  et  décri- 
vant successivement  dans  le  sens  positif  les  voltes  A  et  C  dans  le 
quartier  I,  A  et  C  dans  le  quartier  II,  puis  D  et  B  dans  le  quar 
lier  I,  et  enfin  D  et  B  dans  le  quartier  D.  La  case  de  départ  est  la 
case  x  ou  4  de  la  marche  A;  la  case  d'arrivée,  3u%  est  la  case  a3, 
marche  B,  quartier  II,  en  communication  avec  12,  symétrique  cen- 
trale dans  le  quartier  IV  (marche  A)  de  la  case  de  départ.  La 
vin.  10 
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marche  symétrique  au  centre  débutant  à  la  case  fa  se  terminera  à 
la  case  3i,  marche  B  (quartier  IV),  en  communication  avec  4 
(marche  A),  case  origine.  La  réunion  des  deux  marches  symé- 
triques donne  donc  une  marche  totale  rentrante. 

Autres  exemples  ;  marches  de  sens  variés  dans  l'indication  des- 
quelles le  signe  4-  ou  —  précédant  une  suite  de  voltes  désignées 
comme  ci-dessus  indique  le  sens  de  la  marche  des  voltes  comprises 
depuis  ce  signe  jusqu'au  suivant  r 

2e  marche  a,  B  (I,  II)  —  D  (I,  II)  —  II,  C  -h  II,  A  -+-  I  (C,  A), 

partant  de  la  seconde  case  à  partir  du  centre  pour  aboutir  à  la  pre- 
mière dans  le  même  quartier;  suivant  les  voltes  décrites  de  sens 
positif,  Bdans  les  quartiers  successifs  I  et  II  ;  puis  D  dans  le  sens 
négatif  d'abord  dans  le  quartier  I,  puis  dans  le  quartier  II;  C  dans 
le  sens  négatif,  quartier  II  ;  A  dans  le  quartier  II,  sens  positif;  en- 
fin C  et  A  dans  le  quartier  I  et  le  sens  positif. 

3e  marche  m,  D  (I,  II)  -+-  B  (II,  I)  4-  A  (I  —  II)  ■+■'  C  (I,  II), 

de  la  4e  case  à  partir  du  centre  sur  l'horizontale  à  la 3e  dans  l'autre 
quartier. 

Les  diagrammes  complets  ou  symboliques  seront  formés  sans 
peine;  nous  ne  les  donnerons  point,  pour  ne  pas  augmenter  inuti- 
lement le  nombre  des  figures. 

* 

Marches  spirales  sur  la  circonférence  et  le  centre. 

Signalons  maintenant  une  marche,  ou  plutôt  un  type  de  mar- 
ches, régulière,  fort  belle,  formant  une  spirale  continue  à  spires 
décrites  alternativement  sur  le  pourtour  ou  circonférence  de  l'échi- 
quier et  sur  le  centre  ou  quartier  central.  Cette  marche  nous  a 
été  inspirée  parle  désir  de  marier  l'idée  géométrique  de  régularité 
symétrique  des  éléments  à  combiner  avec  la  tendance  naturelle  à 
tout  joueur  d'échecs  étranger  à  la  science  de  diriger  ses  tâtonne- 
ments en  longeant  le  plus  longtemps  possible  le  contour  de  l'échi- 
quier. Elle  dérive  du  reste  très  simplement  de  nos  types  de 
marches  en  voltes,  groupés  en  deux  systèmes  d'après  la  couleur.de 
la  case  d'entrée. 

Si  Ton    isole    sur  l'échiquier  la  partie  centrale  de    dimension 
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égale  à  un  quartier,  c'est-à-dire  le  quartier  doublement  dérivé  des 
quatre,  l'échiquier  sera  divisé  en  un  quartier  central  de  quatre 
cases  de  côté  et  un  cadre  de  deux  cases  de  largeur.  Le  carré  central 
sera  formé  de  la  case  la  plus  rapprochée  du  centre  dans  les  1 6  voltes, 
et  le  pourtour  formant  cadre  renfermera  les  trois  cases  éloignées 
de  toutes  ces  voltes. 

Cela  posé,  considérons  sur  Tune  des  marches  types  quelconques 
deux  cases  en  communication  par  saut  de  cavalier  à  cheval  sur  la 
limite  des  deux  régions,  c'est-à-dire  dont  Tune  soit  intérieure  au 
carré  central,  l'autre  extérieure  ;  elle  sera  la  ligne  de  fermeture 
d'une  marche  rentrante  dans  laquelle  les  12  cases  de  pourtour 
forment  un  premier  circuit  extérieur  parcouru  dans  un  sens  déter- 
miné, le  second  circuit  intérieur  composé  des  quatre  cases  du  quar- 
tier central  étant  parcouru,  postérieurement  dans  le  sens  opposé. 
Il  sera,  dès  lors,  facile  de  former  des  marches  rentrantes  totales 
composées  avec  ces  nau¥eaux  types  de  marches  rentrantes,  par- 
tielles comme  on  l'avait  déjà  fait  avec  les  types  primitifs. 

L'étude  empirique,  extrêmement  prompte  et  facile,  se  réduira, 
comme  pour  les  marches  partielles  en  voltes  à  l'établissement  d'un 
polygone  de  huitcôtés  formé  alternativement  de  la  résultante  d'une 
marche  partielle  rentrante  du  nouveau  type  .en  spirale  et.de  sa 
ligne  de  soudure  à  la  marche  suivante.  Ces  soudures  sont  évidem- 
ment réglées  par  les  mêmes  conditions  que  précédemment.  Sans 
entrer  dans  de  plus  grands  détails,  nous  nous  bornerons  à  un 
exemple  dont  la  fig.  9  ci-après  donne  la  représentation  des  élé- 
ments et  le  diagramme  symbolique. 

Prenons  le  type  a  (ou  A  modifié  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit),  et 
conservons  les  cases  extrêmes;  le  pourtour  sera  parcouru  de  gauche 
à  droite,  puis  le  carré  central  de  droite  à  gauche,  ce  que  nous  dé*- 
signerons  par  la  notation  expressive  -f-  A  —  a  ;  la  partie  extérieure 
du  type  étant  représentée  par  la  lettre  majuscule  et  la  partie  inté- 
rieure par  la  minuscule,  le  signe  qui  précède  désignant  le  sens  de 
la  description.  Représentant  de  même  par  B,  (3;  T,  y;  A,  S  les 
portions  extérieures  et  intérieures  des  types  en  spirale  modifiés  de 
.B,  C,  D,  et  sans  se  préoccuper  bien  entendu  des  points  de  départr 
qui  s'imposent  d'eux-mêmes,  on  formera  sans  peine  la  marche 
complète  en  spirale  la  plus  régulière,  commençant  à  la  case  if 

1  A  —  «  —  B  -h  £  —  D  +  à-f-r-  Vr 


dans  laquelle  chaque  marche  partielle  spirale  type  est  décrite 
d'un  seul  parcours,  la  spirale  extérieure  la  première,  la  spirale 
intérieure  postérieurement  avec  rebroussement  entre  les  deux. 
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On  remarquera  que  les  spires  a,  $,  y,  5  se  confondent  avec  les 
voiles  d,  c,  b,  a  du  type  conjugué  dans  les  marches  en  voiles  du 
type  qui  fournit  la  marche.  Comme  pour  les  fonctions  périodiques 
la  dérivation  double  reproduit  la  quantité  primitive,  identique  ici. 
dans  deux  directions  opposées,  en  raison  même  de  sa  symétrie 
centrale  relativement  à  elle-même. 

On  remarque  que,  pour  obtenir  des  marches  partielles  de  deux 
spires,    l'une   intérieure,    l'autre    extérieure,  rentrantes,    on  doit 
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admettre  un  rebrou ssem en t  (changement  de  sens  de  parcours) 
entre  la  spire  extérieure  et  la  spire  intérieure;  cette  condition 
étant  supprimée,  on  obtient  des  marches  de  deux  spirales  exté- 
rieure et  intérieure  sans  rebrousseraent  intermédiaire,  qui,  bien 
que  n'étant  pas  rentrantes  sur  elles-mêmes,  pourront  néanmoins 
entrer  dans  la  composition  d'une  marche  totale  rentrante.  Ainsi  la 
marche  rentrante 

IÀ  —  a  —  B  —  j3  —  A-iî  +  r  +  y 

n'a  que  deux  rebroussemeuts,  l'im  entre  les  deux  spires  d'une 
même  marche  spirale  partielle,  l'autre  entre  deux  marches  par- 
tielles, le  nombre  des  rebroussemçnts  étant  toujours  pair. 

Enfin  on  peut  obtenir  une  marche  totale  en  6pirale  sans  rebrous- 
sement,  telle  que  la  marche  dextrorsum 

6  17        41      .  M 

A  «  B  P  A  $  T  y, 

IV        tl         46        «1 

dans  la  notation  de  laquelle  la  case  d'entrée  dans  une  marche  est 
indiquée  au-dessous  et  la  case  de  sortie  au-dessus  de  la  lettre  indi- 
catrice de  sa  spire  (  *  ).  La  marche  sinistrorsum  sur  le  même  circuit 

se  noterait 

—  yTcÎApBaA     ou     aAyT^A^B, 

en  en  réduisant  la  notation  aux  indications  indispensables;  on 
comprend  en  effet  que  la  case  de  départ  doit  être  indiquée,  puisque 
la  portion  extérieure  et  la  portion  intérieure  de  la  marche  par- 
tielle en  voltes  mère  peuvent  se  souder  dans  l'un  quelconque  des 
quartiers  de  l'échiquier  et  de  deux  manières  dans  chacun,  don- 
nant ainsi  naissance  à  huit  marches  spirales  partielles,  spires 
externe  et  interne  de  même  sens,  et  à  autant  de  marches  spirales 
partielles  à  rebroussement  ou  spires  interne  et  externe  de  sens 
inverses;  quatre  seulement  de  ces  dernières  sont  rentrantes  sur 
elles-mêmes. 


('  )  Les  numéros  des  cases  se  rapportent  à  ceux  de  \*fig*  2  (types  A,  B,  C,  D),  bases 
de  tous  les  autres.  Il  en  sera  ainsi  toutes  les  fois  qu'il  n'y  aura  pas  mention  con- 
traire. 
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La/îg.  10  donne  le  diagramme  symbolique  et  le  développement 
de  ta  marche  spirale  à  sens  continu  dextrorsum  signalée  la  der- 
nière. 

F,B.  10. 
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Observation  pratique.  —  Pour  arriver  très  promptement  et 
quasi  sans  travail  à  la  composition  des  diverses  marches  fort 
nombreuses  que  l'on  peut  composer  avec  les  éléments  étudiés,  il 
est  bonde  s'aider  de  quatre  diagrammes  représentant  développées 
et  séparément  les  quatre  types  primitifs  en  voltes,  avec  une  ligne 
de  démarcation  entre  le  quartier  central  et  le  pourtour,  ainsi  que 
les  médianes  divisant  l'échiquier  en  ses  quatre  quartiers,  ou  bien 
de  les  noter  sur  un  même  diagramme  en  coloriant  de  quatre 
teintes  différentes  les  cases  appartenant  à  chacune  de  ces  marches, 
et  dessinant  par  un  filet  les  deux  médianes  et  le  carré  central.  Par 
ce  procédé  extrêmement  simple  et  commode,  les  résultantes  de 
marches  ou  de  portions  de  marches  sautent  immédiatement  aux 
yeux,  et  les  tâtonnements  qu'exige  la  composition  des  dia- 
grammes symboliques  se  réduisent  à  presque  rien,  en  même  temps 
que  les  erreurs  provenant  d'une  inadvertance  seront  presque  abso- 
lument évitées.  Ces  mêmes  diagrammes  serviront  pour  composer 
les  marches  spirales,  cl  les  cases  de  l'échiquier  pourront  toujours 
être  désignées  par  le  numéro  d'ordre  de  passage  du  cavalier  dans 
la  première  marche  régulière  dextrorsum  trouvée  que  portent  les 
diagrammes  de  \»Jig.  a. 

Remarque.  —  La  marche  spirale  dextrorsum  à   sens  continu 
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donne  lieu  à  quelques  remarques  intéressantes  par  comparaison 
avec  la  première  marche  spirale  donnée,  qui  possédait  un  rebrous- 
sement  entre  chaque  spire.  Pour  les  marches  de  sens  continu,  les 
points  de  passage  ont  lieu  dans  la  description  dextrorsum  de  la 
spirale  intérieure  d'une  marche  partielle  à  la  spirale  extérieure  de 
la  marche  suivante,  et  suivant  une  marche  de  trois  cases  en  ligne 
droite,  c'est-à-dire  que  la  ligne  de  soudure  est  le  prolongement  en 
ligne  droite  du  dernier  saut  dans  la  marche  intérieure.  C'est  en 
réalité  une  inflexion  double  remplaçant  deux  changements  de  sens 
successifs  dans  la  courbure  de  la  spirale,  existant  dans  la  première 
en  ses  points  de  rebroussement.  Les  quatre  inflexions  sont,  dans 
les  quatre  directions  différentes,  perpendiculaires  deux  à  deux, 
que  prennent  les  huit  pas  de  cavalier,  et  leurs  tangentes  s'inclinent 
successivement  dans  le  sens  de  la  rotation. 

4 

I 

% 

Solution  condensée  en  nébuleuse,  ou  carrousel  du  cavalier. 

Une  dernière  solution,  également  fort  curieuse,  est  celle  où  l'on 
cherche  à  remplir  le  plus  possible  de  cases  consécutives  dans  le 
carré  central.  On  reconnaît  immédiatement  que  ce  nombre 
maximum  sera  de  12  en  pénétrant  dans  le  carré  par  un  angle  et 
en  sortant  par  l'un  des  angles  adjacents.  Cette  solution,  décrite 
dans  les  quatre  diagrammes  ci-joints  (Jîg*  n),  emprunte  aux 
marches  spirales  leurs  éléments  extérieurs.  On  remarquera  que 
les  deux  marches  qui  contiennent  les  angles  de  l'échiquier,  déri- 
vées de  A  et  A,  se  succèdent  l'une  à  l'autre  par  l'intermédiaire 
d'une  soudure  formée  de  la  yolte  carrée  qui  reste  encore  à  décrire* 
dans  le  carré  central.  A  proprement  parler,  cette  solution  se  com- 
pose de  six  marches  partielles,  soit,  en  commençant  par  le  qua- 
trième diagramme  54,  55,  ...  et  continuant  par  les  premier, 
deuxième  et  troisième  diagrammes  :  deux  marches  circulaires  exté- 
rieures simples  de  douze  cases  chacune,  uniformémentréparties  entre 
les  quartiers,  se  succédant  par  l'intermédiaire  d'une  nébuleuse  cen- 
trale de  douze  cas*es  également;  enfin  deux  marches  circulaires 
extérieures  faussées  chacune  en  deux  des  angles  opposés  de  l'échi- 
quier par  un  saillant,  ces  deux  marches,  de  douze  cases  chacune, 
unies  par  la  petite  couronne  intérieure  de  quatre  marches. 

Dans  la  marche  notée,  il  y  a  changement  de  sens  d'une  marche 


à  l'autre  lorsque  le  cavalier  traverse  de  dehors  en  dedans  la  limite 
entre  le  pourtour  et  le  carré  central.  D'autres  marches  de  compo- 
sition analogue  présenteront  au  contraire  le  changement  de  sens 
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dans  la  marche  lorsque  le  cavalier  franchira  la  limite  de  dedans 
en  dehors. 

Cette  marche,  qui  offre  une  succession  de.  figures  d'une  grâce 
particulière,  pourrait  être  désignée  sous  le  nom  de  carrousel  du 
cavalier  et  rappelle  très  fidèlement  la  figure  du  carrousel  qui  est 
connue  en  équitalion  sous  le  nom  de  la  mêlée, 

La  combinaison  des  éléments  de  celte  marche,  diversement 
groupés  et  orientés,  peut  fournir  d'autres  marches  dessinant  de 
même  les  diverses  phases  de  la  mêlée  du  carrousel,  alors  que  les 
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marches  en  voiles,  les  demi-échiquiers  successifs  et  les  spirales 
ne  sont  encore  que  différentes  figures  également  décrites  par  les 
quadrilles  d'écuyers. 

On  peut  de  la  marche  précédente,  et  en  groupant  ses  éléments 
successifs,  déduire  la  suivante  (chiffres  des  derniers  diagrammes), 


1    ,   .     .     «   f        M   Jij        \J  I   y    .     •    •     ,      \J  Je  f         2iyJ y    .     .     *  ,      %32y        21  |    «     ■     •   f      22, 

dans  laquelle  les  polygones  formant  les  quatre  groupes  inter- 
rompus sont  décrits  les  deux  impairs  dans  le  sens  du  diagramme, 
les  deux  pairs  en  sens  inverse. 


Observations  générales.  . 

Étant  donnée  une  marche,  rentrante  ou  non  sur  l'échiquier,  on 
en  déduit  de  même  nature  : 

i°  Une  symétrique  par  rapport  à  la  médiane  verticale; 

a°  Une  symétrique  par  rapport  à  la  médiane  horizontale  ; 

3°  Une  symétrique  par  rapport  au  centre,  symétrique  de  cha- 
cune des  précédentes  par  rapport  à  Taxe  différent  de  celui  qui  lui 
a  donné  naissance. 

Cette  série  de  quatre  se  double  encore  par  les  séries  qui  leur 
sont  symétriques  par  rapport  aux  diagonales,  ce  qui  porte  à  huit 
le  nombre  des  marches  irrégulières  se  correspondant  par  symé- 
trie. 

Chaque  marche  peut,  en  outre,  être  parcourue  dans  les  deux 
sens  contraires,  et  Ton  a  définitivement  un  nombre  de  seize 
marches  pour  lesquelles  les  cases  homologues  sont  parcourues  dans 
le  même  ordre  ou  en  ordre  inverse. 

Ces  seize  marches,  si  elles  sont  rentrantes,  donnent  lieu  à 
16.64  =  2,0=  1024  marches  différentes  entre  elles  par  l'orienta- 
tion, le  sens,  ou  la  case  de  départ,  qui  est  arbitraire  sur  l'échi- 
quier, mais  que  Ton  peut  considérer  comme  appartenant  à  un  type 
unique  et  ne  formant  en  réalité  qu'une  solution  distincte  du  pro- 
blème. 

Lorsqu'une  marche  possède  une  ou  plusieurs  symétries  sur  elle- 
même,  le  nombre  des  marches  qui  s'en  déduit  doit  être  divisé  par 
autant  de  fois  le  facteur  2  qu'il  existe  de  symétries. 
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Par  exemple,  dans  les  marehes  régulières  étudiées,  les  types 
élémentaires  sont  tous  symétriques  d'eux-mêmes  par  rapport  au 
centre  ;  les  deux  types  en  losange  sont  symétriques  l'un  de  l'autre 
par  rapport  à  l'axe  horizontal  ainsi  qu'à  Taxe  vertical,  et  de 
même  les  deux  types  en  carré.  Les  trois  premières  symétries  ne 
donnent  point  de  multiplication  de  marche,  et  la  symétrie  diago- 
nale seule  reste  pour  en  doubler  le  nombre,  car  elle  existe  dans  la 
marche  même  pour  les  marches  losanges  et  d'une  marche  à  l'autre 
pour  les  carrés.  Les  marches  que  Ton  composera  avec  les  types  ré- 
guliers entiers  par  l'interversion  d'ordre  et  de  sens  dans  les  mar- 
ches se  doubleront  simplement  par  la  symétrie  diagonale  et  don- 
neront lieu  à  quatre  marches  seulement,  deux  dans  un  sens  et  deux 
dans  l'autre,  soit  deux  cent  cinquante-six  en  tout,  avec  les  change- 
ments d'origine  pour  les  marches  rentrantes. 

La  symétrie  parrapport  au  centre  respecte  le  sens  de  la  marche; 
celle  par  rapport  aux  axes  la  change  de  signe,  et  par  conséquent 
change  également  la  couleur  d'entrée  dans  les  quartiers  ;  lès  lignes 
de  soudure  se  changent  également  en  leurs  symétriques  par  rap- 
port à  l'axe  de  symétrie.  Les  quartiers  sont  également  permutés  ' 
entre  symétriques  par  rapport  audit  axe,  ce  qui  renverse  l'ordre  de 
visite. 

Si  pour  rétablir  le  sens  de  description,  indépendant  du  circuit 
sur  lequel  oa  l'exécute  et  arbitraire,  on  renverse  la  marche  symé- 
trique" de  la  première,  la  nouvelle  permutation  entre  les  cases  d'en- 
trée  et  de  sortie  rétablit  la  couleur  primitive  de  ces  cases,  mais 
laisse  le  passage  s'effectuer  sur  les  lignes  de  soudure  symétriques 
des  premières.  Toutes  ces  modifications  reviennent,  suivant  l'axe 
de  symétrie  choisi,  à  des  permutations  faciles  à  trouver  entre  les 
types  en  losange,  et  de  même  entre  les  types  en  carré,  avec  modi- 
fications dans  les  quartiers  de  début  de  certaines  marches.  A  ce 
sujet  on  se  souviendra,  pour  l'indication  des  marches  obtenues 
par  symétrie  d'une  marche  connue,  que  les  types  A  et  A{  ne  diffè- 
rent que  par  une  rotation  d'un  quadrant,  c'est-à-dire  une  permu- 
tation tournante  dans  les  quartiers  de  voisin  à  voisin,  et  qu'il  en 
est  de  même  entre  les  types  B  et  B4,  les  types  G  et  Ct  et  les  types 
DetD,. 

Par  symétrie  suivant  les  diagonales,  les  types  en  losange  sont 
maintenus,  les  types  en  carré  échangés  ;  la  symétrie  par  rapport 
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aux  médianes  permute  au  contraire  à  la  fois  les  deux  types  en  lo- 
sange, ainsi  que  les  deux  types  en  carré. 

Comme  exemple,  prenons  la  marche  rentrante  désignée  par  les 
voiles  qu'elle  emprunte  à  chaque  marche  partielle  (types  sans  in- 
dices pour  les  numéros  )  : 

B(I,II)  —  D(IfII)+£(I  —  II)  +  A  (M, IV). 

17  47  61  9 

Formons  sa  syméirique  par  rapport  à  la  diagonale  gauche,  com- 
mune aux  quartiers  impairs  :  .<••,'. 

60  41  81  0 

—  C(I,IV)-+-D(I,IV)-B(I  —  IV)  —  A(IIItlI); 

61  «S  17  11 

le  sens  de  toutes  les  marches  est  renversé,  les  types  losanges  sont 
conservés,  les  types  en  carrés  permutés;  enfin  les  quartiers  impairs 
traversés  par  la  diagonale  axe  de  symétrie  conservée,  et  {es  quar-, 
tiers  pairs  en  dehors  de  la  diagonale  axe  permutés. 

Si  nous  retournons  la  marche  pour  lui  rendre  le  sens  primitif 
général,  nous  obtiendrons  : 

C(IY,I)  +  A(II,1II)  —  B(iV  -  I)  — D(IV,I). 

60  6  SJ  44 

v       » 

Nous  n'avons  pas  voulu  distinguer  dans  ce  qui  précède  les 
marches  similaires  avec  ou  sans  indice,  à  cause  des  numéros  d'en- 
trée et  de  sortie,  que  nous  tenions  à  indiquer  pour  faciliter  la  véri- 
fication au  lecteur,  et  qui  ne  pouvaient,  sous  peine,  de  compliquer  et 
embrouiller  les  séries,  être  empruntés  tantôt  aux  diagrammes  de  la 
fig.  a,  tantôt  à  ceux  de  \&fig.  5.  L'écriture  serait  plus  correcte 
en  inscrivant  pour  la  première  des  trois  marches 

(de  1 7  )  B  ( I,  II )  -  D,  ( I,  II)  -+-  C  (I  -  II  )  -f-  A  ( III,  IV)  (h  16), 

pour  la  seconde 
(de  20)  —  d  (I,  IV)  -f-  D  (I,  IV)  —  B,  (I  —  IV)  -  À,  (HI,  II)  (à  5), 

où  l'on  reconnaît  toutes  les  règles  de  transformation  par  symétrie: 
changements  de  sens,  permutations  de  quartiers  avec  indice  et 
sans  indice,  en  raison  du  changement  d'orientation  des  lignes  de 
soudure;  maintien  des  losanges,  permutation  des  carrés,  maintien 
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des  quartiers  impairs  et  permutation  des  quartiers  pairs.  On  aurait 
enfin  pour  la  dernière 

(de?.9)C1(lV,I)4-A1(II,UI)-Bl(IV-l)-D(IV,I)(à45)f 

dans  la  notation  de  laquelle  les  fractions  de  marches  sont  indi- 
quées telles  qu'on  les  trouverait  sur  les  diagrammes  de  Tune  ou 
l'autre  fig.  a  et  5,  avec  le  numéro  correspondant. 

Nous  terminerons  ici  ce  travail  encore  fort  imparfait,  nous  ne 
craignons  pas  de  l'avouer,  maisqui,  même  dans  ces  conditions, nous 
a  paru  présenter  assez  d'intérêt  pour  nous  permettre  de  le  porter 
à  la  connaissance  des  géomètres;  car  il  n'en  est  pas  moins,  à  notre 
connaissance,  l'un  des  premiers  pas  d'exploration  en  des  régions 
encore  inconnues  et  qu'Euler.  n'avait  pas  dédaigné  d'aborder.  Mais, 
en  terminant,  nous  donnerons,  avec  quelques  observations  qui  lui 
viennent  en  aide,  le  principe  rudimentaire  énoncé  par  Vander- 
monde,  principe  qui  s'impose  et  se  présente  de  lui-même  dans  la 
pratique  des  tâtonnements  au  point  que,  sans  le  connaître  et  sans 
songer  à  le  formuler,  nous  nous  en  étions  dès  le  premier  jour 
presque  continuellement  servi  ;  il  nous  paraît  néanmoins  conve- 
nable de  ne  pas  le  passer  sous  silence. 

Principe.  —  S'il  existe  (restriction  oubliée  par  Vandermonde) 
un  certain  nombre  (au  moins  une)  de  marches  reliant  par  saut  de 
cavalier  toutes  les  cases  de  l'échiquier,  on  arrivera  nécessairement 
à  en  obtenir  une  par  le  tâtonnement  suivant  : 

Le  cavalier  partant  d'une  case  origine  quelconque,  on  lui  fait 
parcourir  par  sauts  (en  la  notant)  une  marche  quelconque  com- 
posée d'un  certain  nombre  de  cases  et  évitant  de  visiter  deux  fois 
la  même,  jusqu'au  point  d'arriver  à  une  case  dont  il  ne  puisse  plus 
sortir  sans  passer  par  une  case  déjà  vue. 

Cela  fait,  ou  bien  les  soixante-quatre  cases  auront  été  parcourues, 
ou  bien  il  restera  des  cases  vides.  Dans  le  premier  cas,  le  problème 
est  résolu,  mais  la  marche  n'est  pas  rentrante  en  général. 

Dans  le  second  cas,  soient  A  la  case  d'arrivée  et  B  l'une  de  celles 
déjà  vues  en  communication  avec  elle.  Si  B  est  la  case  origine 
O,  la  marche  partielle  est  rentrante  et  peut  être  coupée  en  un 
quelconque  de  ses  points.  On  l'y  coupera  en  un  point  convenable 
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que  l'on  va  déterminer,  et  Ton  agira  sur  elle  à  partir  de  la  nou- 
velle origine  comme  il  va  immédiatement  être  expliqué. 

Dans  le  cas  général,  on  suivra  d'abord  la  marche  primitive  de 
O  à  B;  puis,  passant  de  B  à  A  immédiatement,  on  décrira  en  sens 
inverse  la  portion  de  cette  marche  comprise  entre  A  et  la  case  C 
qui  suivait  immédiatement  B.  De  la  case  C  on  pourra  généra- 
lement trouver  une  case  libre,  et  Ton  poursuivra  la  marche 
O,...,  B,...,  A,...,  C  jusqu'à  nouvel  arrêt. 

Si  ce  nouvel  arrêt  fait  retomber  sur  une  case  X  comprise  dans 
la  marche  O, . . . ,  B  et  suivie  de  la  case  R  dans  la  description  de 
cette  partie  de  la  marche,  on  changera  l'origine  et  la  prendra 
en  R,  décrivant  à  partir  de  R  (et  dans  le  sens  déjà  adopté)  le  cir- 
cuit précédent  jusqu'à  la  case  X,  à  partir  de  laquelle  on  reprend 
en  sens  inverse,  de  X  à  O,  la  portion  de  la  marche  que  Ton  avait 
laissée  de  côté  au  début.  On  revient  ainsi  à  la  première  origine  par 
une  marche  constituée  de  la  manière  suivante  : 

M\  f     •     •    •   f   Mj  f     •     •    •   ,  J»  ,    •     •     •  y  VJ ,     •     •     .  ,   <\  f    •     •    .   ,  V/  • 

Ces  tâtonnements  amèneront  nécessairement  soit  à  une  marche 
comprenant  toutes  les  cases  de  l'échiquier,  soit  à  une  marche  ren- 
trante sur  elle-même,  dernière  observation  négligée  par  Vander- 
monde,  si,  ce  que  nous  ne  pouvons  vérifier,  nos  souvenirs  ne  nous 
trompent  pas.  Toutefois,  si  la  marche  est  rentrante,  laissant  des 
vides  sur  l'échiquier,  en  coupant  la  marche  en  une  case  en  com- 
munication avec  Tune  des  cases  étrangères,  on  peut  y  englober 
celle-ci  et  toutes  celles  également  étrangères  qui  formeraient  avec 
celle-ci  une  marche  continue,  rentrante  on  non.  La  marche  totale 
résultante  pourra  n'être  point  rentrante;  mais  on  décomposera 
sans  la  moindre  difficulté  l'échiquier  en  un  certain  nombre  de 
marches  rentrantes  que  l'on  soudera  ensuite  deux  à  deux  et  qui 
serviront  de  base  au  travail  définitif. 

Remarque.  —  Lorsque  l'on  procède  par  tâtonnements  à  la  for- 
mation d'une  marche,  il  est  commode  de  considérer  en  même 
temps  une  ou  plusieurs  des  marches  symétriques,  soit  au  centre, 
soit  par  diagonales,  soit  par  médianes,  en  évitant  de  les  faire  em- 
piéter les  unes  sur  les  autres;  on  soudera  ensuite  entre  eux  les 
divers  éléments  obtenus.  Cette  simple  remarque  a  été  la  base  de 
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nos  recherches  et,  avec  l'application  quasi  inconsciente  du  prin- 
cipe de  Vandermonde,  nous  a  permis  de  trouver  avec  très  peu  de 
travail  les  marches  types,  dont  nous  avons  par  la  suite  donné  l'ex- 
plication rai  sonnée,  à  la  fois  rationnelle  et  analytique,  qui  constitue 
le  corps  du  présent  essai. 


Le  Souan-pan  des  Chinois  et  la  Banque  des  argentiers  ; 

par  M.  Léon  Rodet. 

'  I. 

J'ai  eu  la  bonne  fortune  de  me  trouver  dernièrement  en  rapport 
avec  un  jeune  homme,  M.  Arnold  Vissière,  diplômé  de  l'Ecole  des 
langues  orientales  vivantes  pour  le  chinois,  et  aujourd'hui  inter- 
prète de  l'ambassade  brésilienne  à  Canton.  Sur  ma  demande, 
M.  Vissière  avait  bien  voulu  entreprendre  l'étude  des  Mathématiques 
chez  les  Chinois,  étude  qui  a  été  à  peine  effleurée  par  Ed.  Biot, 
et  il  avait  déjà  entrevu  une  ample  moisson  de  faits  curieux  lorsque 
son  départ  pour  la  Chine  est  venu  le  forcer  à  interrompre  ses 
recherches.  Il  m'a  signalé,  entre  autres  choses  importantes,  parmi 
les  trésors  de  notre  Bibliothèque  nationale,  qu'il  se  proposait  de 
mettre  amplement  à  profit,  une  biographie  des  auteurs  chinois 
qui  ont  écrit  sur  les  Mathématiques  et  l'Astronomie,  avec  appré- 
ciation du  mérite  de  leurs  Ouvrages. 

M.  Vissière  n'avait  eu  le  temps  de  me  faire  connaître  que  fort 
peu  de  choses  qu'il  avait  découvertes  dans  un  Ouvrage  analysé 
jadis  par  Biot,  et  intitulé  Souan-fa-thong-tsong,  «  Recueil  général 
des  règles  du  calcul,  »  qui,  composé  au  xve  siècle  de  notre  ère,  sert 
encore  de  Livre  classique  pour  l'enseignement  du  calcul  en  Chine. 
Parmi  les  faits  curieux  qu'il  m'avait  signalés  se  trouve  celui-ci. 
Dans  ce  Traité,  tous  les  calculs  sont  expliqués  pour  être  effectués 
sur  la  planchette  appelée  souan-pan,  sorte  d'abacus  dont  l'usage 
est  universel  en  Chine  ;  les  marchands  et,  paraît-il ,  d'après  l'Ouvrage 
en  question,  les  savants,  ne  font  pas  leurs  calculs  autrement  qu'à 
l'aide  de  ce  petit  outil,  très  portatif  du  reste. 


Il  se  compose  d'une  série  de  broches  tenues  par  un  cadre  et 
partagées  par  une  petite  réglette,  que  les  broches  traversent,  en 
deux  parties  d'inégale  longueur.  Des  boules,  au  nombre  de  cinq 
dans  la  partie  inférieure,  de  deux  dans  la  partie  supérieure,  la  plus 
courte,  sont  enfilées  dans  les  broches,  pouvant  glisser  très  aisément, 
le  tout  offrant  une  disposition  analogue  à  ces  cadres  qui  servent  a 
marquer  les  points  des  joueurs  au  jeu  de  billard;  seulement  le 
souan-pan  se  pose  a  plat  sur  une  table,  les  broches  placées  d'arrière 
en   avant. 

Chacune  de  ces  broches  représente  un  ordre  d'unités  décimales  : 
les  cinq  boules  inférieures  valent  chacune  i  unité,  les. supérieures 
en  valent  5.  On  marque  un  nombre  sur  sa  broche  en  approchant 
les  boules,  en  quantité  convenable,  de  la  réglette  intermédiaire. 

Ainsi  la  figure  suivante  représente  les  neuf  premiers  nombres. 

»      FiR.    I 

iïMqfitp 


mMm 


La  position  du  nombre,  ou,  si  l'on  veut, le  choix  de  la  broche  des 
unités  sur  l'appareil,  est  tout  à  fait  arbitraire  ;  on  verra  même,  par 
les  exemples  d'extraction  de  racine  carrée,  qu'on  écrit  plusieurs 
nombres  à  la  fois  sur  le  même  souan-pan.  Pour  la  facilité  des 
commençants,  on  peut  coller  sur  la  réglette,  en  face  de  chaque 
broche,  l'indication  de  la  valeur  numérique  de  cette  broche.  C'est 
ainsi  que,  dans  une  figure  destinée  à  représenter  la  division  de 
1334^6789  tofto  (unité  de  capacité)  par  6,  chaque  broche  porte 
sur  la  traverse  l'indication  du  multiple  de  ladite  unité  qui  y  cor- 
respond; et,  comme  la  division  conduit  à  une  moitié,  le  5  qui 
correspond  à  cette  moitié  au  quotient  porte  le  signe  de  cuiller, 
cochleajium,  dixième  partie  du  tcfio. 

Comme  exemple  de  la  façon  dont  on  effectue  les  caleuls  sur  cet 
appareil,  je  vais  citer  celui  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle, 
que  M. .Vissière  a  bien  voulu  traduire  mot  à  mot  du  Manuel  chinois. 
J'accompagnerai  celte  explication  de  figures  destinées  à  faire  voir 


la  disposition  des  boules  sur  leurs  broches  pendant  le  cours  de 
l'opération.  Je  ne  représente,  bien  entendu,  que  les  broches  utiles, 
en  remarquant  que,  si  rien  de  particulier  n'est  dit  à  ce  sujet,  la 
position  de  la  broche  des  unités  est  absolument  arbitraire  sur  la 
planchette. 

«  Du  crochet~et-jambe  ( triangle  rectangle)  (').  —  Le  côté  en 
travers  et  en  large  (la  base)  se  nomme  le  crochet,  le  côté  dressé  et 
en  longueur  (la  hauteur)  s'appelle  la  jambe,  el  la  ligne  qui  part  en 
biais  entre  les  deux  pointes  s'appelle  la  corde  d'arc  (  l'hypoténuse). 

»  On  a  un  crochet  de  37  pieds  et  une  jambe  de  3o'  pieds  :  on 
demande  combien  a  la  corde  en  biais. 
»  Réponse  :  corde  en  biais,  45  pieds. 

»  Méthode.  —  Posez  la  jambe,  36  pieds,  et  multi pliez-la  par 
elle-même; 
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vous  trouvez  pour  son  plein  1  296  pieds  ( 3 


(')  L'auteur  ajoute,  à  litre  d'eiplicalion ,  que  le  •  crochet-et-jambe  ■  n'est  autre 
choie  que  l'équerre  des  ouvriers, 

(')  Lorsque  plusieurs  fleures  sont  juxtaposées,  la  première  ou  les  premières  rrpré- 

le  commencement  de  l'addition  de  36  -t-  180;  la  centaine  est  inscrite  à  sa  place,  ainsi 

et  de  deux  des  trois  existant  déjà  sur  lu  broche;  main,  comme  deux  boules  de  5  valent 
to.  la  seconde  parlie  représente  ces  deux  boules  de  5  diisines  remplucées  par  une 
boule  de  centaines,  et  donne  le  résultat  définitif  36  +  180  =  ti6. 


»  D'autre  part,  multipliez  également  le  crochet,  17,  par  lui- 
même. 

Flg'  6-  F"B-  "1-  riS-  8-  Fie-  9. 
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et  vous  obtiendrez  son  plein  729  pieds. 

»  Ces  deux  nombres,  additionnés,  font  aoa5  pieds,  nombre 
niasse  (antécédent  d'un  rapport,  dividende,  nombre  proposé  dans 
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un  problème)  égal  au  p/eïn  de  la  corde  multipliée  par  elle-même, 
que  nous  allons  ouvrir  par  la  règle  de  l'ouverture  du  plein  à  plat. 
»  La  première  estimation  est  4",  que  vous  placerez  à  gauche  ; 
posez  également  4o  à  droite,  ce  qui  sera  le  nombre  type  (conséquent 
d'un  rapport,  diviseur)  du  carré  (Jîg-  i3). 
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4  à  gauche  vis-à-vis  de  4  à  droite  appellent  4  [fois]  4  ou  1600 


pieds  à  retrancher  du  nombre  masse  (Jig-  i4)  (')•  Le  nombre 
masse  restant  est  4^5  pieds  (fig-  i5). 

»  Alors  doublez  le  nombre  type  du  carré  4°,  première  estima- 
tion,  à  droite,  ce  qui  lait  80,  nombre  type  des  goussets.  La  seconde 
estimation  est  5  pieds,  que  vous  placerez  à  la  suite  de  la  pre- 
mière estimation  4°>  à  gauche,  et  également  à  droite,  à  la  suite 
de  80,  nombre  type  des  goussets,  ce  qui  fait  [de  ce  5]  le  nombre 
type  du  coin  {fig'  16). 

»  5  à  gauche  en  face  de  8  à  droite  appellent  5  [fois]  8,  400  pieds 
a  retrancher  du  nombre  masse  (fig-  17)- 

»  En  outre,  5  à  gauche,  en  face  Je  5  à  droite,  appellent 
5  [fois]  5,  a5  pieds,  à  retrancher  du  nombre  masse. 


Fin.  .fi. 
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Fig.  18. 


»  Le  nombre  masse  étant  épuisé  exactement  (fig-  18),  on 
obtient  pour  la  corde  ou  ligne  en  biais  45  pieds.  » 

Cette  opération  se  comprend  d'elle-même;  je  n'ai  donc  besoin 
que  d'ajouter  un  mot  pour  expliquer  les  expressions  de  nombres 
types  du  carre,  des  goussets,  du  coin,  qui  ont  été  employés  par 
l'auteur. 

Elles  proviennent  de  ce  que  les  Chinois,  comme  les  Arabes  (voir 
mon' Algèbre  d'  Al-K.hârizmï),  comme  les  Grecs,  comme  proba- 
blement tous  les  anciens  mathématiciens,  avaient  déduit  la  règle 
d'extraction  de  la  racine  carrée,  non  pas,  comme  nous  le  faisons 
implicitement  aujourd'hui  el  comme  pouvaient  le  faire  les  Indiens, 
au  moins  depuis  Aryabhata,  de  la  formule  algébrique 

[a  +  x)*  =  0*  +  an  -r-H-r', 


1  prépare  pour  penne  lire 


mais  bien  de  la  figure  géométrique 


composée  d'un  carré  principal  égal  à  a1,  de  deux  goussets  valant 
ensemble  aax  et  d'un  petit  carré  en  coin  x1. 

Telle  est  l'explication  donnée  par  l'Ouvrage  lui-même  pour  la 
série  des  opérations  concernant  la  racine  carrée.  Pour  la  racine 
cubique  (dont  M.  Vissicre  n'a  pas  eu  le  temps  de  me  traduire 
d'exemple),  la  règle  pratique  pour  son  extraction  se  déduit  du 
triangle  arithmétique,  que  les  Chinois  figurent  ainsi  : 
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Ed.  Biot,  qui  a  déjà  signalé  l'existence  de  cette  figure  dans  un 
article  du  Journal  des  Savants,  a  eu  le  tort,  en  reproduisant  la 
figure,  de  supprimer  les  encadrements  circulaires  qui  entourent  les 
coefficients  et  les  lignes  qui  indiquent  la  généalogie  de  ces  coeffi- 
cients. 

Autre  remarque  encore  :1e  carré  d'une  ligne  s'appelle  en  chinois 
son  plein,  plus  précisément  encore  son  plein  à  plat,  comme  qui 
dirait  son  carré  plan,  le  cube  s'appelanl  le  plein  dressé  ou  debout. 

Quant  au  terme  qui  sert  à  exprimer  l'extraction  de  la  racine 
carrée  ou  cubique,  à  savoir  l'ouvertare  du  plein  à  plat  ou  debout, 
il  m'a  fait  souvenir  sur-le-champ  que  les  Anglais  appellent  involutton 


l'élévation  aux  puissances  et  évolution  l'extraction  des  racines.  Je 
n'ai  pas  encore  pu  trouver  l'origine  de  ces  deux  expressions  ;  je 
n'ai  pas  été  peu  étonné,  du  reste,  de  trouver  une  d'elles  en  chinois. 
La  soustraction,  sur  cet  appareil  (et  tous  les  similaires),  s'effec- 
tue plus  simplement  et  plus  naturellement  en  commençant  l'opé- 
ration par  les  plus  hautes  unités,  comme  on  en  jugera  d'après 
l'exemple  suivant,  qui  représente  les  phases  successives  de  la  sous- 
traction aoa5  —  1 296  —  729  (  '  )  : 
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,  A  vrai  dire,  cette  manière  de  procéder  est  plus  rationnelle  :  il  est 
tout  naturel  que,  une  fois  qu'on  a  établi  le  restant  en  unités  d'ordre 
supérieur,  on  puisse  disposer  librement  d'une  ou  plusieurs  de  ces 
unités  restantes  pour  satisfaire  à  la  demande  des  unités  inférieures. 
C'est  ce  qui  explique  pourquoi  les  anciens  auteurs,  Abcn-Ezra  (à 
Rhodes  au  xn*  siècle),  Al-Morouzi  (à  Merv  cent  ans  plus  tard), 
prescrivent  de  commencer  la  soustraction  par  la  gauche.  Mais 
lorsqu'on  a  commencé  à  opérer  à  la  plume,  comme  ce  mode  de 
procéder  obligeait  à  barrer  les  chiffres  déjà  posés  pour  leur  en 
substituer  d'autres  moindres,  on  a  préféré  commencer  l'opération 
par  les  unités  inférieures,  ce  qui  donne  immédiatement  le  reste  à 

Voilà  tout  ce  que  j'ai  pu  apprendre  du  maniement  du  souan-pan  ; 
je  me  suis  néanmoins  décidé  à  le  publier,  parce  que  j'ignore  quand 
il  me  sera  donné  maintenant  de  compléter  mes  connaissances  à  ce 
sujet.  Il  resterait  pourtant  à  savoir  quelques  détails  utiles  :  comment 


wpléci  représentent  :  la  première,  la  nombre  dont  on 
jue  l'on  retranche.  J'ai  Tait  disparaître  à  chaque  foi»  de 
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on  effectue  les  calculs  avec  fractions  non  décimales  (  les  sous-mul- 
tiples des  unités  de  mesure  en  Chine  sont  tous  décimaux); 
comment  on  pose  et  résout  une  proportion,  une  règle  de  trois  (et 
de  cinq,  de  sept,  etc.,  comme  disent  les  Indiens);  comment  on  traite 
les  problèmes  de  fausse  position.  On  connaît  à  ce  propos  la  méthode 
arabe  de  double  fausse  position  qu'on  appelle  (en  arabe)  el-khatain, 
les  deux  péchés,  et  qu'on  applique  à  la  recherche  de  la  valeur  de 
l'inconnue  qui  satisfait  à  la  condition  f(x)  =  b,J étant  d'ordinaire 
une  fonction  du  premier  degré,  mais  d'un  énoncé  un  peu  com- 
pliqué. Les  arithméticiens  arabes  tracent  ce  qu'ils  appellent  une 
balance,  ainsi  faite  : 

\/        ; 
! /\ ! 


sur  Je  point  de  suspension  de  laquelle  ils  écrivent  la  valeur  b  im- 
posée à  la  fonction.  Ils  placent  dans  les  plateaux  les  deux  valeurs 
fausses  prises  pour  x,  les  deux  péchés,  lesquelles  fournissent  pour 
y  les  valeurs  (3  et  (5'  différentes  de  b.  Les  différences  à  A  de  ces 
valeurs  (3  et  (3'  s'écrivent  à  côté  du  plateau,  au-dessus  si  elles  sont 
par  excès,  au-dessous  si  elles  sont  par  défaut,  et  l'on  en  déduit,  au 
moins  pour  le  premier  degré, 

__ p—b 

'■-a(p'_A)_*j_-t'l?_A)" 

Je  ne  parle  ici  que  de  la  disposition  du  calcul  et  non  de  la  méthode, 
qui  a  été  déjà  bien  des  fois  discutée. 


II. 

Dès  que  j'ai  su  faire  sur  le  souan-pan  les  opérations  que  je  viens 
de  décrire,  c'est-à-dire  les  six  règles  de  l'Arithmétique,  il  m'est 
venu  à  l'idée  de  comparer  cette  manière  d'effectuer  les  calculs  à 
celui  que  les  auteurs  du  xve  siècle  appelaient  super  lineas  et  per 
projectiles  (projectiles  ~  jetons),  dont  M.  Treutlein  a  donné  les 
éléments  dans  son  travail  intitulé  Das  Rechnen  im  i6ten  Jahrhundert 
(dans  le  premier  fascicule  des  Abhandlungcn  zur  Geschichte  der 
Mathcmatik) . 
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C'était  le  procédé  dont  se  servaient  au  moyen  âge  les  argentiers; 
les  calculs  s'effectuaient  sur  une  petite  table,  une  banque  [die 
Bank y  le  banc,  est  encore  du  féminin  en  allemand),  d'où  est  venue 
l'expression  défaire  la  banque,  et  d'où  aussi  les  argentiers  se  sont 
appelés  plus  tard  des  banquiers.  Sur  cette  table  étaient  tracées  des 
lignes  horizontales  représentant  les  différents  ordres  d'unités  déci- 
males; des  jetons,  projectiles,  posés  sur  les  lignes,  représentaient 
les  unités  de  l'ordre  de  la  ligne;  d'autres  jetons,  posés  sur  l'inter- 
ligne, valaient  5. 

Voici,  d'après  ces  conventions,  les  figures  successives  que 
prenait  la  banque  dans  le  calcul  du  carré  de  36,  en  effectuant  sur- 
le-champ,  à  l'exemple  du  calcul  chinois,  la  réduction  des  produits 
partiels  avec  le  nombre  déjà  obtenu  : 

Fig.  i.  Fig.  2.  Fig.  3.  Fig.  4. 

v  6X«  =  M      -4-      18  dizaines       4-       18  dizaines    .      -H  9  centaine* 

Î16.  SM.  ltM. 


♦  — 

Mais,  en  opérant  sur  ce  dernier  appareil,  j'ai  aperçu  la  particu- 
larité suivante. 

Tandis  que  sur  le  souan-pan  on  est  obligé,  vu  le  nombre  restreint 
des  boules  sur  chaque  broche,  de  toujours  effectuer  immédiatement 
la  réduction  des  produits  partiels,  ce  qui  fait  disparaître  toute 
trace  des  calculs  intermédiaires,  ne  laissant  subsister  que  le  résul- 
tat définitif,  il  est  possible,  sur  la  banque  des  argentiers,  de  po- 
ser, sans  les  réduire,  les  produits  partiels  comme  ceci  : 

Fig.  5. 


pour  ne  compter  qu'après  tous  les  jetons  posés  sur  chaque  ligne 
et  interligne,  et  le  résultat  définitif  peut  encore  s'écrire  sur 
la  table  à  côté  des  résultats  partiels,  que  l'on  n'a  pas  besoin  de 
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supprimer  avant  que  la  preuve  de  l'opération  ait  démontré 
l'exactitude  du  résultat  final;  et,  si  cette  preuve  fait  voir  que  Ton 
s'est  trompé,  on  peut  reprendre  chaque  opération  partielle,  recon- 
naître où  gît  Terreur,  et  par  conséquent  la  corriger.  Il  en  résulte 
que  le  souan-pan  ne  peut  utilement  servir  qu'à  soulager  la  mémoire 
d'un  calculateur  déjà  bien  exercé,  tandis  que  la  banque  peut  être 
un  instrument  et  d'études  individuelles  et  de  démonstration. 

Cette  observation  n'est  peut-être  pas  sans  utilité  pratique.  On 
ne  peut  nier  que  le  besoin  ne  se  fasse  impérieusement  sentir  d'avoir, 
pour  l'enseignement  élémentaire,  un  instrument  qui  permette 
d'initier  les  intelligences  inexpérimentées  aux  principes  du  calcul  : 
les  innombrables  inventions  en  ce  sens  qui  figurent  à  nos  exposi- 
tions en  témoignent  surabondamment.  Or  la  banque  des  argentiers, 
ou  quelque  chose  d'analogue  (on  pourrait,  par  exemple,  disposer 
les  lignes  verticalement),  qu'il  est  on  ne  peut  plus  facile  de  réaliser 
économiquement  avec  une  planche  de  bois  tendre  et  des  punaises, 
voire  même  avec  une  pelotte  et  des  épingles,  me  paraît  réaliser 
complètement  les  conditions  requises  pour  un  appareil  de  ce 
genre.  Exppser,  par  exemple,  et  faire  bien  saisir  la  règle  de  la 
soustraction,*  ce  qui  est,  je  me  le  rappelle  par  expérience,  une 
première  pierre  d'achoppement  pour  les  débutants,  deviendrait 
extrêmement  facile.  Il  suffirait,  pour  éviter  toute  confusion,  d'a- 
voir, pour  écrire  le  nombre  soustractif,  des  fiches  ou  punaises 
soit  d'une  forme,  soit  d'une  couleur  différente  de  celles  repré- 
sentant les  nombres  additifs  ;  dès  lors,  si  l'on  a,  comme  dans  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  figurée  plus  haut,  à  retrancher  1600 
de  2025,  ce  qui  s'écrirait  comme  en  A,  il  suffirait  de  transformer 


Fig.  6. 
A. 

Fig.  7. 
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la  figure  A  en  celle  B,  évidemment  équivalente,  pour  justifier  du 
coup  la  soustraction  avec  emprunt,  ou  en  celle  marquée  C,  pour 
faire  comprendre  la  soustraction  avec  addition  arbitraire,  teïje 
qu'on  est  obligé  de  la  pratiquer  dans  la  division.  Dans  l'un  comme 
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dans  l'autre  cas,  en  enlevant  autant  de  losanges  que  de  croix,  on 
tombe  toujours  sur  le  reste  D  :  identité  du  résultat  final,  qui  est 
bien  certainement  la  meilleure  démonstration  aux  yeux  des  débu- 
tants. 

Je  n'ai  plus  qu'une  observation  à  faire  :  elle  est  relative  à  l'emploi 
d'un  signe  valant  5  dans  les  appareils  que  je  viens  de  décrire.  Si 
cet  usage  ne  s'était  rencontré  que  dans  la  banque  des  argentiers 
d'Occident,  on  eût  pu  croire  que  c'était  un  souvenir  des  chiffres 
romains,  et  qu'on  avait  cherché  à  reproduire  vi,  vii,  ...,  lx, 
lxx,  .  ..,  de,  dec,  ...;  mais  l'existence  d'un  pareil  signe  dans 
le  souan-pan  des  Chinois,  qui  remonte  à  une  très  haute  antiquité, 
prouve  que  ce  signe  a  été  inventé  uniquement  pour  simplifier 
Técriture,  et  mieux  encore  la  lecture  des  nombres  :  il  n'est  pas 
commode  de  lire 

Huit  points.                                    Neuf  points. 
OU  


du  premier  coup  d'œil,  tandis  que  les  figures  qui  précèdent  se 
lisent  très  aisément. 

P.  S.  —  Dans  la  séance  de  l'Académie  des  Sciences  du  16  juil- 
let 1860,  M.  Chasles  a  communiqué  une  lettre  de  M.  d'Escayrac 
de  Lauture  décrivant  l'instrument  dont  il  vient  d'être  question. 
M.  Chasles  exprime  le  regret  de  n'avoir  pu  reproduire,  dans  les 
Comptes  rendus  imprimés,  les  figures  des  calculs  que  contenait  la 
lettre  citée.  Le  présent  article  se  trouve  répondre  aux  regrets  de 
notre  honoré  doyen.  J'ajouterai,  pour  les  personnes  qui  auraient 
le  désir  de  reproduire  des  figures  de  ce  genre,  que  je  les  ai  exé- 
cutées au  moyen  des  caractères  de  plain-chant  de  l'imprimerie 
.1 .  Le  Clère . 


-  169  — 

Sur  les  nouvelles  formules  de  MAI.  Seidel  et  Stern,  concernant 
les  nombres  de  Bernoulli;  par  M.  Edouard  Lucas. 

(Séance  du  16  avril  1880.) 

M.  Seidel  a  donné,  le  premier,  des  nouvelles  formules  fort  re- 
marquables sur  les  nombres  de  Bernoulli  (').  Ces  relations  se 
distinguent  de  celles  que  Ton  connaissait  jusqu'à  présent  en  ce 
qu'elles  ne  contiennent  qu'un  certain  nombre  de  coefficients  au 
lieu  de  les  contenir  tous.  M.  Stern  a  généralisé  les  résultats  de 
M.  Seidel  en  donnant  des  relations  qui  ne  renferment  que  les 
nombres  Bar,  B2r-2»  •  •  •  jusqu'à  Br_,  ou  Br-1+,,  s  étant  un  nombre 
positif  ou  nul,  inférieur  àr;  on  retrouve  les  formules  de  M.  Seidel 
pour  s  =  o. 

En  s'appuyant  sur  le  calcul  symbolique  et  sur  les  formules  que 
j'en  ai  déduites,  M.  Radicke,  professeur  à  Bromberg,  a  trouvé 
une  démonstration  très  simple,  qu'il  vient  de  m'adresser,  des 
formules  de  M.  Stern.  Considérons  la  série  des  quantités 

formons  une  seconde  série  de  quantités 

SXUQ<t   S1!/,,   Sli/lf   S1  w3,    ...,   S1  «„,    ... 

au  moyen  de  la  relation 
formons  ensuite  la  série 

S*l#o,   S1!*!,   S1!/,,    S'i/,,    ...,    Sfi#n,    ... 

au  moyen  de  la  relation 

Sf  un  =  S1  un  4-  S1  «„+,  =  i/n+,  -+-  2  !*„+,  -4-  //„, 

et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  Ton  a,  en  général, 


(')  Sitzungsberichte  der  math.-phrs.  Classe  der  kônig.  biihm.  Académie  der  Jf'h- 
\enschaften.  Prap,  1877. 
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et  aussi  la  relation 

Sp un  =  u n+p  -+-  Pi  "/»^-i  -h  p%  un+p-t  4- . . .  -+-  pp **, 

dans  laquelle  p%,  pi,  . .  .,pp  désignent  les  coefficients  de  la  puis- 
sance p  du  binôme.  On  peut  donc  écrire  la  formule  précédente 
sous  la  forme  symbolique 

(i)  SPun  =  un[u  +  i)P9 

dans  laquelle  on  remplacera  les  exposants  de  u  par  des  indices. 
D'autre  part,  on  tire  successivement 

SPua  =  S*+» ua^  -  2S'+»  «„_t  4-  S" nn-„ 


SPua  =  SP+nu0  —  /ijS^^1^  -+-...  4-  (  —  i)nnnSPu0 

ou,  symboliquement, 

(a)  S*».  =  S*(S +  !)•«„  . 

dans  laquelle  on  remplacera  les  exposants  de  />  par  des  indices. 
Mais  on  tire  de  la  formule  (i) 

S* ir0  =  («-+-  i)p, 
et,  en  transportant  dans  l'équation  (2), 


(3)  SPun=r-  (u  +  l)P{u  +  l  —  l)n ; 

on  tire  encore  de  la  formule  (1) 

(4)  Snnp  =  uP(u  +  i)». 

Les  formules  (3)  et  (4)  subsistent  pour  des  valeurs  quelconques 
des  quantités  u0,  ut,  i/2>  •  -  •  •  Posons,  en  général,  un  =  Bn,  en 
désignant  par  Bn  le  nombre  de  Bernoulli  défini  par  la  relation 


=  <?B~  =  B0  4-  Bt  -  4-  B, h  •  •  •  4-  B„ 1 ; 


e~  —  1  1  1  .2  i.2...// 

on  sait  que  Ton  a,  symboliquement, 

Bî/M.,=o,     iB  +  i^so, 
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et,  pour  />>  2, 

(B4-1)*—  B*  =  o. 

Cela  posé ,  nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  p-+-n  sera 
pair  ou  impair;  dans  le  premier  cas,  on  tire  de  (3)  et  (4  ) 

SPBn-S«Bp  =  o9 

et  dans  le  second  cas 

SPBn-hS*Bp  =  o. 

Par  conséquent,  en  se  servant  de  la  formule  (1),  on  obtient 

(5)  B*(B  -+-  1)*  =  (—  iJ^B'fB  4-  1)*. 

Cette  relation  importante  contient  toute  la  première  classe  des 
formules  données  par  M.  Stem;  en  supposant,  plus  particulière- 
ment, p  =  n  -f-  1 ,  on  a 

(6)  B»^(B  H-  1)»  -4-  B*(B  -h  i)n+1  =  o ; 

on  retrouve,  pour  les  diverses  valeurs  de  n,  les  formules  de  M.  Sei- 
del.  Ainsi,  pour  n  =r  6  et  pour  71  =  7,  on  a 

i3Blî4-55B104-a7B8 -+-   Bf  =  o, 
i5B14  -h  91  Btî  -h  77 B10-+-gB8  =  o. 

Posons  maintenant 

«,  =  (a*-i)B,; 

on  a,  symboliquement, 

S%=(2B  +  i)^-  (B-hi)*; 

l'équation  (3)  devient  alors 

SPun=  (2B  -h  î)'(aB  +  i  —  1)*  —  (B  -h  i)"(B  +  i  —  1)". 
D'autre  part,  on  tire  de  l'équation  (4) 

Sniij,=  2*B*(2B  4-1)*  —  V(B  +  i)\ 

et  Ton  a  la  relation 

(2B-hi)*-f-  (2*—  ?.)B*  =  o. 

On  a  donc,  pour  p-h  n  pair,  la  formule 

SPun  +  S"upz=o, 


-  in  - 

et,  pour/;  +  n  impair, 

SPun  —  Snup  =  o; 

par  conséquent,  il  en  résulte 

j  ^B^aB-t-i)11  —  B"(B  +  i)fl 
l"  (       +(-i)',+',[a,tB',(2B  +  i)''-B',(BH-rj/']=:o. 

Cette  relation  correspond  au  second  groupe  de  formules  données 
par  M.  Stern,  et,  pour  p=  /*-+- 1,  on  retrouve  les  formules  de 
M.  Seidel.  Au  moyen  de  l'identité 

[n  +  i)q  —  nq=nf-u 
on  déduit  la  formule 

(8)  (2««-  i)Btli  H- *,(»•«-*-  l)Bîn_1  +  /l4(2«»^-  i)B,»-44-.  .    =  o, 

et,  pour  n  =  6  et  w  =  7, 

455B,î-+-i7o5B10H-4^5B8H-  7Be=o, 
5461  Bu  4-  28665Blf-f-  ii935Bl0+  595B8  =  0. 

Posons  encore 

Pn=2(2»-i)B/l; 

la  formule  (  7)  peut  s'écrire 

(9)  pp(p  +  I)»  +  (-  i)p+nPn[P  +i)/»  =  o, 

et,  pour />==  rc-f-  1 ,  la  formule  devient,  pour  n  ^>  1 , 

(10)  PB(P-M)n=0. 

Les  nombres  P  sont  donnés,  comme  on  sait,  par  le  développement 

:  =  P0  -+-  Pi  -  H-  P* h ...  -h  P» h    ..  ; 

i+r  1  1.2  1  . 2 .  .  .  /< 

il  résulte  immédiatement  de  la  formule  (10)  que  ces  nombres  sont 
entiers  et  impairs.  Ce  résultat  important  est  dû  à  M.  Genocchi  (*  ). 

* —  ■  -  -    —  --_■-.- 

(')  annales  de  Tortolini,  t.  III,  p.  395-4o5.  Rome,  i85a. 
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Théorèmes  généraux  sur  V impossibilité  des  équations  cubiques 

indéterminées;  par  M.  Edouard  Lucas. 

(Séance  du  16  avril  1880.) 

Les  trois  théorèmes  suivants  ont  été  énoncés  par  M.  Sylvester. 
Nous  en  donnons  des  démonstrations  élémentaires,  et  nous  ajou- 
tons quelques  autres  développements  sur  le  même  sujet. 

Théorème  I.  —  Si  p,  pt  désignent  des  nombres  premiers  de  la 
forme  1 8/1-4-5,  et  q,   qt   des  nombres  premiers  de  la  forme 
1 8  n  -h- 1 1 ,  il  est  impossible  de  décomposer  en  deux  cubes  entiers 
ou  fractionnaires  y  positifs  ou  négatifs,  aucun  des  nombres 

p,  q,  p\  q*,  pq,  p*q\  pp\,  qq\. 

Considérons  l'équation 

(1)  .r 3  -+-  y*  =s  As*  ; 

on  peut  supposer  x,  y>  z  premiers  entre  eux,  deux  à  deux,  le 
nombre  A  ne  contenant  aucun  facteur  cubique,  et  x,y,  z  différents 
de  zéro.  Si  Ton  pose 

M=*+;,    .  N  =  jt*  —  xy-+-y%, 

le  binôme  x*  -\-y*  égale  le  produit  MN,  dans  lequel  N  est  impair. 
De  plus,  il  résulte  de  la  formule 

que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  M  et  de  N  est  3  ou  1,  sui- 
vant que  x9  -h  y*  est  ou  n'est  pas  divisible  par  3;  de  plus,  N  rie 
peut  être  divisible  par  une  puissance  de  3  autre  que  la  première, 
puisque  x  et  y  seraient  divisibles  par  3.  Ce  théorème  est  un 
cas  particulier  d'un  théorème  plus  général,  démontré  par  Male- 
branche,  sur  les  deux  facteurs  de  xP  -\-ypy  ainsi  que  Ta  fait  re- 
marquer récemment  M.  C.  Henry  ( f  ). 


(  •  )  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermât,  suivies  de  fragments  inédits  de 
Bachet  et  de  Malebranchc,  Rome,  1880,  \r\-\9,  p.  87-9?.  Le  manuscrit  dans  lequel  se 
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De  plus,  les  diviseurs  de  N  sont,  en  exceptant  le  nombre  3 , 
de  la  forme  quadratique  y*2  H-  3  g2  et  de  la  forme  linéaire  corres- 
pondante 6  h  -f-ï. 

Enfin,  on  sait  que  le  reste  de  la  division  d'un  cube  par  le 
nombre  9  est  toujours  égal  à  o  ou  à  db  1 . 

Cela  posé,  nous  considérerons  quatre  cas  : 

i°  Le  nombre  z  est  impair  et  divisible  parZ. 
Si  A  prend  Tune  des  valeurs  indiquées  dans  l'énoncé,  aucun  des 
nombres  p  ou  q  ne  divise  N;  on  doit  donc  poser 

jf+jrz^Àfl1,     N==3&»,     z  =  3ab, 
et  par  suite 

Mais,  puisque  b  divise  N,  on  a 
b=p  +  $g\     *»  =  Ff-4-3GV  4**=(F  — 3G)f4-3(F  +  G)ff 

et,  en  même  temps 

F=/(/,-9«*).    G  =  W,-*i). 


ainsi  qu'on  le  voit,  en  faisant  le  cube  àef-\-gyJ — 3.  En  identi- 
fiant les  deux  valeurs  de  4^S  on  trouve 

ou  bien 

/(/'-9S')±3s(/'-s»)  =  3A«». 

Doncy*serait  divisible  par  3,  et  par  suite  A,  et  aussi  x  ely,  que 
nous  avons  supposés  premiers  entre  eux.  Donc  z  ne  peut  être  im- 
pair et  divisible  par  3. 

20  Le  nombre  z  est  pair  et  divisible  par  3. 
On  doit  poser 

x  +;•=  3,.23À«3,     N  =  3£\     z=z6ab9 


trouve  copiée  la  démonstration  en  question  est  expressément  attribué,  par  un  Cata- 
logue inédit  des  manuscrits  de  l'Oratoire,  à  Malebranche,  qui  d'ailleurs  a  laissé  de 
nombreux  autographes  sur  les  Sections  coniques,  le  Calcul  différentiel  et  intégral,  la 
Mécanique,  l'Optique,  etc. 
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et,  par  suite 


on  en  tire 


{=*)'+*{¥)'->-»+»» 


G=^-^    ou    g[P-g*)  =  ika>. 


D'ailleurs,  y*2  -+-  3^a  ety*  — g*  sont  impairs;  donc  g  est  pair, 
et,  en  désignant  par  a,  (3,  y  trois  nombres  premiers  entre  eux,  on 
doit  poser,  avec  a  =  afiy, 

ou 

Il  semble  qu'il  peut  y  avoir  d'autre  décomposition  lorsque  A  con- 
tient plusieurs  facteurs;  mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  décom- 
positions conduiraient  à  la  conçruence  impossible 

«î±aj33±:47î^o     (mod.  9). 

Quant  aux  deux  décompositions  précédentes,  elles  donnent 

j3»_y*  =  A(aa)»f     ou     7»-h(2a)8=Ai3». 

On  ramène  donc  l'équation  proposée,  dans  laquelle  l'inconnue  z 
contient  le  facteur  3*,  à  une  autre  semblable  dans  laquelle  l'in- 
connue z  ne  contient  plus  que  le  facteur  3*""1,  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  que  l'on  peut  supposer  que  z  n'est  pas  divisible  par  3. 

3°  Le  nombre  z  est  impair  et  non  divisible  par  3. 

On  doit  poser 

x  h-j  =  A«»,     (x  +x)* -+-  S(x—jr)*=4P9 
et  par  suite 

Frfc3G  =  Àa», 

équation  impossible  suivant  le  module  9,  puisque^n'est  pas  divi- 
sible par  3. 

4°  Le  nombre  z  est  pair  et  non  divisible  par  3. 
On  doit  poser 

*+,  =  ,.A.>,     (i±l)V  3  (*-=-')' =*', 
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et,  par  l'identification, 

/(/I-9ff')=4A«J; 

cette  équation  conduit  aux  décompositions  suivantes,  en  laissant 

de  côté  celles  qui  donnent  des  congruences  impossibles  suivant  le 

module  9: 

/:=4«',    f+3g  =  kp,    y-3^7» 

ou 

On  en  déduit  l'équation 

A? -y»  =  (*»)», 

reconnue  impossible,  puisque  z  est  impair  et  non  divisible  par  3, 
ou  l'équation  en  moindres  nombres 

Donc  l'équation  proposée  est  impossible. 

Théobème  II.  —  «Si  p  et  q  désignent  des  nombres  premiers  res- 
pectivement des  formes  iSn  -+-  5  et  18/i  -f- 11,  il  est  impossible  de 
décomposer  en  deux  cubes,  soit  entiers,  soit  fractionnaires ;  aucun 
des  nombres  suivants  : 

Considérons  l'équation 

x3  -+-J'3  —  2"Az\ 

dans  laquelle,  A  étant  impair,  le  coefficient  a"  A  représente  l'un 
des  quatre  nombres  2/;,  2(/*,4p2,  £q.  On  doit  supposer  x,y,z 
entiers  et  premiers  entre  eux,  xely  étant  impairs;  il  y  a  lieu 
d'étudier  deux  cas  différents,  suivant  que  z  est  ou  n'est  pas  divi- 
sible par  3. 

i°  Le  nombre  z  n'est  pas  divisible  par  3. 
On  arrive,  comme  ci-dessus,  à  l'équation 

Mais  y*2  —  g  g2  est  impair  avec  b;  on  a  donc 
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ou  bien 

Ces  deux  décompositions  conduisent  aux  deux  équations 

|33-f-73=2,lAa3     ou     A  j3a -4- 7*  =  a*  a1  ; 

celles-ci  sont  impossibles  suivant  le  module  9  ;  pour  la  première, 
les  indéterminées  a,  {3,  y  ne  sont  pas  divisibles  par  3. 

20  Le  nombre  z  est  divisible  par  3. 

En  posant  z  =  3  ab ,  on  arrive,  comme  ci-dessus,  à  l'équation 

et,  puisque  y2  —  g2  est  impair,  à  Tune  des  décompositions 

g=i"-*A*\    f+g=p\    f-g~y\ 


ou  bien 


tr 


=  2''-»a3,     /+ff  =  A]3\    f-g=:y\ 


La  seconde  décomposition  conduit  à  une  équation  déjà  reconnue 
impossible;  la  première  conduit  à  l'équation 

j33  —  7*  =  a*  A  «*, 

de  même  forme  que  la  proposée,  mais  contenant  un  facteur  3  en 
moins.  On  conclura,  comme  précédemment,  que  l'équation  pro- 
posée est  impossible  à  résoudre  en  nombres  entiers. 

Théorème  III.  —  Si  p  et  q  désignent  des  nombres  premiers  des 
formes  18/1  -h  5  et  18 n  -+- 1 1 ,  il  est  impossible  de  décomposer  en 
deux  cubes  soit  entiers,  soit  fractionnaires,  l'un  des  nombres  sui- 
vants : 

9/>'  9?'  9P*<  972- 

Nous  considérerons  deux  cas  suivant  que  z  est  impair  ou  pair 
dans  l'équation  (1). 

i°  Le  nombre  z  est  impair. 
On  a,  dans  ce  cas, 

.r  -4-  v  =  3  Art3,      f.r+^;»4-  3(.r  —  j)4  =  I2*3, 
VIII.  12 
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et  par  suite 

il  résulte  de  l'identification 

F  -*-  G  =  Art3, 
ou  bien 

Cette  équation  est  impossible  suivant  le  module  q,   puisque  le 
produit  g(J* — g2)  est  toujours  divisible  par  3. 

s*°  Le  nombre  z  est  pair. 
On  doit  poser 

par  suite 

G  =  "r£A     ou     4A«*  =  3£(/*-#';. 

On  en  déduit,  en  laissant  de  côté  les  congruences  impossibles  sui- 
vant le  module  9,  les  décompositions 

*'  =  4-9Aa''    f+g  =  ?'    f—  Ar  =  'A 
et 

=  4A«»,    /4-/r  =  9,5\     /— ff  =  y\ 


X 


La  première  décomposition  conduit  à  la  même  équation  en  moindres 
nombres;  la  seconde  donne 

9 S*  —  y3  =  A  |?.k>,) 

impossible  suivant  le  module  9.  c.   q.   f.   n. 

M.  Sylvester  a  indiqué  de  plus  quatre  autres  formes  [Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences ■,  i()  février  1880), 

DP'h  9/'V.  ÏWÏ»  9'/7Ï» 

pour  lesquelles  l'équation  (1)  serait   impossible.    Cet  énoncé  est 
trop  général.  Ainsi,  en  particulier,  pour//  =  5,  a  =  1 1,  on  a 


•'  \  io8o3/        \  1080  \) 
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Cependant  on  peut  modifier  renoncé  précédent,  en  tenant 
compte  de  la  théorie  des  résidus  cubiques;  mais  il  semble  que  Ton 
ne  peut  obtenir  d'énoncé  général  que  lorsque  l'on  donne  à  l'un 
des  nombres p  ou  q  une  valeur  particulière.  On  peut  alors  déter- 
miner, par  les  lois  de  réciprocité  étendues  aux  résidus  cubiques, 
des  valeurs  de  q  en  nombre  indéfini,  en  supposant  donnée  la  valeur 
de  p,  ou  inversement. 

Nous  ajouterons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

■ 

Théorème  IV.  —  Pour  que  l'équation 

4 

X*  -f-  Y*  =  AZ3 

soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  rfe  X,  Y,  Z,  A,  il  jaut  et  il 
suffit  que  A  appartienne  à  la  forme 

xy[x+y)9 

préalablement  débarrassée  des  facteurs  cubiques  qu  elle  peut  con- 
tenir. 

En  effet,  on  a  l'identité 

(.r3  __^-3  +  6<rir  _^  3x,-«  ;»  -f.  (  r»  —  .,*  -f-  6  v'.r  ■+.  3  r.r*  )» 

"=  .r/(.r+v)  33  ^.r5  -h  .ry  +)  *  )», 

et  l'on  résout  l'équation  proposée  par  les  valeurs 

X  —  .r*  —  v3  -+-  6./'V  -+-  3.rrs, 
Y  =.)  *  -  x3  -+-  ey.v  4-  3  >.r2, 

Réciproquement,  si  l'équation  est  vérifiée  pour  les  valeurs  Xo,/o? 
z0  des  variables,  et  si  l'on  pose  x  =  *rj[,  j  =  i  jj,  on  a 

.rr  (  .r  H-  v  )  =  A  (  .r0  v0  30  \ 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Il  résulte  encore  de  l'identité  pré- 
cédente que  toute  solution  de  l'équation  proposée  conduit  à  une 
série  indéfinie  d'autres  solutions,  en  supposant  A  constant;  il  faut 
excepter  le  cas  de  .r  —  dz  y. 
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Ainsi,  pour  x  =  i ,  y  =  a,  on  a  la  solution 

17S  -h  37s  =  6.21*, 

qui  donne  ensuite  une  série  indéfinie  d'autres  solutions  de  l'équa- 
tion 


X 


-hr8  =  633, 


bien  que  Legendre  ait  affirmé  son  irrésohtbilité.  De  même,  pour 
x  =  9,  y  =  55,  on  retrouve  l'exemple  donné  plus  haut. 

Théorème  V.  —  Six, y,  z  vérifient  l'équation 

.r3  —  Zjry1  -f-  y*  =  3  A  3% 

on  peut  décomposer  le  nombre  A  en  deux  cubes,  ou  résoudre  l'é- 
quation 

XJ  +  YJ  =  AZ3 

par  les  formules 

X  =  2.r*  —  3  r*  jr  —  3j-j  *  -h  9.  v3, 
Y  =  .r3  -+-  3x'j  —  6«rv8  -f-  j3, 

Il  suffit  de  vérifier  l'identité  correspondante;  les  valeurs  de  A 
sont  telles,  que  les  diviseurs  sont  de  la  forme  18/1  dz  1,  ainsi  que 
cela  résulte  de  la  théorie  des  fonctions  cyclotomiques.  M.  Syl- 
vester  arrive  au  même  résultat  par  des  formules  du  neuvième  degré, 
tandis  que  les  nôtres  ne  sont  que  du  troisième. 

Théoukmf,  VI.  —  Un  nombre  positif  quelconque  entier  ou  frac- 
tionnaire est y  d'une  infinité  de  manières }  le  produit  ou  le  quotient 
de  deux  nombres  formés  de  la  somme  de  deux  cubes  positifs. 

Euler  a  démontré  qu'un  nombre  positif  quelconque,  entier  ou 
fractionnaire,  est  égal  à  la  somme  de  quatre  cubes  positifs,  entiers 
ou  fractionnaires.  On  trouve  la  formule  correspondante  dans  une 
Note  qui  termine  les  Exercices  d' Analyse  numérique  de  Lebesgue. 
Nous  ferons  d'abord  observer  que  Lebesgue  ne  paraît  pas  avoir 
deviné  la  méthode  qui  a  dû  servir  à  Euler  pour  obtenir  cette  for- 
mule. En  effet,  il  nous  paraît  évident  que  celle-ci  provient  des 
recherches  entreprises  par  Euler  pour  obtenir  la  décomposition 
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d'un  nombre  A  en  deux  cubes.  L'identité  d'Euler  est  la  suivante, 

*  =  (g^ïY[(2  —  a)'4-«3(£-i)s  +  P(c--i)ï-f-<:ï], 
dans  laquelle  on  suppose  m  tel  que  Ton  ait 

n  n 

12  b 

et,  de  plus, 

6/ws              2û3  —  i               n6*  —  i 
rt  =  iH ,     b  =  —— — t     c  =-n 

n  fl4  +  i  6*  -+- 1 

Il  est  fort  probable  que  cette  identité  provient  de  l'Arithmétique, 
et  non  de  l'Algèbre,  contrairement  à  la  supposition  de  Lebesgue. 
Le  théorème  proposé  revient  à  dire  que  l'on  peut  résoudre  en 
nombres  rationnels  et  positifs,  et  d'une  infinité  de  manières,  les 
équations 


.r»  4-  y* 
23-f-  U* 


(!)  K  = 

et 

(2)  N  =  (xî-f-J3)(3»-hl/5). 

Pour  l'équation  (i),  on  pose  N=ax3'*— ',  on  choisit  -r  par  les 
conditions  d'inégalité 

B  a*  B 

a^-'A^^  >  2x3*-|a' 

et  l'on  a 

__  B/;3  __  2*\3*-1A«3  —  Bfr1 

a  "  a 

2A  3*-*  An'  B  fl»  —  2X 3*-'  A  ** 

"  = 1 '      Z=  1 

Pour  l'équation  (a),  nous  observerons  que  l'on  a  les  deux  iden- 
tités 

(6LM  -4-  L«  —  3 M1  )3  -f-  (6LM  —  L*  -4-  3 M* )3  =  2» 3'LM  (L1  -*-  3M«)*, 

(  L  h-  M  ) J  +  (  L  —  M  ) 3  =  2  L  (  L*  -+-  3  M  *  ) . 

Donc,  en  multipliant  membre  à  membre,  et  divisant  les  deux 
membres  de  l'égalité  obtenue  par  (L2+ 3M2)3,  on  aura  décom- 
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posé  a*32L2M  en  un  produit  de  deux  facteurs  égaux  à  une  somme 
de  deux  cubes;  en  supposant,  de  plus, 

on  décomposera  ainsi  en  ce  produit  le  nombre 

N  =  ^3*AB«; 

on  détermine  d'ailleurs  jj  dé  telle  sorte  que  les  cubes  x,  y,  z,  u 
soient  tous  positifs. 


Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  classe  de  fonctions  ; 

par  M.  G.  Humbert. 

(Séance  du  16  avril  1880.) 

Soit  l'équation  différentielle 

(1)       (x'-ilZ-haLrli  +  -J  — «  \/—  «(«-fa  +  i)/  =  o, 

où  h  et  a  sont  deux  nombres  entiers  tels  que  n^>o  et  w-4-a-hi  ^>o. 
En  posant 

K/(.r)         .r(2-i-a!  —  ?.« 


ou 


ce  qui  donne 


H m         H h '•> 

k    (.T*    2  '2 

■=r^ r 1 * 

K'.r)  .r  —  1  .r+l 

<     / 


i+:  /•/•  -+-  i\w 


K(.r)  =  (x'-,)      ■ 


/:  —  I 


on  sait  qu'une    solution  de  l'équation   (1)   est   le   polynôme   de 
degré  h 

0   .r  •  =z       ""'  D"  :.*■*  —  Ii"-1  R  «.r  ; 


OU 


>-.----Hfe-v)V"-"-"!(^)"- 
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Transformons  maintenant  l'équation  (i)  par  la  substitution 


.r*  —  i 


K(x) 
nous  trouvons 


u\ 


(2)      (^-îj^+îJ    I--J+W    tt'-(«  +  a)(«  +  ij«  =  o. 

Cette  équation  admet  comme  solution  le  polynôme  de  degré  #  H-  a 

Kir)  i  r8—  iÏ»-mh-i 

p(J?)  =  ±illD»+«i:  j 


.r2—  I  K(x) 


ou 


,w.(J._„-(î±j)-D~^_.rî(i£i)-. 

Par  conséquent,  P(x)  et   ^  v       0(jr)   sont  deux  solutions  de 

l'équation  (2). 

Sans  chercher  les  conditions  nécessaires   et  suffisantes  pour 
qu'elles  soient  distinctes,  je  remarque  qu'elles  le  seront  nécessai- 

rement  si    #      ;  n'est  pas  une  fonction  rationnelle,  car  P(jr)  est 

Klx) 
un  polynôme  entier  et  — p — -  0(.r)  n'est  pas  un  polynôme,  dans 

le  cas  supposé. 
Or 


.r-  —  1  •    \.r  —  1  / 


w 


Cherchons  les  conditions  pour  que  cette  fonction  soit  irration- 
nelle. Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

i°  a  pair;  il  faut  et  il  suffit  que  g>  ne  soit  pas  entier. 

20  a  impair;  il  faut  et  il  suffit  que  w  ne  soit  pas  de  la  forme 
r>.p  -+■  1 


2 


Supposons  Tune  de  ces  conditions  remplie. 

Une  solution' quelconque  de  l'équation  (2)  sera  de  la  forme 

>  ,    _  /P    .*■     -j-  //— f)    .r    . 

.9"  J  ' 
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Mais  cette  équation  admet  comme  solution  la  fonction 


(*)' 


qui  est  de  degré  —  (tî-H  ï),  c'est-à-dire  qui,  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x,  commence  par  un  terme  en 
ï 


.r"-*1 


On  a  donc 

>P(.r)  «  y  *Lïl  elx)  =  —,+..., 

d'où 

K(.r)  _     P(.r)  I 

équation  qui  montre  que  les  polynômes  &(x)  sont  les  dénomina- 
teurs, les  polynômes  P(#)  les  numérateurs  des  réduites  de  la 
fonction 


Hfi=(.rI_I)7f-iy 


dans  le  cas  où  cette  fonction  est  irrationnelle. 

En  posant    t  '•'  •   =  F(x),  on  aura  pour  les  réduites  successives 

{     '  Fi.r) 


D'^x*  —  ij"r"ur, 


Ce  résultat  comprend  comme  cas  particulier  le  cas  de  a  =  o  ;  on 

J  5  étudiées  par  M.  La- 
guerre  par  une  méthode  toute  différente. 

Laissant  de  côté  l'étude  des  polynômes  &(x)  et  P(^),  je  fais  la 
remarque  suivante,  qui  va  conduire  à  un  théorème  intéressant. 

On  sait  que,  si  Ton  pose 


Y  —    I       — : fh< 
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on  a 


=  -(/i  +  i)[R(:)(3!-i)'»(x-:)-''-î]j. 
Le  second  membre  devient,  en  remplaçant  K  par  sa  valeur, 

La  quantité  entre  parenthèses  s'annule  pour  —  i  et  -f- 1  si  l'on  a 

a  a 

/i-f-lH h«>0,      n  +  H w  >  O. 

a  1 

Dans  ce  cas,  la  fonction 

est  une  solution  de  l'équation  (a),  et  elle  commence  par  un  terme 
Si  K(z)  s'annule  pour  —  i  et  pour  -4-  i,  c'est-à-dire  si 

0C  OL 

H h  m  >  o,       H «>0, 

conditions  qui  comprennent  les  précédentes,  on  aura  évidemment 

,v=r,p'Kt«)(«'-»î-At 

,  r+t  k(z)  r»(») -•M1lfc> 


ou 


ou 

-M 


j  =  eW  /      ri w  r«fc+n  .r  , 


I1(j:)  étant  un  polynôme  au  plus  de  degré  n  —  i . 
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On  a  donc 


OU 


/ 


_K(=)   _   rf.       *i-*)-pH. 

P(x)  est  un  polynôme  de  degré  n  -f-  «. 

Si,  sans  changer  a  et  w,  on  change  n  en  «  -f-  p,  on  aura  deux 
autres  polynômes  P|  (x)  et  0|  (.r),  et 


(3)  /  — */s— u, 1— ^-  =      !  '    .   . 

Retranchant  ces  deux  relations  membre  à  membre,  on  aura 


la    ^K-(-")_pï-r)   p.w 

[Ut  U  ]  — =  — - — .■ 9 


et  -^ —  serait  une  fonction  rationnelle,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse;  on  a  donc 

p.»    iv>% 


u  -=z  !X,       et 


e>)     »,-.,■ 


Prenant  n  =  o  (on  peut  le  faire  si  a  >  o),  le  polynôme  0  corres- 
pondant est  une  constante;  par  suite,  on  a 


*-  --I 


P.  étant  un  polynôme  de  degré  a. 

Si  a  est  négatif,  comme  on  doit  avoir 

il  faut  que 

Par  suite,  a  ne  peut  prendre  que  la  valeur  —  i  ;  la  valeur  a  = —  a 
donnerait  o>  =  o,  et  -  — —  serait  rationnel. 

r- —  | 
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Dans  ce  cas,  pour  que  — J — j  =  -*-j—[  »  il  faudrait  que  0  et  0t 

eussent  au  moins  une  racine  commune,  puisque  les  numérateurs 
sont  d'un  degré  inférieur  d'une  unité  au  degré  des  dénominateurs  ; 
alors  tous  les  polynômes  0(x)  auraient  au  moins  une  racine  com- 
mune, ce  qu'on  sait  être  impossible.  Donc 

P{jt)  =  ?,(*)  =o, 
et  l'on  a,  pour  a  = — i, 

En  résumé  :  i°  a  étant  entier  et  plus  grand  que  o,  si  la  fonction 


F(5)  =  (3'-I)ï(^i) 


est  irrationnelle  et  si,  pour  —  1  et  -f- i,  elle  ne  devient  pas  infinie 
d'un  ordre  supérieur  ou  égal  à  i ,  on  a 


+l  FM 

v  -:  <te  =  f*F(.r)  -+-  (  A.r«-f-  B.r*-»  +  ...  +  L); 


I- 


a0  a  étant  égal  à  —  i ,  et  les  mêmes  conditions  étant  réalisées,  on  a 
Çl (z~*~l\*      '  dz    —  P  +  IV-    " 

J__,      \~  —  «/    ^3*— i   u  —  '""  V'"— »/    /?"—  ï 


Sur  l'extension  du  théorème  de  Descartes;  par  M.  Éd.   Lucas. 

(Séance  du  2  avril  1880.) 

M.  Laguerre  a  donné,  dernièrement,  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences  et  dans  les  Nouvelles 
Annales,  quelques  considérations  nouvelles  et  fort  importantes,  au 
point  de  vue  pratique,  pour  la  séparation  des  racines  des  équations 
algébriques;  notre  but  est  de  présenter  une  démonstration  élémen- 
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taire  qui  permet  d'introduire  dès  maintenant  dans  l'enseignement 
le  théorème  de  M.  Laguerre. 

i.  Désignons  parym(x)  un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  x, 

fm(x)  =  A0x'«  -f-  A,*™-1  -+-  A,x'«"«  H-  . . .  +  Am_,x  -+-  Am, 

et  considérons  les  expressions 

f0(x)  =  A0, 
/,(.r)  =  A0.r  -4- Alf 
(i)  {  ft[x)  =  A0x*  -+•  Axx  H-  A„ 


\Jm\x) — A0x    •+- A\X        H- ...-+- A  m. 

On  calcule  facilement  les  valeurs  des  polynômes  /i(x),/i  {x)t  •••> 
fm(&)  pour  une  valeur  donnée  de  x,  par  voie  récurrente,  puisque 
Ton  a 

i  2.  Les  polynômes  en  x  que  nous  venons  de  considérer  sont 
obtenus  dans  le  quotient  du  polynôme  proposé  par  un  binôme 
x  —  a;  on  a,  en  effet,  l'identité 

(  2)   fsïfl  =  *<«-•/; -h  x— v,  -+-  x«- v,  -*-•••  +/«-i  -»-  — — ,  » 

jr  —  a  x  —  a 

dans  laquelle  fQ,  j\,  .  .  .,fm-.\ifm  désignent  les  résultats  que  Ton 
obtient  en  remplaçant  x  par  ay  dans  les  polynômes  (i). 

De  même,  on  calcule  facilement  le  quotient  de  /(x)  par  le  pro- 
duit (x  —  a)  (x  —  b)  au  moyen  de  l'identité 

x  —  a         .*•  —  b         [x  —  a )  { x  —  b  j 

dans  laquelle  on  suppose  a  et  b  inégaux. 

On  calculerait  de  même  le  quotient  dcf(x)  par 

(x  —  a )  ( x  —  b)  [x  —  c ) 
pour   des   valeurs   inégales  entre  elles  de  a,  b,  c  au  moyen   de 
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l'identité 

/M f[f) _  f/,-r)/f.r) 

(.r  —  a)[x  —  b)         [x  —  a)  [x  —  r  )         (.r  —  a)  [x  —  b)  [x  — *c) 

et  ainsi  de  suite. 

3.  Lemme  de  Segner  généralisé.  —  Le  lemme  de  Segner  sert 
de  base  à  la  démonstration  du  théorème  de  Descartes  ;  on  le  géné- 
ralise de  la  façon  suivante.  Sif(x)  désigne  l'expression 

M 

A.r'"  -+-  B-r'"-»  -+-  Cr"1-*  +  ...+  Rx  +  LH , 

x  —  a 

dans  laquelle  M  désigne  une  constante  positive  ou  négative,  le 
nombre  des  variations  contenues  dans  le  produit  (x — b)f(x)> 
mis  sous  la  forme 

N' 

A.r'"+'  4-  W.Tm  -f-Cr"1-1  -+-...-*-  K'r*  -+-  V  x  -+-  M'  H , 

x  —  a 

surpasse  d'une  unité  au  moins  et  toujours  d'un  nombre  impair  le 
nombre  des  variations  de  la  suite 

A,  B,  C,    . .  .,  K.»  L,  M 

si  l'on  suppose  b  ]>  a  et  b  positif. 

En  effet,  la  suite  des  coefficients  de  f{x) 

A,   B,  C,    .  . . ,   K.,   L,   M 
devient,  après  la  multiplication, 

A,  B  —  bk,  C— 6B,    ...,  L  —  bK,  M  —  6L,   (*  — *)M. 

Le  dernier  terme  a  le  même  signe  que  —  ôM,  puisque  l'on  suppose 
a<^b,  de  sorte  que  la  démonstration  du  lemme  généralisé  est 
absolument  semblable  à  la  démonstration  ordinaire  donnée  dans 
les  Cours. 

4.  Théorème  de  M.  Laguerre. —  Dans  une  équation  algébrique 
ym(.r)  =  o,   le  nombre  des  racines  positives  plus  grandes  que  a 


-  190  - 
ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

(3)  /o(")i  /if'1)»  /*(«)i   ••••/«(")» 

e£,  quand  il  est  moindre,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

On  démontre  ce  théorème  de  la  même  manière  que  le  théorème 
de  Descartes,  en  mettant  préalablement  fm(x)  sous  la  forme  (2). 
En  particulier,  pour  a  =  o,  on  retrouve  le  théorème  de  Descartes. 

Remarque  I.  —  Si  la  suite  des  fonctions  (3)  ne  présente  que 
des  permanences,  le  nombre  a  est  une  limite  supérieure  des  racines 
positives. 

Remarque  IL  —  Si  dans  l'équation  fm[ x )  =  o  on  remplace  x 
par  -  9  on  obtiendra  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
de  l'équation  fm(x)  =  o  comprises  entre  o  et  a  en  appliquant  le 
théorème  de  M.  Laguerre  à  l'équation  fm  (  -  )  =  o,  pour  la  valeur 


1 
a 


Exemple  I.  —  Soit  l'équation 

fm  [a:)  =z  .r"ù  —  5.rv  —  l6x3  +  I2J:!  —  g.r  —  5  =  o, 

considérée  par  M.  Petersen  et  par  M.  Laguerre. 
Pour  x  =  i ,  on  a  la  suite 

1,  —4,  —  20,  —  8,  —17,  —  22; 

donc  l'équation  a  une  seule  racine  réelle  plus  grande  que  l'unité. 

En  appliquant  le  procédé  à  la  transformée  en  ->  on  n'a  que  des 

permanences;  ainsi  l'équation  proposée  n'a  qu'une  seule  racine 
positive. 

Exemple  II.  —  Soit  l'équation 


.1 


,6 


-h  x5  —  .r*  —  .t3  +  xJ  —  .r  -f-  1  —  o, 


considérée  dans  le  Traité  d' Algèbre  supérieure  de  M.  Serrel 
(p.  3i3).  La  substitution  x  =  i9  parle  commencement  ou  par  la 
fin,  dans  le  premier  membre,  fait  voir  qu'il  n'y  a  pas  de  racines 
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réelles  supérieures  à  l'unité  et  qu'il  y  en  a  deux  au  plus  entre 

o  et  i  ;  maïs  l'équation  en  -  s'écrit 

[jc*  -f-x(-r  H-  i)  (jr  — i)]  (.r—  i)  H-  I  =  o, 

et  ne  peut  avoir  de  racine  plus  grande  que  i  ;  donc  la  proposée 
n'a  pas  de  racines  positives.  Dans  la  transformée  en  — x9 

.r6  —  x5  —  .r*  -h  .*'  -h  .*'  -+•  x  -f-  l  =  o, 

la  substitution  dex=i  par  le  commencement  ou  par  la  fin  montre 
qu'il  n'y  a  pas  de  racines  plus  petites  que  i  et  qu'il  y  en  a  deux 
au  plus  plus  grandes  que  i  ;  mais,  en  l'écrivant  sous  la  forme 

(.r5  —  .r3 )  [x  —  l)-i-  x*  +■'•  +  1  =  0, 

on  voit  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  plus  grandes  que  1  ;  donc  la  pro- 
posée a  toutes  ses  racines  imaginaires. 


Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  fractions  continues 

algébriques  ;  par  M.  G.  Humbert. 

(Séance  du  21  mai  1880.) 

« 

I.  Dans  une  lettre  à  M.  Fuchs,  publiée  dans  le  Journal  de 
C relie,  M.  Hermite  a  donné  les  résultats  suivants  : 

Soient    // -+- 1   quantités   x0,  xiy  xf,  . .  . ,  xn  et   n    polynômes 
entiers  en  x,  de  degré  m,  P0,  P|,  .  . . ,  P«. 
Considérons  l'expression 

E(.r)  .-=  P.log -L  -+-  P,hig +. .  .+  PJog -"• 

Cette  expression  est  égale  à  un  polynôme  entier  de  degré  m — 1, 
plus  une  fonction,    qui,    ordonnée  par  rapport   aux  puissances 

décroissantes  de  x,  commence  par  un  terme  en  -: 


E(.r)  =  !■„_,  {r)+  ■}  +  £  + 


-  192  - 

Les  polynômes  P, ,  P2, . . . ,  P„  renferment  (m+i)/i  coefficients  : 

on  pourra,  en  disposant  de  ces  coefficients,  faire  disparaître  dans 

E(x)  les  termes  en 

i       i  i 

—  •        —    »  •    .    .  m        — — — — — —    • 

X       X*  x{m+i)*-l 

On  aura  ainsi  (m-hi)n  —  i  équations  homogènes  entre  les 
(m-f-  i)/i  inconnues. 

Ce  problème  est  une  généralisation  de  celui  qui  conduit  à  la 
théorie  des  fractions  continues  algébriques. 

M.  H  ermite,  dans  le  cas  cité,  a  montré  que  les  polynômes 
P<(x),  . ..,  Pn(x)  satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire 
de  degré  (w  -+-  i),  dans  laquelle  le  coefficient  d'une  dérivée,^,  est 
un  polynôme  de  degré  fi;  de  plus,  une  (rc  4-  i)lème  solution  de  cette 
équation  est  la  fonction 


PJogf — £lH -+-PJog^ — fï—n^-r). 


II.  On  peut  donner  des  résultats  analogues  pour  des  fonctions 
plus  générales  que  les  logarithmes  qu'a  considérés  M.  Hermite. 

Je  définirai  ces  fonctions  de  la  manière  suivante. 

Soient  «  +  i  quantités  x0j  xty  ...,  xn,  rangées,  si  elles  sont 
réelles,  par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  A(x)  le  polynôme 

A;.r)  =  (.r  —  x0)(x  —  .r,  ) .  .  .  (.r  —  xn). 

Soient  G(.r)  un  polynôme  quelconque  de  degré  (n  —  i)  et  K(x  • 
une  fonction  définie  par  l'équation 

K'(.r)         G{x) 
K(.rj         à[x) 

Cela  posé,  les  fonctions  introduites  au  lieu  des  logarithmes  de 
M.  Hermite  sont  les  suivantes  : 

,-»■*■ 


0 


/       K  ;  z  .      tlz 
Zf'—    I       ~TT~  1" 

/  A:2j   .r  —  z 


■»  ,    •  ' 
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K(s)  est  évidemment  de  la  forme 

K(*  )  =  A  (.r  —  .r0)*.(.r  —  .r,  )J*.  .  .  .  (je  —  .r,,)*.. 

Les  intégrales  précédentes  n'auront  de  sens  que  si  K(j?)  s'annule 
par  les  valeurs  x0i  x,,  . . .,  xn  de  la  variable;  ou,  si 

Je  supposerai  cette  condition  remplie;  alors  les  polynômes  de 
degré  m,  P,  (x),  P2(x),  . . . ,  P,,(.r),  seront  déterminés  par  la  con- 
dition que  l'expression 

Pi  3|  -+-  Pj  Zt  -f-  .  .  .  -f-  P/t  3a> 

ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  ne  contienne 
pas  de  termes  en  '-,   1 ,    •  •  -,    c(mJ,)>,_,  • 

III.  Si  l'on  suppose 

G(*)  =  A'(x). 

on  a 

K(x)=  A(jp). 

Nos  fonctions  deviennent 


*,  =  j       -_=_Iog 


jr  —  jrt 


I        .r —  c 


log 


r 


•E &*i — l 


'»-» 


Ce  ne  sont  pas  tout  à  fait  celles  de  M.  Hermite,  qui  donne  aux 
logarithmes  de  sa  formule  le  même  dénominateur  (a:  —  x0)'}  mais 
la  forme  que  j'adopte  a  l'avantage  d'introduire  des  polynômes  Pf, 
P2,  ...,P„  qui  jouissent  de  la  propriété  d'avoir  toutes  leurs 
racines  réelles,  et  comprises  respectivement  entre 

pourvu,  toutefois,  que  x0,  x{,  . . .,  xn  soient  réels.  Les  polynômes 
de  M.  Hermite  n'ont  pas  la  même  propriété. 

On  peut  donner  de  ce  théorème  la  démonstration  suivante, 
vin.  i3 
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IV.  De  la  définition  des  polynômes  Pf  (x),  ...  on  déduit,  comme 
on  le  fait  dans  la  théorie  des  fractions  continues  algébriques,  les 
relations  fondamentales, 

jT"|{jjpl(,,,A+...+y,J,,|jjjp.(8,3A=o» 


r»  X 


S{p,  (s)  «A  +  ...+  /      ^4pB(î)srf^  =  of 


«-1 


f    ^jpI(:):('»+1)''-^  +  ...+  f  "5lifjpil(3)«('»+|)»-tl|5==p. 
On  peut  résumer  ces  formules  en  une  seule, 


m-«-l)ji-l(5)^*  =  Ot 


en  désignant  par  n(m+<)n_2(z)  un  polynôme  quelconque  en  z, 
au  plus  de  degré  (m  -h  i)/i  —  2. 

Cette   propriété  des  polynômes  P|(~),  P2(^),  ...  suffît   pour 
démontrer  le  théorème  énoncé. 

•  f  Ki. ri 

Je  remarque  d'abord  que  la  fonction  — —  ne  peut  changer  de 

A  vu  ) 

signe  entre  x0  et  j?i,  entre  xt  et  x2, . . . ,  xw_i  et  .r,,. 
Soient  maintenant 

«ii  ?\y  •  •  •  >  ^1  les  reines  de  Pi(«r)  comprises  entre  .r0  et  .r,, 
«i>  |5t,  . . .,  À,  »  Pi(-r)  »  ri  et  '?. 

«i»»?« K  M  p/i(r;  ta  '/i-i  et  r/i« 

Chacun  de  ces  groupes  se  compose  d'un  nombre  quelconque  de 
racines,  nombre  inférieur  à  m  cependaut. 
Posons 

n  \ ,r    —  v  *r         an     •••■**         '  n    'An  .  *r   • 

Si  les  fonctions  /,,  y* yJt  se  réduisent  à  de<  constantes,  h» 
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théorème  est  démontré  ;  sinon,  il  y  aura  au  moins  une  de  ces  fonc- 
tions qui  sera  du  premier  degré  ou  d'un  degré  supérieur. 
Par  suite,  le  degré  du  produit 

(z  —  «|)(S  —  £i  )...(*  —  *l)(*  — «1).  •  '[Z  —  *i)-..(3—  ««)•••(*  —  **) 

ne  pourra  pas  surpasser  mn  —  1 . 

Or  on  a 

,X-K(S) 


SX 


Pi(5)n,m+,)(l_,(»)</«  =  o. 


r.      M*) 

Nous  pouvons  prendre 

nim+l)n-t[z)  =  (z  —  «i)(3—  -?i  )  - .  •  (  3  —  /,)...  (s  —  in)e[z); 

&(z)  sera  au  moins  de  degré 

(/«  -h  1  )  if  —  a  —  /ww  -h  1  =  n  —  1 . 

Le  produit  Pf  (z)TI^m+i)n^2  (z)  sera  alors  de  la  forme 

/i(«)e(*), 

1 

/V  (z)  ne  changeant  pas  de  signe  entre  «r0  et  .r,  5  de  même    • 

fn(z)  ne  changeant  pas  de  signe  entre  jfl_,  et  xn. 
Prenons  maintenant 

@{z)  =  (xi  ~  zYi  (•**— *N  •  •  (*«-!  —  *)•— ■  » 

C|,  cv,. .  .,C/i.i  étant  égaux  àoouà+i. 

On  peut  évidemment  les  supposer  tous  égaux  à  1 ,  puisque  0(z) 
est  au  moins  de  degré  n —  1 . 

L'intégrale   /     ft(z)Q(z)dz  a  un  signe  indépendant  des  va- 
leurs  des  quantités  e. 

La   seconde  intégrale    /      f2(z)Q(z)dz  aura  pour  etz=  o   un 

J.rx 

certain  signe  et  pour  e,  =  1  le  signe  contraire,  quelles  que  soient, 
d'ailleurs,  les  valeurs  des  autres  quantités  c2,  e3,  . . . ,  ?„_,. 


—  190  - 

Donc,  en  choisissant  la  valeur  de  60  cette  intégrale  aura  même 
signe  que  la  première. 

La  troisième  intégrale    /      f*(z)®(z)dz  aura  de  môme  pour 

Jxt 

€t=  o  un  certain  signe,  pour  62=1  le  signe  contraire,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  e  qui  suivent. 

On  pourra  donc  encore  choisir  £2  de  manière  à  lui  donner  même 
signe  qu'à  la  première. 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  qu'on  pourra  donner 
aux  n  —  1  intégrales  qui  suivent  la  première  le  même  signe  qu'à 
cette  première. 

Il  est  donc  impossible  que  la  somme  de  ces  intégrales  soit  nulle. 

Ainsi,  en  supposant  que  les  polynômes  P|  (z) . . .  Pn(x)  n'ont 
pas  toutes  leurs  racines  réelles  et  comprises  respectivement  entre 
x0  et xn. .  .,x„_i  et  xny  on  arrive  à  une  absurdité;  il  faut  donc 
conclure  que  cette  proposition  est  vraie  et  que,  par  suite  : 

Théorème. —  L'un  quelconque  des  polynômes  P,  P^( x)f  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  comprises  entre  .r,^  et  x^. 


Sur  la  Géométrie  de  direction;  par  M.  Lvgierrf.. 

(Séances  du  !\  et  du  îtf  juin  1SS0.) 

I. 

Définition  des  directions  et  des  cycles 

1.  Considérons  une  droite  quelconque  située  dans  un  plan;  on 
peut  supposer  qu'elle  soit  décrite  dans  un  sens  déterminé  par  un 
point  mobile.  J'appellerai  direction  une  droite  définie  ainsi  par  sa 
position  et  par  le  sens  dans  lequel  elle  est  supposée  décrite. 

L'angle  que  lait  une  direction  avec  une  autre  direction  arbi- 
traire est  évidemment  défini  à  un  multiple  près  de  arc. 

A  chaque  droite  A  du  plan  correspondent  deux  directions  op- 
posées, que  je  désignerai  par  les  notations  -h  A  et  — A;  I)  étant 
une  direction  arbitraire  donnée,  je  désignerai  par  — 1)  la  direc- 
tion opposée. 


i 


-  197  - 

2.  Les  deux  directions  correspondant  à  une  droite  isotrope 
doivent  être  considérées  comme  confondues  entre  elles  ;  en  d'autres 
termes,  une  direction  isotrope  se  confond  avec  son  opposée. 

3.  J'appellerai  cycle  un  cercle  défini  non  seulement  par  sa  po- 
sition, mais  encore  par  le  sens  dans  lequel  on  peut  le  supposer 
décrit  par  un  point  mobile. 

A  un  cercle  quelconque  C  du  plan  correspondent  deux  cycles 
opposés,  que  je  désignerai  par  les  notations  -f-C  et  — C;  K  étant 
un  cycle  arbitraire  donné,  je  désignerai  par  — K  le  cycle  opposé. 

4.  Une  direction  est  tangente  à  un  cycle  si  la  droite  correspon- 
dant à  la  direction  est  tangente  au  cercle  correspondant  au  cycle  et 
si,  en  outre,  sur  l'élément  commun  au  cercle  et  à  la  droite,  le  sens 
de  la  direction  est  le  même  pour  le  cycle  et  pour  la  direction. 

Si  les  sens  sont  inverses,  je  dirai  que  la  direction  est  une  tan- 
gente apparente  du  cycle. 

Un  cycle  doit  être  considéré  comme  l'enveloppe  des  directions 
qui  lui  sont  tangentes.  En  particulier,  le  cycle  peut  se  réduire  à 
un  point  P,  qui  est  l'enveloppe  des  directions  menées  par  ce  point; 
si  une  direction  quelconque  passe  par  le  point  P,  il  est  clair  qu'il 
en  est  de  même  de  la  direction  opposée. 

Réciproquement,  si  deux  directions  opposées  -f-  A  et  — A  sont 
tangentes  à  un  cycle,  ce  cycle  se  réduit  à  un  point  situé  sur  la 
droite  A. 

5.  Des  définitions  qui  précèdent  il  résulte  immédiatement  qu'on 
ne  peut  mener  à  un  cycle  qu'une  tangente  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée  et  que  deux  cycles  n'ont  que  deux  tangentes  com- 
munes, par  conséquent  n'ont  qu'un  seul  centre  de  similitude. 

Trois  cycles,  pris  deux  à  deux,  ont  trois  centres  de  similitude 
qui  sont  en  ligne  droite. 

On  ne  peut  mener  qu'un  seul  cycle  tangent  à  trois  directions 

données;  l'expression  de  cycle  inscrit  dans  un  triangle  donné 
aura  donc  une  signification  parfaitement  déterminée. 
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II. 


Rapport  anharmonique  de  quatre  directions.  —  Faisceaux  et  réseaux 
de  directions.  —  Faisceaux  en  involution.  —  Réseaux  en  involution. 

6.  Etant  données  quatre  directions  arbitraires  A,B,C,D  et  étant 
tracé  un  cycle  arbitraire  dans  le  plan,  menons  à  ce  cycle  des  tan- 
gentes parallèles  à  ces  directions,  et  soient  respectivement  a,  i,c,  d 
leurs  points  de  contact.  J'appellerai  rapport  anharmonique  de  ces 
quatre  directions,  et  je  désignerai  par  la  notation  R(A,  B,  C,  D), 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  &,  c,  d,  lesquels  sont 
situés  sur  un  même  cercle. 

7.  J'appelle  faisceau  de  directions  un  système  de  directions 
passant  par  un  point  fixe  O. 

Un  faisceau  de  directions  conjuguées  deux  à  deux  est  en  invo- 
lution, si  le  rapport  anharmonique  de  quatre  quelconques  d'entre 
elles  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  directions  conjuguées. 

Dans  un  faisceau  en  involution,  il  y  a  deux  directions  qui  coïn- 
cident avec  leurs  conjuguées  :  ce  sont  les  directions  doubles  du 
faisceau.  En  les  désignant  par  P  et  P',  et  par  A  et  A'  deux  direc- 
tions conjuguées  quelconques,  on  voit  que  les  directions  P,  P'  et 
A,  A'  sont  harmoniques. 

Les  centres  des  cycles  tangents  aux  directions  P  et  P'  décrivent 
une  droite  qui  est  la  bissectrice  de  ces  deux  directions  et  que  j'ap- 
pellerai Y  axe  du  faisceau;  l'involution  est  déterminée  quand  on 
se  donne  les  deux  directions  doubles  P  et  P',  ou  encore  quand 
on  se  donne  le  sommet  O  du  faisceau  et  un  cycle  tangent  aux 
directions  doubles.  On  peut  ainsi  facilement  déterminer  une  invo- 
lution, même  quand  les  directions  doubles  sont  imaginaires. 

SoitK  la  droite  menée  par  le  point  O  perpendiculairement  à 
l'axe  du  faisceau;  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  directions -+-R 
et — K  sont  conjuguées:  je  dirai  que  c'est  la  droite  double  du 
faisceau. 

8.  Considérons  un  faisceau  en  involution  ayant  pour  sommet  le 
point  O,  P  et  V  pour  directions  doubles,  et  11  pour  droite  double. 
Menons  par  O  une  droite  quelconque  A,  et  soient  D  cl,  D' les  con- 
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j uguées  des  directions  opposées  -h  A  et  — A  :  je  dirai  que  D  et 
iy  sont  deux  directions  associées  du  faisceau. 

Les  directions  associées  du  faisceau  forment  une  involution 
ayant  même  axe  et  même  droite  double  que  l'involution  donnée; 
ses  directions  doubles  sont  les  conjuguées  harmoniques  des  direc- 
tions isotropes  relativement  à  P  et  P*. 

9.  Etant  donnée  une  suite  de  cycles  tangents  à  deux  directions 
fixes  quelconques  Q  et  Q',  si,  par  un  point  O  pris  arbitrairement 
dans  le  plan,  on  mène  des  tangentes  à  ces  cycles,  ces  tangentes 
forment  un  faisceau  en  involution. 

Les  directions  doubles  de  ce  faisceau  sont  évidemment  les  tan- 
gentes menées  par  le  point  O  aux  deux  cycles  qui,  passant  par 
ce  point,  touchent  les  deux  directions  fixes.  La  droite  double  est 
la  droite  qui  joint  le  point  O  au  point  de  rencontre  des  directions 
Q  et  Q'. 

10.  J'appellerai  réseau  de  directions  un  système  de  directions 
tangentes  à  un  même  cycle. 

Un  réseau  est  en  involution  si  les  points  de  contact  des  direc- 
tions avec  le  cycle  forment  une  involution;  dans  tout  réseau  en  in- 
volution,  il  y  a  deux  directions  doubles.  Deux  directions  conjuguées 
quelconques  et  les  deux  directions  doubles  sont  conjuguées  har- 
moniques. 

Quatre  directions  forment  un  système  harmonique  lorsque,  étant 
tangentes  à  un  même  cycle,  leurs  points  de  contact  forment  un 
système  harmonique.  Par  suite,  pour  obtenir  la  conjuguée  harmo- 
nique d'une  direction  B  relativement  à  deux  directions  données 
A  et  A',  il  suffit  d'inscrire  un  cycle  dans  le  triangle  déterminé  par 
les  directions  A,  A'  et  B.  Joignons  le  point  de  rencontre  de  A  et 
A'  avec  le  point  de  contact  de  B  :  la  droite  ainsi  obtenue  ren- 
contre le  cycle  en  un  second  point,  et  la  direction  menée  tangen- 
tiellement  en  ce  point  est  la  conjuguée  cherchée. 

I  i .  Etant  donnés  une  suite  de  cycles  tangents  à  deux  direc- 
tions fixes  quelconques  et  un  cycle  fixe  K,  si  l'on  mène  les  tan- 
gentes communes  au  cycle  fixe  et  aux  c)  clés  variables»  ces  tan- 
gentes  communes  forment  un  réseau  en  involution* 
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Les  directions  doubles  de  cette  involution  se  détermineront  en 
construisant  les  deux  cycles  tangents  à  K  et  aux  directions  fixes. 

III. 
Longitude  de  quatre  directions.  —  Systèmes  projectifs. 

12.  Etant  données  quatre  directions  A,  6,  C  et  D,  désignons 
respectivement  par  a,  (5,  y  et  $  les  intersections  de  A  avec  B,  de  B 
avec  C,  de  C  avec  D  et  de  D  avec  A.  Cela  posé,  la  longueur 

Ctj3  —  P*j  -h  yf  —  fa 

est  complètement  définie  en  valeur  absolue  et  en  signe;  le  segment 
aj3,  étant  compté  en  effet  sur  la  direction  B,  dont  le  sens  est  dé- 
terminé, a  une  valeur  bien  déterminée,  et  il  en  est  de  même  des 
autres  segments. 

J'appellerai  longitude  des  quatre  directions  A,  B,  C,  D  la  lon- 
gueur dont  je  viens  de  parler,  et  je  la  désignerai  par  la  notation 

L(A,B,C,D). 

13.  Lorsque  quatre  directions  sont  tangentes  à  un  même  cycle, 
leur  longitude  est  nulle. 

Réciproquement  : 

Si  la  longitude  de  quatre  directions  est  nulle,  elles  sont  tan- 
gentes à  un  même  cycle. 

14.  Deux  groupes  de  quatre  directions  sont  dits  projectifs  si 
leurs  rapports  anharmoniques  sont  égaux,  ainsi  que  leur  longitude. 

Deux  systèmes  de  directions  sont  dits  projectifs  si,  étant  prises 
quatre  directions  quelconques  du  premier  système  et  les  directions 
correspondantes  du  second  système,  les  deux  groupes  ainsi  obtenus 
sont  projectifs. 

Tous  les  théorèmes  qui  ont  lieu  relativement  à  deux  systèmes 
de  points  liomographiqucs  situés  sur  une  même  ligne  droite  s'ap- 
pliquent également  à  deux  systèmes  projectifs  de  directions. 

15.  De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  (n°  13)  il  résulte  immédiate- 
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ment  que,  si  quatre  directions  d'un  des  systèmes  sont  tangentes  à 
un  même  cycle,  les  directions  correspondantes  dans  l'autre  sys- 
tème sont  également  tangentes  à  un  même  cycle. 

A  un  cycle  (ou  un  point)  du  premier  système  correspond  donc 
un  cycle  (ou  un  point)  dans  le  second  système. 

16.  Etant  donnés  deux  cycles  C  et  K,  on  peut  leur  mener  deux 
tangentes  communes  :  j'appellerai  distance  tangentielle  des  deux 
cycles  la  longueur  comprise  entre  les  deux  points  de  contact  sur 
l'une  des  tangentes  communes;  cette  distance  n'est  déterminée 
qu'en  valeur  absolue. 

Considérons  deux  figures  projectives  ;  soient  C  et  K  deux  cycles 
appartenant  à  la  première  figure,  A  une  de  leurs  tangentes  com- 
munes touchant  respectivement  ces  cycles  aux  points  a  et  S.  Dési- 
gnons par  B  une  tangente  à  C  infiniment  voisine  de  A  et  passant 
par  le  point  a,  par  D  une  tangente  à  K  infiniment  voisine  de  A  et 
passant  par  le  point  5,  enfin  par  C  une  direction  arbitraire,  par  (3 
le  point  d'intersection  de  B  et  de  C,  et  par  y  le  point  d'intersection 
de  D  et  de  G. 

La  longitude  des  quatre  directions  A,  B,  C  et  D  a  pour  expres- 
sion 

L( A,B,C,D)  =  a43  —  j3y  -h  7*  —  <?a; 

on  peut  remarquer  que  (Sy  est  infiniment  petit  et  qu'en  négligeant 
les  infiniment  petits  on  a 

a3  =  as;      y*  =  iJ; 

on  a  donc,  en  négligeant  les  infiniment  petits, 

L(A,B,C,  D)  =  «i  -+-  s<?  —  o«  =  aoJ. 

Si  maintenant  on  remarque  que,  dans  deux  figures  projectives, 
la  longitude  de  quatre  directions  quelconques  est  égale  à  la  longitude 
des  quatre  directions  correspondantes,  on  pourra  énoncer  le  théo- 
rème fondamental  suivant  : 

Etant  donnés,  dans  deux  figures  projectives,  deux  cycles  C 
et  K  appartenant  à  la  première  figure,,  soient  T  une  tangente 


commune  à  ces  deux  cycles,  c  et  h  les  points  oii  cette  tangente 
touche  respectivement  les  cycles.  Désignons  par  C  etK'  les  cycles 
correspondants  dans  la  seconde  figure,  par  T#  la  tangente  com- 
mune qui  correspond  à  T,  et  par  d  et  V  les  points  où  elle  touche 
(V  etK'. 

Cela  posé,  la  longueur  ch  est  égale  en  grandeur  et  en  signe  à 
i* h1 .  C'est  ce  que  j'exprimerai  d'une  façon  plus  concise  (mais  moins 
nette)  en  disant  que  la  distance  tangentielle  de  deux  cycles  est 
égale  à  la  distance  tangentielle  des  deux  cycles  correspondants. 


IV. 

Involntion. 

17.  Ktanl  donnés  trois  couples  de  directions  conjuguées  (A,  A'), 
(  H,  ÏV)  et  (C,C),  je  dirai  qu'elles  forment  une  involution  si  quatre 
quelconques  de  ces  directions  et  les  quatre  directions  conjuguées 
sont  projectives.  On  peut  toujours  déterminer  deux  directions  P 
et  Iy  telles  que  ces  directions  forment  avec  les  trois  couples  donnés 
un  système  harmonique. 

(les  directions  sont  les  directions  doubles  de  Tinvolution,  et  il 
est  facile  de  les  déterminer  quand  on  se  donne  deux  couples  tels 

«l«ii-(A,.V)ci  (IMf)  (•). 

18.  lin  système  de  droites  conjuguées  est  dit  en  involution  si, 
étant  prises  quatre  quelconques  de  ces  directions,  ces  directions 
et  les  directions  conjuguées  forment  un  système  projectif. 

Il  y  existe  alors  deux  directions  P  et  P',  telles  que  P,  P',  et  deux 
directions  conjuguées  quelconques  forment  un  système  harmo- 
nique. 

I  ne  involution  peut  se  définir  au  moyen  des  deux  directions 
doubles  P  et  P,  ou  encore  ^ce  qui  sera  préférable  >i  ces  directions 
sont  imagiuairemcut  conjuguées)  au  moyen  du  point  de  rencontre 


v  *)  Je  Ui>*e  do  oMe  la  solution  do  ce  problème  ot  do*  problèmes  analogues;  elle  no 
prvsonto  aucune  ditticullé,  tuais  e\i\;vruit,  pour  olro  claire,  d'assez  nombreuses  figures. 
I*  lecteur  \  suppléera  facilement. 
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de  ces  directions  et  d'un  quelconque  des  cycles  qui  leur  sont  tan- 


gents. 


En  appelant  O  le  point  de  rencontre  des  deux  directions  doubles 
Pet  P',  la  droite  passant  par  ce  point,  et  qui  est  le  lieu  des  centres 
des  cycles  tangents  à  P  et  P',  sera  dite  Yaxe  de  V  involution,  la 
droite  passant  par  ce  même  point  perpendiculairement  à  Taxe  la 
droite  double  de  V involution. 

19.  Tous  les  théorèmes  relatifs  à  un  système  de  points  en  in- 
volution sur  une  même  droite  ont  lieu  relativement  à  un  système 
de  directions  en  involution. 

V. 

Transformation  par  directions  réciproques. 

20.  Soient  O  un  point  fixe  et  K  un  cycle  pris  arbitrairement 
dans  le  plan,  P  et  P'  les  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  que  du 
point  O  on  peut  mener  au  cycle  K  -,  à  chaque  direction  D  du  plan 
on  peut  faire  correspondre  une  direction  D' telle  que  les  directions 
D,  D'  et  P,  P/  fassent  un  système  harmonique. 

Je  désignerai  cette  transformation  sous  le  nom  de  transformation 
par  directions  réciproques  ;  il  est  clair,  en  efTet,  qu'à  la  direction 
D'  correspond  la  direction  D. 

•  

Les  deux  droites  P  et  P'  seront  les  deux  directions  doubles  de  la 
transformation,  la  droite  qui  joint  le  point  O  au  centre  de  K  l'axe 
de  la  transformation,  et  la  droite  R,  menée  par  O  perpendiculai- 
rement à  l'axe,  la  droite  double  de  la  transformation. 

Si  une  direction  mobile  A  enveloppe  une  courbe  M,  la  direc- 
tion conjuguée  (ou  réciproque)  A'  enveloppera  une  courbe  M'  qui 
sera  dite  la  transformée  ou  la  réciproque  "de  M. 

21.  Il  est  clair,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  sur  l'involution, 
qu'un  système  de  directions  et  le  système  transformé  sont  projectifs; 
on  voit  donc  immédiatement  que  Tout  cycle  a  pour  réciproque  un 
cycle  [ou  un  point). 

Si  deux  cycles  C  et  K  ont  pour  réciproques  les  cycles  C  et  K' , 
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la  distance  tangentielle  des  deux  cycles  C  et  R  est  égale  à  la  dis- 
tance tangenticlle  des  cycles  C  et  YJ  (  '  ). 

22.  Deux  directions  réciproques  rencontrent  la  droite  double 
R  en  deux  points  équidistants  du  centre  O  de  la  transformation, 

23.  Etant  donnée  une  droite  quelconque  A,  à  cette  droite  cor- 
respondent les  deux  directions  opposées  4- A  et  — A,  auxquelles 
correspondent,  après  la  transformation,  deux  directions  D  et  D'  : 
je  dirai  que  ces  deux  directions  sont  associées.  Ainsi  : 

Deux  directions  sont  associées  si  leurs  réciproques  sont  op- 
posées. 

Un  cycle  se  transforme  généralement  en  un  autre  cycle;  il  peut, 
dans  certains  cas,  se  transformer  en  un  point,  et  je  dirai  alors  que 
c'est  un  cycle  singulier, 

24.  Les  tangentes  communes  à  deux  cycles  singuliers  ont  pour 
réciproques  deux  directions  opposées  et,  par  suite,  sont  deux 
droites  associées. 

Réciproquement  : 

Tout  cycle  tangent  à  deux  directions  associées  est  un  cycle  sin- 
gulier ;  un  cycle  est  singulier,  si  les  tangentes  qu'il  a  en  commun 
avec  un  autre  cycle  singulier  quelconque  sont  des  directions 
associées. 

En  particulier,  le  point  O,  centre  de  la  transformation,  est  un 
cycle  singulier;  pour  qu'un  cycle  soit  singulier,  il  faut  donc  et  il 
suffit  que  les  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  le  point  O 
soient  des  directions  associées. 

# 

23.  Soient  Q  et  Q'  les  conjuguées  harmoniques  des  directions 
isotropes,  relativement  aux  droites  P  et  P';  il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  : 


(')  Cette  proposition,  des  plus  importantes  dans  la  théorie  de  la  transformation 
par  directions  réciproques,  est  analogue  a  la  propriété  suivante  :  L'angle  sous  lequel 
se  coupent  deux  cercles  se  conserve  après  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 
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Pour  qu'un  cycle  soit  singulier,  il  faut  et  il  suffit  que  les  tan- 
gentes qu'on  peut  lui  mener  du  point  O  constituent  avec  les  di- 
rections Q  et  Q'  un  système  harmonique. 

26.  Etant  donné  un  cycle  singulier  quelconque ,  pour  qu'un 
autre  cycle  soit  singulier,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  centre  de 
similitude  soit  sur  la  droite  R. 

Deux  droites  associées  quelconques  se  coupent  sur  la  droite  R. 

Chaque  point  de  la  droite  R  doit  être  regardé  comme  un  cycle 
singulier,  le  point  correspondant  étant  le  symétrique  du  point 
donné  relativement  au  point  O . 

27.  Soient  C  et  C  deux  cycles  réciproques  quelconques;  dési- 
gnons par  C"  le  symétrique  de  C  relativement  à  l'axe  de  la 
transformation  :  les  deux  cycles  G  et  C"  ont  pour  axe  radical  la 
droite  double  R. 

28.  Etant  donné  un  cercle  quelconque  K,  à  ce  cercle  corres- 
pondent deux  cycles  opposés  -4-K  et  — K;  en  désignant  par  C 
et  C'  leurs  transformés,  je  dirai  que  C  et  G'  sont  deux  cycles  associés. 

29.  La  transformation  par  directions  réciproques  me  paraît, 
dans  l'étude  de  la  Géométrie  plane,  devoir  être  employée  avec 
avantage  à  côté  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques (il  est  évident  que  cette  dernière  transforme  un  cycle  en 
un  autre  cycle  ou  une  direction). 

On  peut  toujours  effectuer  la  transformation  de  telle  sorte 
qu'à  deux  directions  données  D  et  D'  correspondent  deux  direc- 
tions opposées  -f-  A  et  — A;  on  voit  qu'alors  aux  cycles  tangents 
à  D  et  à  D'  correspondent  des  points  de  la  droite  A. 

Comme  application,  proposons-nous  le  problème  suivant  :  Mener 
un  cycle  tangent  à  trois  cycles  donnés. 

Construisons  les  tangentes  communes  à  deux  des  cycles,  et  effec- 
tuons une  transformation  telle  que  ces  deux  tangentes  se  trans- 
forment en  deux  directions  opposées  :  les  deux  cycles  dont  je  viens 
de  parler  se  transformeront  alors  en  deux  points,  et  le  problème 
sera  ramené  immédiatement  au  suivant,  qui  a  deux  solutions  : 

Mener  par  deux  points  un  cycle  tangent  à  un  cycle  donné: 
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Plus  généralement,  on  peut  toujours  effectuer  une  transforma- 
tion, de  telle  sorte  que  trois  cycles  donnés  se  transforment  en  trois 
points  (  '  ). 

VI. 

Cas  particuliers  importants  de  la  transformation  par  directions  réciproques, 

30.  Deux  cas  particuliers  sont  particulièrement  à  remarquer. 
En  premier  lieu,  les  deux  directions  doubles  P  et  P'  peuvent 

être  opposées;  il  est  facile  de  voir  alors  que  la  réciproque  d'une 
direction  donnée  est  sa  symétrique  par  rapport  à  la  droite  com- 
mune qui  contient  les  deux  directions. 

Deux  figures  réciproques  sont  alors  symétriques  par  rapport  à 
Taxe  de  la  transformation. 

En  second  lieu,  les  deux  directions  doubles  peuvent  être  des 
directions  isotropes.  En  désignant,  comme  plus  haut,  par  O  le 
point  de  rencontre  de  ces  directions,  on  voit  aisément  que  la  réci- 
proque d'une  direction  donnée  est  sa  symétrique  par  rapport  au 
point  O. 

Deux  figures  réciproques  sont  alors  symétriques  par  rapport  au 
point  O. 

VII. 

Courbes  en*involution.  —  Hypercycles. 

31.  Considérons  une  transformation  par  directions  réciproques 
définie  par  ses  deux  directions  doubles  P  et  P',  et  une  courbe  M 
(j'entends  ici  par  courbe  une  suite  de  points  se  suivant  dans  un 
sens  déterminé,  en  sorte  qu'en  chaque  point  de  cette  courbe  la 
tangente  ait  une  direction  déterminée). 

La  courbe  M  sera  dite  en  involution  si,  D  désignant  une  direc- 
tion quelconque  tangente  à  cette  courbe  et  D' la  réciproque  de  D, 
la  direction  D'  est  elle-même  tangente  à  M. 

Les  tangentes  à  M  sont  ainsi  conjuguées  deux  à  deux,  de  telle 


(')  Depuis  que  cette  Note  a  été  communiquée  à  la  Société,  j'ai  reconnu  qu'il 
était  utile  de  modifier  légèrement  la  définition  précédente  de  la  transformation  par 
directions  réciproques;  je  développerai  ce  point  dans  une  prochaine  Communication. 
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sorte  que  chaque  couple  de  tangentes  conjuguées  et  les  deux  di- 
rections fondamentales  P  et  P'  constituent  un  système  harmo- 
nique. 

32.  Étant  donnée  une  courbe  en  involution,  considérons  une 
direction  À  prise  arbitrairement  dans  le  plan  et  ses  conjuguées 
harmoniques  relativement  aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de 
la  courbe  :  ces  conjuguées  enveloppent  une  courbe  A'. 

En  considérant  une  autre  direction  B,  on  aurait  une  autre 
courbe  B',  enveloppe  des  conjuguées  harmoniques  de  B  relative- 
ment aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de  la  courbe.  Cela  posé, 
si  A'  est  un  cycle,  je  dis  que  B'  est  également  un  cycle. 

On  peut,  en  effet,  énoncer  cette  proposition  : 

Etant  donné  un  système  de  directions  en  involution,  les  conju- 
guées harmoniques  de  deux  directions  quelconques  relativement 
aux  couples  de  directions  conjuguées  de  i involution  forment 
deux  systèmes  projectifs  (  '  ). 

Il  résulte  de  là  que  B'  et  A'  sont  deux  courbes  projectives,  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

33.  J'appellerai  hypercycle  une  courbe  en  involution  M  jouis- 
sant de  la  propriété  énoncée.  Une  telle  courbe  sera  donc  définie 
par  les  deux  directions  fondamentales  P  et  P',  par  une  direction  A 
et  par  le  cycle  K,  qui  est  l'enveloppe  des  conjuguées  harmoniques 
de  A  relativement  aux  tangentes  conjuguées  de  M  ;  je  dirai  que  le 
cycle  K  est  le  cycle  polaire  de  la  direction  A. 

On  voit  qu'à  chaque  direction  du  plan  correspond  un  cycle  po- 
laire, et  Ton  démontrera  facilement  les  propositions  suivantes  : 

Si  K  est  le  cycle  polaire  d'une  direction  donnée  A  relative- 


(')  Comme  je  l'ai  dit  plus  haut,-  tous  les  théorèmes  relatifs  aux  systèmes  de  points 
situés  en  ligne  droite  ont  leurs  analogues  relativement  aux  systèmes  de  directions  dans 
un  même  plan  ;  la  proposition  sur  laquelle  je  m'appuie  ici  découle  immédiatement 
de  la  proposition  bien  connue  qui  suit  : 

Si  quatre  couples  de  points  sout  en  involution,  les  conjugués  harmoniques  d'un 
point  de  la  droite,  pris  à  volonté,  relatifs  aux  quatre  couples  de  points,  ont  toujours 
le  même  rapport  anharmonique,  quel  que  soit  ce  point.  (Chasi.es,  Traité  des  sections 
coniques,  p.  99). 
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ment  à  un  hypereyele  M,  le  cycle  polaire  de  toute  tangente  à  K 
est  tangent  à  la  direction  A. 

Les  tangentes  communes  aux  cycles  polaires  de  deux  direc- 
tions opposées  -+-  D  et  —  D  ont  pour  cycles  polaires  deux  points 
de  la  droite  D. 

On  conclut  de  là  qu'il  y  existe  une  infinité  de  directions  dont  les 
cyclc's  polaires  se  réduisent  à  des  points. 

34.  Il  est  clair  qu'un  hypereyele  M  se  transforme  en  un  hy- 
pereyele M/  par  une  transformation  par  directions  réciproques  ; 
si  P  et  P'  sont  les  deux  directions  fondamentales  de  M,  les  réci- 
proques de  P  et  de  P'  sont  les  directions  fondamentales  de  M'. 

De  là  résulte  que,  si  P  et  P'  sont  réelles,  on  peut  toujours  effec- 
tuer une  transformation  réelle  de  telle  sorte  que  les  réciproques 
de  P  et  P'  soient  opposées,  et  par  suite  que  la  transformée  ait  un 
axe  de  symétrie. 

Si,  au  contraire,  P  et  P' sont  imaginairement  conjuguées,  on 
peut  effectuer  une  transformation  réelle  de  telle  sorte  que  les  réci- 
proques de  P  et  P'  soient  deux  directions  isotropes,  et  alors  la 
transformée  a  un  centre  de  symétrie. 


Sur  les  transformations  linéaires  successives  dans  le  même  espace 

à  r  dimensions;  par  M.  S.  Kantor. 

(Séance  du  7  mai  iStfo.) 

Etant  donnée  une  variété  (un  espace)  Yr  à  /•  dimensions,  on  peut 
établir  entre  ses  éléments  une  relation  linéaire,  c'est-à-dire  telle, 
qu'à  une  variété  linéaire  à  /• —  1  dimensions,  contenue  dans  Vr, 
corresponde  une  autre  variété  linéaire  à  /'  —  1  dimensions  de  Vr. 
Soit  p  un  élément  de  Yr  et  supposons  que  l'élément  correspondant 
soit  pK.  Alors  à  />|  correspond  par  notre  transformation  un  autre 
élément  j)2y  et  à  celui-ci  également  un  autre /;3,  etc.  Nous  appel- 
lerons pn  le  /zltm"  transformé  de  p.  La  transformation  linéaire  sera 
fixée,  si  Ton  connaît  r -\~  1  couples  d'éléments  correspondants. 

Prenons  donc  /' -f-  1  couples  <7,,  a\%  a>>,  a2%  . .  . ,  ar+iy  a'rvh   et  un 
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élément  fixe  p.  La  transformation  ne  sera  déterminée  que  si  nous 
faisons  correspondre  à  p  un  certain  élément  pi9  lequel  nous  vou- 
lons faire  varier  dans  toute  la  variété.  Par  ce  mouvement,  nous 
obtiendrons  oo  r  diverses  transformations  linéaires.  Selon  chacune 
d'elles  le  p  aura  un  nléme  transformé  pn.  Voici  le  théorème  qui  se 
rapporte  au  lien  entre  p  et  p,t. 

Théorème.  —  Les  éléments  p  et  pn  sont  liés  entre  eux  par 
une  relation  telle  qu'à  un  élément  pK  correspond  un  seul  p„, 
à  un  pn,  nr  éléments  pt .  Si  le  pn  se  meut  dans  une  variété  linéaire 
an  —  i  dimensions,  le  p  se  mouvra  dans  une  variété  an  —  i 
dimensions  et  du  nième  degré. 

Toutes  ces  variétés  forment  un  système  linéaire,  dans  lequel  se 
trouvent  r-j-  i  variétés  spéciales  (dégénérées),  qui  se  composent 
d'une  variété  linéaire  formée  par  r  des  éléments  a)  ,  et  de  la  va- 
riété du  (n  —  iytme  degré  à  laquelle  elle  correspond  par  la 
transformation  pn_x  —  pt . 

Nous  emploierons,  dans  ce  qui  suit,  les  dénominations  indiquées 
ci-après,  n  étant  un  nombre  entier  et  composé  des  facteurs  simples 
ftyfày  •  •  •  >fn>  c'est-à-dire,  de  la  forme  fr%fT%  •  •  •fm"f  so^ 

où  les  sommes  s'étendent  sur  tous  les  facteursyet  *  </. 
Alors  nous  désignerons  par  Z*  cette  fonction 


k 


"    LT^LlUf '-(-,)y;râw*=z*- 

laquelle  n'est  plus  de  la  même  nature  que  Z4 ,  parce  qu'à  ce  bout  il 
faudrait  mettre/)'. .  .  au  lieu  deff  . . .. 

Remarquons  de  plus  que,  si  la  transformation  linéaire  est  pério- 
dique pour  un  seul  élément  de  la  variété,  sans  que  tous  les  élé- 
ments d'un  cycle  puissent  constituer  une  variété  à  r —  i  dimensions, 


(*)  Celte  fonction  offre  un  très  grand  intérêt  aussi  au  point  de  vue  de  la  théorie 
des  nombres.  Voir  la  Note  de  l'auteur  :  Wie  Diele  cjrclische  Gruppen  gibt  es  in  einer 
quadratischen  Transformation  der  Ebene  (Annali  di  Matematica,  t.  X). 

VIII.  l4 
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elle  Test  de  même  pour  tous  les  éléments.  Il  ya  r-j-i  éléments 
doubles.  Si  la  transformation  est  périodique  pour  Vr,  elle  est  pé- 
riodique pour  toutes  les  variétés  à  r  —  i,  r —  a,  . . .  dimensions, 
qui  sont  déterminées  respectivement  par  r,  r  —  i , . . .  des  points 
doubles.  Cela  posé,  je  dis  : 

Parmi  toutes  les  transformations,  il  y  en  a  Zr  qui  ne  réduisent 
F  élément  p  à  lui-même  qu'après  n  applications  successives. 

Mais  ce  n'est  pas  que  toutes  ces  transformations  soient  pério- 
diques pour  tous  les  éléments;  il  n'y  en  a  que 

(.-i)(._,)..,._rî_2(5-.)(5-.)».(5-r) 

+S(/^-,)fe-2)-(/fe-r) 

(-,]'2(7i^7.-)-(yr^7.-r} 

La  manière  dont  tous  ces  résultats  géométriques  s'appliquent  à 
l'analyse  me  parait  remarquable. 

Soient  £t,  £t,  .  ..,£r+i  les  paramètres  arbitraires  dont  dépend 
linéairement  la  variété  Vr,  et  supposons  que  pour  l'élément  di  tous 
les  \  s'annulent,  sauf  £/. 

L'équation  d'une  variété  à  r  —  i  dimensions  et  du  premier  degré 
qui  fait  partie  de  Vr  est 

Appelons 

i=*i     Si  "+-  «/     S* -t- •..-+-  fit/  $r-h\ 

l'équation  de  la  variété  à  r  —  i  dimensions  qui  est  déterminée 
par  les  éléments  an  . ..,  a2,  «/_«,  «/-m»  •  •  •  »  ar+n  et  Xf,  X2,  . . . , 
X/vn  les  paramètres  de  p. 

Alors,  si  la  variété  (i)  est  constituée  par  des  éléments  pn>  la 
variété  correspondante  constituée  par  />,  a  pour  équation 

ii\  °-±-  n"-2  -+-  —  ?  o"1*'  -u  .  . .    «    ar+x  r     .o'«-*' 


'r-M 


Dans  l'équation  (  i  ),  L/  désigne  le  résultat  de  la  substitution  des 
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X|,  X2,  .  • .,  Xr+I  à  la  place  des  £t9  £2»  •  •  -  >  £r+i  dans  le  poly- 
nôme À/. 

Qin-2)  désigne  une /onction  du  (n  —  ^yeme  degré  qui  s'obtient 
par  le  procédé  suivant  : 

On  fait 

û<t>  = -J- ç,  A, +  -*-S,  A, +...-)--* Ç^-.A^,, 


£WI5 


1j|  1-.j  "r-M 


eZ  /'o/i  continue  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve 

oi-»>  =  -?-  ç.n1,»-"  h-  -^  ç,n(»-"  + . . .  +  f—  5^,  n£-,»>. 

C'est  donc  l'opération  successive  exprimée  par  le  symbole  û  qu'il 
faut  appliquer. 

Pour  avoir  les  paramètres  appartenant  aux  éléments  ph ,  qui  re- 
produisent le  /?comme/)n,  il  faut  résoudre  le  système  des  équations 

— ^— — — —  ;^^  — — — ^— ^   ^^   •  •    •   ^^  — — — — — ^—  • 

L,X,  LsX.)  Lr-hlXr4.l 

Les  racines  de  ce  système  doivent  jouir  de  relations  singulières, 
parce  qu'il  est  satisfait  par  le  groupe  des  racines  des  équations 

LjXi  LjXt  Lr+1Xr_hi 

si  /  est  facteur  de  /i. 

Il  ne  sera  pas  sans  intérêt,  je  l'espère,  d'indiquer  les  énoncés 
de  ces  théorèmes  et  de  quelques  autres  pour  l'espace  à  trois  dimen- 
sions (  '  )  : 

Si  quatre  couples  de  points  correspondants  at,u\,  . . .,  a*,  a\  sont 
donnés  et  si  p  est  un  point  fixe,  il  y  a  n3  transformations  linéaires 
qui  contiennent  ces  couples  et  par  lesquelles  le  n{èm*  transformé  du 
point  p  devient  un  point  donné  pn. 


(*)  Voir  un  Mémoire  de  l'auteur  :  Ueber  successive  linearc  Transformationcn  [Sit- 
zungsberichte  der  Kaiser  lise  hcn  Ahademic  der  Wisseiischaflcn,  Wicn,  1880). 
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p  restant  fixe  et  pn  décrivant  un  plan,  px  (c'est-à-dire  le  premier 
transformé  de  p)  décrira  une  surface  du  7iiè0,e  degré.  Toutes  ces 
surfaces  forment  un  système  linéaire,  dont  font  partie  les  quatre 
surfaces  composées  par  un  plan  a\a2a3f  . . .  et  la  surface  du 
(n — i),ème  degré  lui  correspondant  dans  la  transformation  pn^ — pt . 

Il  y  a  Z3  transformations,  qui  ne  reproduisent/?  que  comme  pn. 

11  y  a  yZt  transformations  qui  contiennent  un  tétraèdre  double, 
dont  une  arête  seulement  porte  une  série  cyclique  de  points  et 
l'arête  opposée  porte  une  série  cyclique  de  plans  avec  des  cycles 
de  n  éléments. 

11  y  a  6Z2 —  i8Z!  transformations  qui  contiennent  un  tétraèdre 
double,  dont  une  face  porte  une  transformation  plane  cyclique 
avec  des  cycles  de  n  points,  et  dont  le  sommet  opposé  porte  etc. 

Il  y  a  Z3 —  6Z2  H-  1 1  Z|  transformations  qui  sont  périodiques 
pour  tout  l'espace. 

Les  points  pt  et  les  points  doubles  des  transformations  ont  une 
relation  telle  qu'un  point  pt  détermine  quatre  points  doubles  et 
un  point  double  détermine  un  seul  point  p{.  Si  p{  décrit  un  plan, 
les  points  doubles  décrivent  une  surface  du  quatrième  ordre, 
dont  a\ ,  a'2,  «3,  a\  sont  des  points  doubles. 
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CRETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Seine,  63,  à  Taris. 

DARBOUI)  mattre  de  Conférences  à  l'École  Normale,  rue  Gay-Lussac,  3fi,  à  Paris. 

RESQ,  capitaine  d'Artillerie,  à  Besançon. 

REW11LF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  h  Rayonne. 

DOSTOR,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  io5,  à  Paris. 

DORRANDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Saint-Martin,  /j,  à  Paris. 

FLYE  SAINTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sonimerard,  11,  à  Paris. 

FONTES,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Villcfranche  (Haute-Garonne). 

FOORET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  "Washington,  16,  à  Paris. 

CARIEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue 
Jouffroy,  39,  à  Paris-Ratignolles. 

CAOTHIER-VILLARS,  éditeur,  quai  desGrands-Augustins,  jj,  à  Paris,  S.  P. 

QENTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 

GERONO,  rue  Halle,  4o  et  .{ a,  à  Paris. 


CIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufacture*  de  l'État,  rue  de  Vaugirard,  *j3,  à  Par». 

GOFFART,  boulevard  des  Balignolles,  8).  a  Paris. 

COURNKRIE  (de  la),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  75,  à  Paris. 

GRAINDOKCE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  o/j,  à  Liège  (Belgique). 

GIÇCIA  (Jean),  vin  Kuggiero  Settimo,  28,  à  Païenne. 

tiUELOT,  chef  de  bataillon,  commandant  le  10*  bataillon  de  chasseurs  à  pied,  à  Saint- 
Dié  (Vosges). 

HAAS,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  de  Villars,  i.>,  à  Paris. 

HALPIIE3,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique,  rue  Sainte-Anne,  5i,  à  Paris,  S.  P. 

BATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  ingénieur  eu  chef  des  Mines,  rue  Garanciére,  8,  à  Paris,  S.  P. 

HATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  a  Paris. 

HENRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardèche}. 

HERMARY,  capitaine  d'Artillerie,  Dépôt  central,  place  Saint-Thoraas-d'Aquiu,  1,  à  Paris. 

RER11TE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 

H  IL  AIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  ^,  à  Douai  (Nord). 

H1RST,  directeur  des  études  de  l'École  navale,  a  Greenwich  (Angleterre),  S.  P. 

HOLST  f  Elling),  stipendiât  de  l'Université,  à  Christiania  (Norvège). 

HOL'BICANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

■WO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 
i.{,  à  Paris. 

HUIBERT,  élève-ingénieur  des  Mines,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  83,  à  Paris. 

RUYOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

JACQUIER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  Saint-Jean,  170,  à  Bordeaux. 

JAXIN,  capitaine  au  3j*  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 

JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Le- 
moine,  28,  à  Paris. 

JORDAN,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  \St  à  Paris,  S.  P. 

JOUFFRET,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 

JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan. 

MATOR  (S.),  privat-docent,  Schulplatz,  3,  à  Teplitx  (Bohème). 

kCBLER,  directeur  de  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue  de  Reims,  6,  à  Paris. 

k£.\ICS,  élève  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'UIm,  !\'),  à  Paris. 

LArTON  DE  LADÉBAT,  amiral  (décédé),  S.  P. 

LACUERRE,  examinateur  d'admission  a  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 
fit,  a  Paris. 

LAlSAftT,  député,  rue  de  l'Aqueduc,  5,  h  Paris. 

LAQl'lERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  la  Mekcrra,  à  Sidi-bcl-Abbès  (Al- 
gérie). 

LAITH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LEAITE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Guy-dc-la-Brosse,  G,  à  Paris. 

LEBOft  ( Ernest",  professeur  au  lvcée  Charlemagne,  rue  des  Feuillantines,  11.  à  Paris. 

LEFÉBURE  DE  FOIRCY,  rue  Monsieûr-lc-Prince,  5K,  a  Paris 

LEFEVRE,  élève  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'UIm,  .'|5,  à  Paris. 

LEXOISE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cherche-Midi,  55,  à  Paris. 

LE10MIER,  maître  de  conférences  à  la  Sorbonne,  boulevard  Saint-Michel,  1  J5,  à  Paris. 

LE  PAICE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ji,  à  Liège  (Belgique). 

LESPIAFLT,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LEVY  (Maurice),  professeur  h  l'École  Centrale,  bout.  Saint-Germain,  268,  à  Paris. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LICU.YE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Albertstrasse,  12,  à  Fribourg-eu-Brisgau  (Alle- 
magne). 

LORIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  i85.  à 
Paris. 

LICAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  2,  a  Paris. 

XALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  avenue  de  Moiitsouris,  •!,  à  Paris. 

NILLOIZEL,  rue  de  la  Vieille-Estrapade,   11,  à  Paris. 
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IANHIEU,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  me  de  la  Pompe,  1 i,  à  Paria-Pasay,  8.  P. 

■ARSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 

■A1ÏIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  39, 

à  Nancy. 
flUUVOX,  capitaine  au  6e  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 
■nTAC-LErrUEl,  professeur  à  l'Université,  à  Helaingfors  (Finlande). 
■tiVTlfilIT  (de),  capitaine  du  génie,  à  Villeneure-Saint-Georgts  (Seine). 
■0UTAR5  ,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Paria. 
HIGOLAJMtS,  professeur  à  l'Université,  à  Athènes. 

0Y1RI0  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piassa  Statuto,  17,  à  Turin. 
PARIEilTIER  (le  général),  membre  du  Comité  des  fortifications,  rue  du  Cirque,  5, 

à  Paris. 
PAIR  AN,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  la  Victoire,  5g,  à  Paris. 
PERCIN,  capitaine  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Salnt-Cyr. 
PURIN,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Verneuil>  u,  à  Paris. 
PIILIPP03,  secrétaire  de  la  Facultà  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 
PICAR5  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
PICQUET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  bouloTard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  à  Nancy. 
PtLKNAC  (prince  C.  de),  rue  Miroménil,  44,  à  Paris,  S.  P. 
PtUSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 
PRESLES  (de),  sous-intendant  militaire,  à  Éttcux. 
PUISEUX,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  81,  à  Paris. 
Ptm,  colonel  commandant  le  3a'  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 
RA5AU,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 
RANCY  ide),  sous-directeur  de  la  Compagnie  d'assurances  contre  l'incendie  l'Aigle, 

rue  de  Chàteaudun,  44»  *  Paris. 
RUXAU  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  bourse,  4»  •  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire  du  Génie,  à  Versailles. 
RIRAUC6UR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Aix  (Bouches-dn -Rhône). 
RODKT,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
ROLLAND,  membre  de  l'Institut,  au  Ministère  des  Finances,  à  Paris. 
ROUART,  ingénieur  civil,  rue  Oberkampf,  i5i,  à  Paris. 
ROUCOE  (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission   à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  fia,  à  Paris. 
ROUSSEL  N,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  de  la  Fcrme-des-Mathurins,  5,  à  Paris. 
ROUX,  architecte,  rue  de  l'Arcade,  a5,  à  Pari». 
SAINTE-GLAIRE  DEV1LLE  (Henri),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Germain,  i55. 

à  Paris. 
SALTEL  (Louis),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 
SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bondy,  u'i,  à  Paris. 
SARTIAUX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  la  Compagnie  du   chemin   de  fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SCOURERT,  professeur,  Stcindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SECUY,  rue  Pascal,  q,  à  Paris. 
SIVERIXti  (Job.),   ingénieur  en  chef  des  Travaux  publics,  place  du  Saint-Esprit,    9, 

à  Luxembourg. 
STEPHAN,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 
STEPOANOS  (Dr  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  j8,  à  Paris. 
STUONICkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
SVILOaOSSITSCH,  ingénieur,  à  Paris. 

TA1WERY  (Paul),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  au  Havre,  S.  P. 
TANAEKY,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  1 4 x » 

à  Paris. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  quai  d'Orléans,  'j6,  à  Paris. 
THKRY,  professeur  au  lycée,  rue  des  Rccollets  anglais,  à  Douai  (Nord  . 
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TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  de  Bonne,  i,  à  Gre- 
noble. 
TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  .à  Paris. 
TRES€A,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  h  Vendôme  (Loir-et-Cher). 
TURQUAN,  docteur  es  sciences,  boulevard  de  la  Reine,  25,  a  Versailles. 
VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  IJ,  à  Paris. 
YANECEK,  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

YAZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  26,  à  Paris. 
VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris. 
YOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 
WALCkESAER,  élève-ingénieur  des  Mines,  boulevard  Haussmann,  i35,  à  Paris. 
WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Roquépine,  qo,  à  Paris. 
W  EL  SI  H,  capitaine  au  29*  régiment  d'Artillerie,  à  La  ou  (Aisne). 
WEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohême). 
WEYR  (Dr  Emile),  professeur  à  l'Université,  Murokkanergasse,  1,  à  Vienne  (Autriche). 
VYORMS  DE  R01I1LLY,  ingénieur  des  Mines,  boulevard  Haussmann,  4^»  a  Paris» 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin, 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 
Académie  des  Sciences  de  Prague. 
Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

yimerican  Journal  of  Mathematics  (rédacteur  M.  Sylvester,  à  Baltimore). 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres  de  Milan. 

Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Garl  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 
Journal  fur  die  reine  und  andgewandte  Mathcmatik%  à  Berlin. 
Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipzig). 
Réunion  des  officiers,  à  Lille. 
Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Hclsingfors. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Société  mathématique  de  kharknff  (Russie). 
Société  mathématique  de  Prague. 
Société  Royale  d'Edimbourg. 
Société  Royale  astronomique  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Londres. 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 
Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
Société  philomalhiqtie  de  Paris. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingiie. 
Université  Royale  de  Pise. 
Ttdskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthcn,  à  Copenhague). 
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GÉOMÉTRIE  DE  L'ÉCHIQUIER. 


Xote  sur  le  nombre  des  marches  rentrantes  que  l'on  peut  obte- 
nir en  remplissant  successivement  les  deux  demi-échiquiers 
rectangulaires  ayant  pour  frontière  commune  l'une  des  mé- 
dianes de  V échiquier  total;  par  M.  E.  Laquière. 

(Séance  du  19  mars  1880.) 

Dans  le  travail  que  nous  avons  eu  l'honneur  d'adresser  ù  la  So- 
ciété il  v  a  peu  de  temps,  nous  avons  eu  le  regret  de  ne  pouvoir 
citer  les  études  déjà  insérées  au  Bulletin  par  M.  Flye  Sainte- 
Marie,  sur  le  nombre  des  marches  parcourant  successivement  les 
trente-deux  cases  d'un  demi-échiquier.  Faute  de  pouvoir  jeter  les 
yeux  sur  cet  article  intéressant,  qui  compléterait  fort  savamment 
Tune  des  solutions  logiques  du  problème  d'Euler  à  laquelle  nous 
avons  été  conduit  nous-méme,  nous  n'avons  pu  rendre  à  notre 
émincnt  collègue  l'hommage  mérité  ;  nous  sommes  heureux  de 
réparer  aujourd'hui  l'oubli  involontaire  que  des  souvenirs  trop 
vagues  nous  avaient  obligé  de  commettre,  et  nous  en  profitons  pour 
utiliser  cet  article  en  dénombrant  toutes  les  solutions,  marches 
rentrantes  sur  l'échiquier  total,  qui  en  dérivent  comme  composées 


de  denx  courses  indépendantes  l'une  de  l'autre,  m 

entre  elles  en  tête  et  en  queue,  décrites  successivement  sur  l'une 

et  l'autre  moitié  de  l'échiquier  carré. 

M.  Flye  Sainte-Marie  démontre,  d'une  manière  anssi  simple 
qu'ingénieuse,  que  les  trente-deux  cases  du  demi -échiquier  doi- 
vent être  classées  en  deux  groupes  de  seize,  qu'il  distingue  en  em- 
ployant pour  désigner  les' cases  similaires  un  numéro  simple  dans 
le  premier  groupe,  le  même  numéro  accentué  dans  le  second.  Les 
deux  groupes  ainsi  notés  sont  d'ailleurs,  abstraction  faite  de  l'ac- 
cent, symétriques  par  rapport  à  la  grande  médiane  du  demi-échi- 
quier et  se  composent,  le  premier  des  cases  comprises  dans  notre 
travail  parmi  les  éléments  A  et  C,  le  second  des  cases  des  élé- 
ments D  et  B.  Les  cases  impaires  sont  extérieures  (ou  frontières); 
les  cases  paires,  intérieures.  L'auteuf  démontre  que  :  t°  pour  rem- 
plir les  trente-deux  cases  à  la  file,  il  est  indispensable  que  les  seize 
cases  d'un  même  système  soient  parcourues  tout  d'une  venue  ; 
3°  le  point  de  départ  et  celui  d'arrivée  sont  sur  deux  cases  exté- 
rieures de  systèmes  différents  (point  que  nous  avions  remarqué, 
mais  dont  la  démonstration  si  simple  nous  avait  échappé);  3° dans 
un  même  groupe  (seize  cases  à  numéros  simples  ou  seixe  accen- 
tuées) la  case  de  départ  et  la  case  d'arrivée  sont  l'une  intérieure 
et  l'autre  extérieure. 

M.  Flye  fait  ensuite  connaître  le  nombre  de  parcours  qui  unis- 
sent deux  cases  extrêmes  possibles  d'un  même  système,  ainsi  que 
le  nombre  de  manières  distinctes  de  faire  parcourir  au  cavalier  le 
demi -échiquier. 

Pour  en  déduire  le  nombre  des  marches  rentrantes  sur  l'échi- 
quier total  formées  de  deux  parcours  successifs  comblant  succès» 
sivement  les  deux  demi -échiquiers,  nous  formerons,  avec  les  nom- 
bres donnés  par  l'auteur,  un  tableau  M  à  double  entrée  donnant 
le  nombre  de  parcours  entre  les  deux  cases  extrêmes  désignées 
d'un  même  groupe  de  seize  cases  du  demi-échiquier.  Ce  nombre 
sera  inscrit  au  point  de  croisement  de  la  colonne  et  de  la  ligne 
aboutissant,  sur  la  ligne  et  la  colonne  du  cadre,  aux  deux  cases 
d'entrée  et  de  sortie  du  groupe.  On  aura  soin  de  combiner  les 
cases  d'entrée  et  de  sortie  entre  les  cotés  du  cadre  aboutissant 
ensemble  à  l'angle  supérieur  gauche  ou  à  l'angle  inférieur  droit  du 
Tableau . 
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Tableau  M. 

Nombre  de  parcours  (d'après  M.  Flyc  Sainle-.Marie)  cnlrc  les  deux  cases  extrêmes 
désignées  d'un  même  groupe  (accentué  ou  non)  du  demi-échiquier. 


o 

• 
» 
• 

1 

5 

9 

13 

2 

n 

8 
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10 

16 

4 

8 

3 

3 

6 
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8 
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3 

10 
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3 
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12 
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3 
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3 

6 

14 

ÎO 

3 

5 

4 

4 

16 

33 

8 

iG 

8 

2 

1:> 

n 

7 

3 

o 

Ce  Tableau  nous  servira  à  former,  avec  une  facilité  et  une  rapi- 
dité extrêmes,  un  second  Tableau  N  indiquant  le  nombre  des  par- 
cours de  trente-deux  cases  d'un  demi-échiquier  unissant  deux 
cases  extrêmes  désignées  (sauf  l'accentuation)  comprises  dans  la 
même  bande  frontière.  Ces  deux  cases,  non  accentuées  sur  le  cadre 
du  Tableau  qui  les  indique  comme  ci-dessus,  appartenant  à  l'un  et 
l'autre  des  deux  groupes  différents,  devront  être  considérées  l'une 
comme  sans  accent,  l'autre  comme  accentuée. 

La  frontière  supérieure  est  composée  des  cases  dont  le  numéro- 
tage est  de  l'une  des  deux  formes  (4  n  -f-  i)  ou  (4/>  —  i)'- 

La    frontière    inférieure    des    cases  de  la    forme    (4^  —  i)   ou 

(4/> -+-!)'. 

Tableau  N. 

Nombre  de  parcours  de  trente-deux  cases  entre  deux  extrêmes  situées  sur  la  même 
bande  frontière  (suivant  les  besoins,  accentuer  soit  le  chiffre  de  la  colonne,  soit 
celui  de  la  bande  désignant  les  cases  extrêmes  du  parcours.) 


3 

7 

11 

13 

1 

(\yi 

772 

5oi 

1872 

3 

180 

208 

i36 

5oi 

9 

•27G 

3o4 

*o8 

77* 

13 

i.\o 

a7G 

180 

67  îi 

Od  remarquera  que  les  nombres  de  ce  Tableau  sont  symétriques 
par  rapport  a  la  diagonale  supérieure  droite,  les  nombres  complé- 
mentaires  à  seize  correspondant  à  des  groupes  de  marches  symé- 
triques les  unes  des  autres  par  rapport  à  la  petite  médiane. 

La  disposition  du  Tableau  M  se  prête  an  calcul  rapide  des  nom- 
bres du  Tableau  N  en  raison  des  remarques  suivantes. 

Les  marches  de  trente-deux  cases  entre  deux  cases  extrêmes 
données  se  composent  de  douze  groupes  distincts  d'après  les  douze 
sauts  de  passage  d'un  groupe  à  l'autre,  qui  se  font  entre  les  cases 
intérieures  de  l'un  et  l'autre  groupe  différant  en  plus  ou  en  moins 
de  quatre  unités,  l'une  accentuée  et  l'autre  sans  accent.  Les  mar- 
ches de  seize  cases  &  combiner  deux  à  deux  ayant  ces  cases  pour 
extrêmes  ont  leurs  nombres  inscrits  dans  le  Tableau  M  sur  les 
lignes  horizontales  distantes  de  deux  rangs  et  se  correspondront, 
par  suite,  d'une  manière  commode  pour  donner  à  la  fois  tous  les 
facteurs  des  combinaisons  en  faisant  glisser  l'une  par  rapport  à 
l'autre,  de  deux  lignes  de  bas  en  haut,  pais  de  deux  lignes  de  haut 
en  bas,  les  colonnes  ayant  pour  entête  l'une  des  deux  cases  ex- 
trêmes des  marches  de  trente-deux  cases  a  énnmérer.  Comme 
exemple,  nous  donnerons  le  calcul  du  nombre  de  marches  dont 
les  cases  extrêmes  sont  7  et  1'  :  * 

Nombre 
Sauts  de 

de  passacr.  marches  combinées, 

a,fi' 16.8    =  ia8 

4,8' 5.16=  80 

6,10' a.i3  =  afi 


ia,ifi' 3.33=  99 

6,  a' a.aa  =  44 

8,4' 6,8    =48 

10,6' fi. 8   =  4s 

ia,8' 3.16=48 

14,10'... 3.i3=  39 

16, ia' i3.8    =io4 

Total  entre  7  et  1' 77a 

Le  Tableau  N  ainsi  établi  servira  d'une  manière  pareille  à  déler- 
niner  le  nombre  des  marches  rentrantes  de  soixante-quatre  sauts 
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sur  l'échiquier  total.  On  les  décomptera  entre  les  deux  cases  ex- 
trêmes comprenant  le  saut  de  fermeture,  par  rénumération  des 
groupes  que  distinguent  les  six  sauts  de  passage  d'un  demi-échi- 
quier à  l'autre  restés  possibles  après  le  choix  de  la  case  de  départ, 
et  par  suite  du  groupe  auquel  appartient  la  case  initiale  du  saut 
de  passage.  On  remarquera  que  le  passage  d'un  demi-échiquier  à 
l'autre  s'opère  sur  les  deux  frontières  contiguës  entre  deux  cases 
dont  le  numéro  diffère  de  quatre  unités,  avec  modification  d'ac- 
cent, en  faisant  correspondre  par  superposition  parallèle  (cou- 
lisses) les  deux  demi-échiquiers.  Les  sauts  de  fermeture,  qui  ne 
sont  autres  que  des  sauts  de  passage,  sont  soumis  à  la  même  ob- 
servation . 

Cela  posé,  on  pourra  considérer  comme  cases  de  départ  de  la 
marche  rentrante  (choisie  dans  le  demi-échiquier  supérieur)  avec 
les  cases  d'arrivée  correspondantes  dans  le  demi-échiquier  infé- 
rieur les  six  couples  : 

Type  {\n  —  i)  ;  cases  de  départ  (demi-échiquier  sup.).     3  7  11  i5 

Type  {\nx—  1)';  cas.  d'arriv.  corresp.  (dcmi-éeh.  inf.).   7'     n'ou3'     15*0117'     11' 

ou  les  six  symétriques  : 

Type  (  \p  -r- 1)':  départ  (demi-érliiquicr  super.) i'V        9'  5'  1' 

Type  (  \P\-t-  0  «  arrivée  (demi-échiquier  infér.) 9     5  ou  i3       1  ou  9      5 

Étant  donnée  une  case  de  départ,  la  trente-deuxième  case  visi- 
tée arrivée  dans  le  même  demi-échiquier  sera  l'une  quelconque 
des  quatre  frontières  du  groupe  différent  et  donneront  lieu  à  six 
sauts  de  passage  possibles  à  chacun  desquels  correspond  un  groupe 
combiné  de  deux  marches  de  trente-deux  cases,  dont  l'importance 
est  donnée  par  le  produit  des  deux  nombres  du  Tableau  N  conve- 
nablement choisis.  Le  calcul,  sans  explications  du  nombre  de 
marches  rentrantes  entre  la  case  centrale  y  du  demi-échiquier 
supérieur  et  l'une  des  cases  battues  il'  du  demi-échiquier  infé- 
rieur, suffira  à  l'intelligence  du  résultat. 


Coseï ;  extrêmes  (slip.  7,  irif.  II'). 
S» ut»  Je  passage. 

''.5 77a.i36  =104  9<f» 

5',9 ao8.ao8=  43*84 

»',i3 3o(.i8o  •--.  54790 

S',i ao6.5o3=>io44iS 

9',5 3o4.i36=  4i344 

i3',9 176.308  -  57408 

Nombre  de  marche»  rentrantes  entre  les  cases  extrêmes  7.11'.   406  ■  44 

Oh  arrive  ainsi  aux  résultats  suivants  : 


Nombre  de  marafaes  rentrantes  de  soixante-quatre  cases  entre  deux  a 
désignées,  i  cheval  sur  la  médiane  frontière  commune  aux  deux  demi -échiquiers 
superposes,  dont  les  trente-deux  cases  doivent  être  décrites  sans  interruption. 


Entre  chaque  couple  de  cas 

es  extrêmes. 

Nombre 
de  marches. 

3,7' 
7,"' 
11, i5' 

■  3',  9 

9'.  5 

5',  1 

7.3' 
".7' 
i5,m' 

9',  i3 

y.  9 

Sioooo 
406  144 

99(:i" 

La  somme  des  trois  nombres  ci-dessus,  1940884,  donne  le 
nombre  des  marches  rentrantes  de  la  nature  indiquée  essentielle- 
ment distinctes.  Ce  nombre  se  quadruple  par  la  distinction  des 
marches  symétriques  entre  elles  et  devient  y  763  536. 

Si  l'on  tient  compte,  en  outre,  des  marches  en  sens  inverse, 
que  de  la  double  manière  de  diviser  l'échiquier  en  deux 


rectangles  égaux,  ce  nombre  se  quadruplera  encore  et  donnera 
3i  o54  i44,  comme  le  nombre  total  des  marches  rentrantes  appar- 
tenant à  la  famille  indiquée. 

Parmi  ces  marches,  un  certain  nombre  sont  composées  de  deux 
marches  par  demi-échiquier  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rap- 
port au  centre  de  l'échiquier.  Ce  sont  celles  dont  la  trente-deuxième 
case  (dernière  du  parcours  dans  le  premier  demi-échiquier)  est  en 
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communication  avec  la  symétrique  au  centre  de  la  case  de  départ  ; 
on  les  énumère  dans  le  Tableau  ci-dessous  : 

Case  de  départ i         5         5        9         9       1 3 

Case  d'arrivée  (même  demi-échiquier).     11'        7'      i5'        3'      u'        7' 
Nombre  de  marches 5o2     208     5o2     268       208     258 

Soit  en  tout  1936,  nombre  qu'il  faudra  doubler  et  porter  à  38^2, 
en  intervertissant  les  accents,  ou,  au  contraire,  diminuer  de  moi* 
tié  et  réduire  à  968,  selon  qu'on  désirera  distinguer  ou  confondre 
les  marches,  qui  sont  identiques  à  un  axe  de  symétrie  près. 

Toutes  ces  marches  se  compléteront  par  une  marche  symétrique 
au  centre  à  trente-deux  sauts  de  distance. 

En  terminant  cette  Note,  nous  prierons  ceux  de  nos  collègues 
qu'un  tel  sujet  intéresse  de  rechercher  si  une  méthode  de  groupe- 
ment analogue  à  celle  qui  précède  ne  pourrait  être  appliquée  aux 
modes  naturels  de  description  de  l'échiquier  signalés  dans  notre 
article  précédent.  Nous  nous  proposons  de  l'essayer  un  jour  si  nos 
loisirs  nous  le  permettent;  mais,  ne  nous  dissimulant  point  les 
difficultés  autrement  compliquées  qui  nous  attendent  dans  cette 
étude,  nous  ne  croyons  pas  inutile  de  faire  appel  à  la  bonne  vo- 
lonté de  ceux  de  nos  confrères  à  même  de  mener  à  bien  une  tâche 
qui  sera  peut-être  au-dessus  de  nos  propres  forces. 


Note  sur  la  marche  du  cavalier  dans  un  échiquier; 

par  M.  de  Polignac. 

(Séance  du  21  mai  1880.) 

1.  Dans  les  développements  intéressants  que  M.  Laquière  a 
récemment  adressés  à  la  Société  sur  le  problème  du  cavalier,  se 
trouve  une  méthode  qui  avait  déjà  été  indiquée  par  moi.  Elle  con- 
siste à  chercher  des  solutions  rentrantes  dont  les  deux  moitiés 
soient  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  centre  de  l'échi- 
quier et  à  remplacer  la  marche  irrégulière  du  cavalier  par  une 
suite  de  circuits  partiels,  déterminés  à  l'avance  et  qui  servent  à  la 
décomposition  et  à  la  notation  de  l'échiquier.  Ce  procédé  a  fait  de 
ma  part  l'objet  d'une  Noir  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 

IX.  i 
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séances  de  l'Académie  des  Sciences  (avril  1861).  Appliqué  aux 
échiquiers  de  trente-six  et  de  soixante-quatre  cases,  il  conduit,  par 
des  transformations  convenables,  à  des  solutions  rentrantes  pour 
un  échiquier  quelconque  (d'un  nombre  pair  de  cases). 

Voici  comment  on  peut  noter  la  solution  type  dans  l'échiquier 
ordinaire. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  coin  inférieur  gauche 
de  l'échiquier  et  pour  axes  les  deux  côtés  qui  y  aboutissent.  Soient 
x  =  1 ,  y  =  1  les  coordonnées  de  la  case  du  coin  ;  on  formera  un 
circuit  partiel  rentrant  avec  les  quatre  cases 

.r  =  1 ,      .r  —  3,      .t  zrz  ^,      ,r  —  2, 

x  =  1  ♦   j ■  =  *>   j ■  =  4.   r  =  3. 

Notons  de  la  même  lettre  a  chacune  des  cases  de  ce  circuit  :  ce 
sera  le  circuit  a. 

On  obtiendra  également  un  circuit  b  de  quatre  cases  en  partant 

de  la  case  b.  dont  les  coordonnées  sont  '   ~~     • 

X  ^T?  2  F         -  I 

De  même  la  case  c,  9  et  la  case  d,  '         9  fourniront  deux 

y  =  3  y  =  2 

nouveaux  circuits  rentrants  de  quatre  cases  chacun. 

Les  quatre  circuits  a,  6,  c,  c/  remplissent  un  carré  de  seize  cases, 
un  des  quatre  carrés  élémentaires  dans  lesquels  se  décompose  l'échi- 
quier au  moyen  de  deux  lignes  rectangulaires  Iracées  par  son 
centre. 

Les  trois  autres  carrés  élémentaires  se  noieront  de  même,  savoir  : 

Le  carré  élémentaire  opposé  par  le  sommet  à  celui  qu'on  vient 
d'achever,  par  les  mêmes  lettres  a,  ù,  cy  d  placées  respectivement 
sur  les  mêmes  cases  que  dans  celui-ci. 

Les  deux,  carrés  restants  se  noteront  d'après  la  même  règle,  en 
remplaçant  les  lettres  a,b,  c,  c/par  A,  B,  C,  D;  ainsi,  par  exemple, 
une  des  lettres  A  du  carré  élémentaire  inférieur  sera  sur  la  case. 


.r  =  .>,)==  1. 


.r  =.  2 


[/échiquier  étant  ainsi  préparé,  partons  de  la  case  qui  ap- 

partient  au  circuit  a,  et  parcourons-le  dans  le  sens  suivant  : 

.r  r-  ?.,       ./•   -    1,       X  m  3,       .r  r_:  ^, 


-lO- 


que  nous  conviendrons  de  conserver  dans  tous  les  autres  circuits, 
La  première  moitié  de  la  solution  s'écrira 


on  peut  encore  l'écrire 


fi\bBCcD<f; 

a      b      C      I) 
A      B      h      r, 


en  convenant  de  lire  les  lettres  par  colonne  :  Tune  ou  l'autre  forme 
suggère  des  règles  mnémoniques  faciles  à  formuler. 

Comme  on  a  noté  des  mêmes  lettres,  afin  d'éviter  l'emploi  des 
accents,  les  cases  appartenant  aux  carrés  élémentaires  opposés, 
la  formule  précédente?  devient  ambiguë  au  dernier  circuit  rf,  qui 
pourrait  appartenir  à  l'un  quelconque  des  deux  carrés  supérieur 
ou  inférieur.  C'est  dans  le  carré  supérieur  qu'il  faudra  prendre  d. 
On  serait,  du  reste,  conduit  fatalement  à  ce  résultat  en  portant 
sur  l'échiquier  le  parcours  qui  vient  d'être  écrit,  car,  si  l'on  prenait 
ri  dans  le  carré  inférieur,  ou  obtiendrait  un  circuit  rentrant  de  trente- 
deux  cases  seulement,  et  la  marche  totale  ne  pourrait  plus  être 
rentrante.  Dans  tout  le  reste  du  parcours,  la  marche  annotée  sera 
unique,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  rejeter  les  circuits  symétriques 
de  ceux  déjà  parcourus. 

La  seconde  moitié  de  la  solution  s'écrira  par  la  même  formule, 

.27  n 

en  commençant  à  la  case  a     '  du  carré  élémentaire  supérieur, 

svmétrîque  par  rapport  au  centre  de  la  case  initiale      _      • 

Pour  justifier  cette  assertion,  il  suffit  d'observer  les  deux  points 
suivants  : 

i°  Dans  l'échiquier  annoté,  il  y  a  deux  circuits  marqués  a,  deux 
marqués  A  et  C,  situés  dans  des  carrés  élémentaires  opposés  par  le 
sommet  et  composés  de  cases  symétriques  par  rapport  au  centre. 
Or,  dans  le  parcours  a XbftCcD ,  chaque  lettre  n'entre  qu'une 
fois.  Donc  toutes  les  cases  symétriques  de  celles  dont  ce  parcours 
se  compose  sont  libres. 

2°  On  vérifiera  en  traçant  la  figure  (ou  en  faisant  le  calcul  par 
coordonnées,  ce  qui  serait  possible,  quoique  long),  que  la  trente- 
deuxième  case  du  parcours  annoté,  c'est-à-dire  la  dernière  du  cir- 
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cuit  d  supérieur,  est  la  case     ft>  de  laquelle  on  peut  passer  à  la 

case  ;.»  symétrique  de  la  case  initiale.  Donc  les  deux  demi- 

>  ■  =z  6  n 

.solutions  symétriques  se  raccordent  et  la  seconde  aboutira  à  la  case 
•r=  5,  y  =  i,  ce  qui  donne  une  marche  rentrante. 

Pour  faciliter  l'intelligence  de  ce  qui  précède,  je  donne  ici  l'é- 
chiquier figuré  par  les  lettres  qui  le  composent  : 


c 

D 

B 

A 

r 

d 

b 

a 

B 

À 

C 

D 

b 

a 

V 

d 

D 

C 

A 

B 

d 

V 

a 

b 

A 

B 

D 

C 

a 

b 

d 

r 

v 

d 

b 

a 

C 

D 

B 

A 

h 

H 

c 

d 

B 

A 

C 

I) 

d 

V 

a 

b 

D 

C 

A 

B 

m 

b 

d 

c 

A 

B 

D 

C 

En  lui  appliquant  la  solution 

rtA/>BCcDf/, 

on  verra  qu'on  peut  encore  l'énoncer  ainsi  : 

Prendre  les  lettres  par  couples  dans  l'ordre  alphabétique  et 
commençant  dans  le  carré  élémentaire  gauche  inférieur  ;  con- 
tinuer à  tourner  dans  les  trois  autres  toujours  dans  le  même 
sens  (*). 

Sans  la  restriction  imposée  ici,  on  arriverait,  en  tournant  tou- 
jours dans  le  même  sens,  à  placer  le  cvcle  d  de  la  demi-solution 
dans  le  carré  initial,  comme  il  a  été  dit  plus  haut.  En  continuant, 
on  obtiendra  une  solution  non  rentrante,  qui  s'écrira 

aXbBCcDdi  DdaAbBCr 

L'échiquier  de  trente-six  cases  se  note  d'une  façon  analogue, 
indiquée  ci-dessous;  les  rases  symétriques  par  rapport  au  centre 
sont  toujours  marquées  des  mêmes  lettres,   ainsi  que  les  circuits 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  loc.  cil. 
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partiels,  qui  sont  de  trois  lettres,  mais  ils  ne  sont  plus  rentrants; 
d'ailleurs,  la  décomposition  en  carrés  élémentaires  ne  s'applique 
plus  : 


• 

C 

A 

9 

(' 

A 

• 

• 

c 

a 

b 

B 

b 

r 

a 

• 

.     B 

a      b  c      \\ 

La  demi-solution  s'écrit  très  symétriquement  ainsi  : 

aBcAùC. 

La  case  initiale  est  {x  =  i,  y  =.  3)  et  la  solution  est  rentrante,  car 
la  case  finale  C  du  demi-parcours  est  conjuguée  de  la  symétrique 
de  la  case  initiale. 

Revenons  à  l'échiquier  de  soixante-quatre  cases.  On  obtiendra 
d'autres  solutions  symétriques  en  modifiant  les  conditions  du  par- 
cours, par  exemple  en  s'interdisant  d'écrire  à  côté  l'une  de  l'autre 
deux  mêmes  lettres  (majuscule  et  minuscule),  à  l'inverse  de  ce  qui 
avait  été  fait  d'abord,  etc.  Parmi  les  solutions  de  ce  type,  je  citerai 
la  suivante,  rentrante  et  à  deux  parties  symétriques,  dans  la  no- 
tation de  laquelle  on  a,  pour  éviter  toute  confusion,  distingué  par 
des  accents  les  cycles  symétriques  ;  les  lettres  non  accentuées  s'ap- 
pliquent aux  deux  carrés  élémentaires  inférieurs  : 

(i)  ad'CBcDAb',  éiVC'B'c'D'A'*. 

On  peut  prendre  pour  case  initiale  ad  libitum     ^  ou     \ 

seulement  tous  les  cycles  n'y  sont  plus  parcourus  dans  le  même 
sens,  ce  qu'indique  suffisamment  la  succession  des  lettres. 

Le  procédé  d'Euler  appliqué  à  cette  solution  permettra  de  la 
transformer  en  une  autre,  commençant  à  un  coin  et  finissant  à  un 
autre  coin.  Je  n'ai  pas  à  revenir  ici  sur  ce  procédé,  dont  il  est  fait 
mention  dans  la  Théorie  des  nombres  de  Legendre.  Les  transfor- 
mations ci-dessous  le  mettront  d'elles-mêmes  en  lumière.  Comme 
ces  transformations  conduisent  à  séparer  les  cases  d'un  même 
cycle,  on  a  employé  des  indices  indiquant  le  rang  de  ces  mêmes 
cases  dans  la  solution  dont  on  est    parti  et  dan»  le»rs  cycles  res- 


pectifs;  les  lignes  verticales  indiquent  les  interversions  dans  la 
marche  au  moment  où  Ton  passe  d'une  case  intérieure  à  la  der- 
nière : 

(a)  ata%a^d\.  .A'   |  ftlbiblùtùiy 

(3)  at...CB'  |  £<?,À'DV, 

(4)  r<l...C|C't  |  c'...<ï,6B'C^GV 

Cette  dernière  solution  commence  à  l'angle  inférieur  gauche  et 
finit  à  l'angle  supérieur  du  même  côté. 

2.  Extension  à  un  échiquier  quelconque  ;  solutions  rentrantes. 
—  Tous  les  échiquiers  d'un  nombre  pair  de  cases  peuvent  se 
diviser  en  deux  classes  ,  ceux  de  la  forme  (6  -H  4*)*  et  ceux  de  la 
forme  (8  H- 4/i )2. 

Occupons-nous  de  ces  derniers.  On  les  formera  successivement 
en  ajoutant  deux  bandes  à  tous  les  côtés  de  l'échiquier  précédent. 
Ils  se  déduiront  donc  tous  de  proche  en  proche  dç  l'échiquier  de 
soixante-quatre  cases. 

Les  deux  bandes  extérieures  sur  chaque  côté  de  l'échiquier 
(8  -H  4n)À  forment  une  zone  quadrangulaire.  Détachons-la  par  la 
pensée  du  reste  de  l'échiquier.  On  peut  avec  le  cavalier  parcourir 
la  moitié  de  cette  zone  en  partant  d'un  coin,  soit  le  coin  inférieur 
gauche,  et  tournant  toujours  dans  le  môme  sens,  et  la  dernière  case 
de  ce  circuit  partiel  sera  conjuguée  du  coin  inférieur  gauche  de. 
l'échiquier  [8  -f-  4(n  —  ')]"•  ^n  détachant  de  même  une  zone  qua- 
drangulaire de  ce  dernier,  on  en  parcourra  la  moitié,  et,  en  répétant 
ce  procédé,  on  arrivera  au  coin  inférieur  gauche  de  l'échiquier  de 
soixante-quatre  cases.  A  celui-ci  on  appliquera  la  solution  (4) 
donnée  ci-dessus,  qui  finit  à  l'angle  supérieur  gauche,  et  l'on  verra 
qu'on  peut  parcourir  dans  l'ordre  inverse  les  moitiés  des  zones 
restées  libres;  on  aura  ainsi  une  solution  non  rentrante  pour  l'é- 
chiquier (8  H-  4n)2' 

Ci-joint  le  Tableau  de  ce  procédé  appliqué  à  l'échiquier  de  cent 
quarante-quatre  cases: 
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28 
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8 
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•9 
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• 

• 

9i 
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27 
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• 

39 

78 
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7 

• 

20 

4« 

• 

77 

• 

• 

36 

4o 

» 

•2 

• 

22 

4 

H 

6 

• 

I 

• 

21 

• 

3 

23 

5 

25 

• 

Les  cases  marquées  4'  et  104  sont  les  cases  initiale  et  finale  de 
la  solution  (4)  de  l'échiquier  ordinaire. 

On  rendra  cette  solution  rentrante  dans  le  cas  général  au  moyen 
de  la  remarque  suivante. 

Remarque.  —  Si  dans  une  solution  quelconque 

1   2  3   ..,/i-t-i    ...   m  m-\-\    ...   /i/ï-4-1    ..»5, 

la  dernière  case  z  étant  conjuguée  de  /i,  on  a  en  même  temps 


n  -+-  1 

conjuguée  de  /?*, 

m  -+- 1 

conjuguée  de  / 

/-f-l 

conjuguée  de  1 , 

ou  enfin 


on  pourra  rendre  le  parcours  rentrant  par  des  transformations  suc- 
cessives, et  cela  quel  que  soit  le  nombre  des  cases  /,  m,  nf  pourvu 
que  leurs  rangs  aillent  en  croissant. 

Cette  remarque,  dont  la  démonstration  est  facile,  s'appliquera  à 
toutes  les  solutions  dont  le  type  vient  d'être  donné,  et  les  cases 
/,  my  n,  . . .  occuperont  des  places  déterminées  qui  se  déduiront 
très  simplement  les  unes  des  autres  en  passant  d'un  échiquier  au 
suivant.  Pour  mettre  ce  fait  complètement  en  évidence,  il  faudrait 
tracer  des  figures  et  entrer  dans  de  plus  grands  développements 
que  n'en  comporte  cette  courte  Note;  mais  le  lecteur  curieux  de 
vérifier  l'assertion  trouvera  dans  la  remarque  qui  vient  d'être  faite 
les  éléments  de  la  vérification. 
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Dans  l'échiquier  de  cent  quarante-quatre  cases,  les  lettres  /, 
//!,  ...  sont 

/=ig,     m  =  77,   -n  =  g\     p  =z  12S. 

On  peut  vérifier  sur  le  Tableau  précédent  que  les  cases  marquées 
de  ces  numéros  satisfont  à  la  loi  énoncée  dans  la  remarque. 

Tout  ce  qui  précède  s'étendra  aux  échiquiers  de  la  forme 
(6  +  4")*  qui  se  déduisent  de  l'échiquier  de  trente-six  cases  par 
la  juxtaposition  de  bandes.  Les  zones  formées  par  ces  bandes  se 
rempliront  de  même  par  moitié  jusque  ce  qu'on  arrive  à  l'échiquier 
de  trente-six  cases,  dont  on  aura  dû,  au  préalable,  transformer  la 
solution  rentrante  par  le  procédé  d'Euler.  En  commençant  cette 
solution  rentrante  à  l'angle  inférieur  gauche,  l'interversion  se  fera 
sur  la  trente  et  unième  case  du  circuit  et  la  case  finale  sera  située  à 
la  gauche  de  celle  qui  occupe  l'angle  supérieur  de  droite. 

L'échiquier  de  seize  cases  n'admet  aucune  solution.  D'ailleurs, 
les  échiquiers  impairs  n'en  admettent  pas  de  rentrantes.  Les  for- 
mules précédentes  fournissent  tous  les  autres  échiquiers. 


Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  fractions  continues 

algébriques;  par  M.  G.  IIimbert. 

[Suite  (')]• 
(Séance  du  2  juillet  1880.) 

Remarque.  —  On  démontrerait  de  la  même  manière  que.  9Î  des 
polynômes  Rf  (jr),  R,(.r),  . .  .,Uw(j*),  de  degrés  quelconques,  sa- 
tisfont à  la  même  relation  que  les  polynômes  P(.r),  à  savoir 


C  '  îiiiJ  n  ■ -ui        ,      '-W-  -u 

/*  *"  K.  :  S  ) 

^   'n-i 

9 

la  somme  du  nombre  des  racines  de  H,(;)  comprises  entre  ,r3 


(')   Voir  le  t.  VIII  de  vr  fiulletin.  |>.  m»i 
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et  xt,  du  nombre  des  racines  de  R,(  z)  comprises  cuire  xt  et  x2,  etc., 
du  nombre  des  racines  de  R;/(s)  comprises  entre  x„_i  et  x„,  est 
au  moins  égale  à  mn. 

Plus  généralement,  en  désignant  par /(s)  une  fonction  qui  ne 
change  pas  de  signe  entre  x0  et  xt,  entre  xx  et  j?4,  etc.,  entre  x„__t 
et  x„,  si  on  a  la  relation 

J    7(3)^(^(^/3  4-...+^  V(*)Ri.(*)l\(»)<fc. 


•*-!.- 1 


où  Pj*(3)  désigne  un  polynôme  quelconque,  au  plus  de  degré  p,  on 
en  conclut  que  la  somme  du  nombre  des  racines  de  R t  (^)  comprises 
entre  x0  elxi9  etc.,  du  nombre  des  racines  de  R;,(s)  comprises 
entre  xn_K  et  x/n  est  au  moins  il —  n  -H  2.  Ce  théorème  ne  cesse 
d'être  vrai  que  si  tous  les  polynômes  R(^)  sont  nuls. 
Dans  le  cas  de  n  =  2,  par  exemple,  si  Ton  a 

f  ,/{z)Rl(z)l>rlz)<iz+  f  7(*)R,(3)P,(*)<fc  =  o, 

la  somme  du  nombre  des  racines  de  Ri  (s)  comprises  entre  x0 
et  xr  et  du  nombre  des  racines  de  R2(s)  comprises  entre  X\  et  x2 
est  au  moins  égale  à  fx. 

Si  la  somme  des  degrés  de  Ri(s)  et  de  R2(w)  était  inférieure 
à  Li7  il  est  clair  que  le  théorème  précédent  donnerait  un  résultat 
absurde;  on  en  conclut  alors  que 

R,(s)  =  o, 
R,(s)  =0. 

Même  conclusion  dans  le  cas  général  si  la  somme  des  degrés  des 
polynômes  R(^)  était  inférieure  à  fx  —  «+2. 

Théorème  II. —  Les  polynômes  P|(x),  P2(#), ..  .  yVn(x)  satis- 
font à  une  équation  différentielle  d'ordre  n  -f- 1 ,  dans  laquelle 

te  coefficient  d'une  dérivée  quelconque  -j-j  est  un  polynôme  en- 
lier  en  x,  de  degré  jjl. 
On  a  en  effet 


If 


1  K  (  z  ) 

VrTpi(*îui'«+i)»-«(3)r/5  — °; 


on  en  conclut 


V  f  '^(-)p;(*)ii-«w*=ot 

en  désignant  par  V%  (s)  la  dérivée  de  Vt(js)  et  par  IIM_9(2)  un  po- 
lynôme entier  en  z  quelconque,  de  degré  inférieur  ou  égal  à  mit  —  a. 
On  a  en  effet,  après  une  intégration  par  parties, 

y^f  ,*(s)p'i(*)»-.«-i(*m* 


Or 


f  'p,(«)4K-(-)n—- *(*)] 


Mais  le  polvnôme  entre  crochets 

csl  au  plus  de  degré  (m  +  i)/i  —  a;  donc  la  somme 

sera  nulle,  en  vertu  de  la  relation  fondamentale. 
D'ailleurs,  la  fonction 

s'annule  avec  K.^5)  pour  les  valeurs 
il  resle  donc 


\    /      Kc^'r  ll.,,*..,^  <fc=-o. 
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On  aura  de  même 


y^J  ,K(«;Aîs)p,t(»;ii(,_l„,_,(3)rf3  =  o, 


et  en  général 


^  f     Ri»A"(s)Pr,,(:5;ll(/»-!')«-«(-)'/3.=  0- 

Ce  sonl  ces  relations  qui  vont  nous  donner  la  démonstration  du 
théorème  énoncé. 

Pour  simplifier  les  calculs,  je  donnerai  cette  démonstration  dans 
le  cas  de  n  =  2;  on  verra  aisément  que  la  démonstration  est  géné- 
rale. 

Je  remarque  d'abord  que  de  la  relation 

je  puis  déduire,  puisque  K(s)  s'annule  pour  z  =  jr0,  *r,,  . . .,  jr„, 

^j  ,4R(3)^(:)PH^]n(^)fl-,(-)  =  o. 

Les  II  désignent  toujours  des  polynômes  quelconques  de  degré 
égal  ou  inférieur  à  l'indice. 

Dans  le  cas  de  n  =  2,  considérons  les  trois  équations 

/       TyP|(«)H,lil(*)A+  /       ^Pi{z)Utm(z)dz  =  o, 

f  'K(3)P'1(3)lI,„,_1(3)rf3+  f  'R(:)P'1j;)n1B.1(.)rf:  =  o, 

f    'rf[K(5)A(=)P't(l)]llllll_,(3)rf3 


/»  ■«  î 

...(  z)dz—  o. 


-,  /    4k(5)a;3)p;(3)]h 


tm  -a1.  " } 
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Dans  la  première  de  ces  équations,  posons 

IIt*M(s)  =  CA(*)lIlw_,(s)f 

ce  qui  est  possible,  puisque  ^(z)  est  du  troisième  degré  (  C  désigne 
une  constante  arbitraire);  dans  la  seconde,  posons 

"•«-f(3)  =  (As-+-B)(»)lIlw«Ji, 

et  ajoutons  les  trois  équations  :  il  vient 

-t-(A3^B)P'1(»)-+-CPl(3)JnfJII-1(s)  =  o. 

La  fonction  entre  accolades  est  un  polynôme  de  degré  m  au  plus  ; 
il  en  est  de  même  de  la  fonction  analogue  en  P2(^),  qui  ne  diffère 
de  celle  qui  est  écrite  que  par  la  substitution  de  P2(s)  à  Pi(s). 

Soient 

Px(z)  =  A0sm-4-  A,**-1  H-  A, s»-1  H-  .  .  ., 
Pt(s)  =  B0s/M-h  B,3/w-1  -f-  Btzm"1-h  .  .  . , 

à(z)    =(jr  — *f)(.r— x,)(js— .rs} 
et 

C(:)  =  Dx!-fE.r4-F. 

Le  coefficient  du  terme  en  zm  dans  la  première  fonction  sera 

A0 [ m  (  m  —  i  )  ( m  —  a  )  H-  (  D  -f-  3  )  ///  ( m  —  i)+A/«  H-  C ] . 

Dans  la  seconde,  ce  sera  B<>,  multiplié  par  le  même  facteur. 
De  même,  le  coefficient  du  terme  en  ;m*1  sera,  dans  la  première 
fonction,  de  la  forme 

A0(rtA  4-  bB-hcC-hfl)  -+.  A,(</A-h&'B-t-r'C-W;, 

a,  0,  c,  r/,  a',  //,  c' ,  tV  étant  des  constantes  faciles  à  former  et  dont 
quelques-unes  peuvent  être  nulles. 

Dans  la  seconde  fonction,  ce  coefficient  aura  la  même  forme;  il 
suffira  de  remplacer  A0  par  B0  et  Ai  par  B,. 

Or  nous  poiiNons  disposer  des  coefficients  A,  B,  C  de  manière  à 
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satisfaire  aux  trois  équations 

/w  (  ///  —  i  )  (  //i  —  a)  4-  (  D  4-  3  )  ///  (  /w  —  T  -+-  A  tu  4-  C  —  o, 

a  A  -f-  />  B  4-  c  C  4-  d  =  o, 
"'A4-£'B4-r'C4-rf'=o. 

Dans  ce  cas,  la  fonction 

sera  au  plus  de  degré  m  —  a. 

Il  en  sera  de  môme  de  la  fonction  analogue  en  Pî(s). 

Désignons  pour  un  instant  ces  fonctions  par  Ri(s)  et  R2(s);  on 
a  trouvé 

f       K(3)R,(:)n!w.,(2)rf3+    /       K[z)Rt(z)UtM^(z)dz  =  o. 

Or,  d'après  une  remarque  faite  plus  haut,  la  somme  du  nombre 
des  racines  de  R|  (z)  comprises  entre  x0  et  xx  et  du  nombre  des 
racines  de  Ra(^)  comprises  entre  xx  et  x2  est  au  moins  égale 
à  a  m  —  3.  Mais,  ces  deux  polynômes  étant  au  plus  de  degré  m  —  a, 
cette  proposition  est  absurde  ;  il  faut  donc  conclure  que  Ton  a 

R1(3)=rO,       R,(3)r=:0 

ou 

•  M*)/"(*)  ■+■  [<>(*)  -*-  *'(*)]*>"(*)  +  (  A34-  B)y (3)  4-  Qjr[z)  =  o, 

r  désignant  l'un  des  polynômes  P|  (3),  V^{z).  Cette  relation  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 

Dans  le  cas  général,  on  donnerait  du  théorème  II  une  démon- 
stration tout  à  fait  analogue  et  on  arriverait  à  une  équation  de  la 
forme  indiquée. 

Détermination  de  À,  B,  C.  —  Les  équations  qui  déterminent 
ces  constantes  sont,  en  posant 

A  =r  axJ  4-  J5x,4-  y.r  4-  <î, 
G=l).f,+  E.r+F, 
y.  m  (tn  —  1  )  (  m  —  a  )  H-  (  D  -t-  3  a  )  m  (  m  —  1  )  4-  A  ni  4-  C  z=  o, 
a  f  /;/  —  1  )  (  m  —  a  )  (  ///  —  3  ) 

4-  (  L)  4-  3  « )  (m  —  1  )  ( m  —  a)  4-  A  ( m  —  1  )  4-  C  =  o, 
3  /;; /  ///  —  1  \  f  ///  —  a  )  4-  [  E  4-  a  6  }m  (  m  —  1)4-  B/w  =  o. 
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On  suppose  m  5.  a. 

Le  déterminant  des  inconnues,  étant 


m        o 

m  —  i      o 

o         m 


Mi 


n'est  nul  que  si  m  =  o,  c'est-à-dire  si  les  polynômes  P|  (x)  et  P*(j") 
sont  des  constantes  ;  mais  alors  les  équations  précédentes  ne  s'ap- 
pliquent pas.  On  aurait  dans  ce  cas  C  =  o,  quels  que  soient  A 
et  B9  ce  qui  est  évident  a  priori. 

(A  suivre.) 


Formules  et  considérations  diverses  se  rapportant  à  la  théorie 

des  ramifications;  par  M.  de  Polignac 

[Suite  (■)]. 
(Séance  du  2  juillet  1880.) 

III.      • 

Représentation  d'une  ramification  an  moyen  d'un  Tableau  numérique. 

i.  Les  éléments  essentiels  d'une  ramification  sont  les  suivants  . 

i°  Le  nombre  de  ses  nœuds  et  Tordre  de  chacun  d'eux  (2); 

a1  Leur  ordre  de  succession  sur  les  branches  (indéfinies)  qui 
les  joignent,  ce  qu'on  peut  appeler  la  loi  de  connexité  de  ces 
mêmes  nœuds. 

Soient  1,  2,  3,  4>  5,  . . .  les  nœuds  numérotés  au  hasard.  On 
pourra  indiquer  leur  loi  de  connexité  par  des  colonnes  formées 
de  chiffres  juxtaposés,  par  exemple 

I  3  -^'l  «L»  y  •       •       •     • 

1   3     9.  5 


(*)  Voir  \c  l.  VIII  <l<*  ce  Bulletin,  p.  1:10. 

(')  L'ordre,  «l'un  ikimkI  est,  par  définition.  le  nombre  des  branilies  <|ni  s'y  n'u- 
nissent (Cli.  I  ). 


* 
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En  réunissant  des  groupes  appartenant  à  des  colonnes  diffé- 
rentes, on  formera  des  branches  indéfinies  ou  des  portions  de 
branches.  Ainsi,  avec  1 ,  a  et  2,  4 >  on  fera  1  2  4  et  de  même  1  3  7, .... 
Par  ce  moyen,  on  pourra,  et  généralement  de  plusieurs  manières, 
remplacer  l'ensemble  des  groupes  de  deux  chiffres  par  un  Tableau 
unique,  formé  d'un  certain  nombre  de  lignes  horizontales.  Dans 
le  cas  actuel,  un  de  ces  Tableaux  sera 

1  2  4 

7  3  . 

5  2  G 
et  un  autre 

1  2  G 

.  3  7 

5  2  4 

Remarquons  que  le  critérium  de  l'équivalence  des  deux  Tableaux 
est  que  chaque  chiffre  se  trouve,  dans  l'un  et  dans  l'autre, 
associé  aux  mêmes  chifTres.  Au  moyen  de  l'un  ou  de  l'autre,  on 
peut  évidemment  tracer  les  branches  de  jonction  de  l'arbre,  c'est- 
à-dire  celles  qui  joignent  les*  nœuds  entre  eux.  Quant  aux  bran- 
ches libres,  on  les  indiquera  sur  chaque  Tableau  par  des  indices 
dont  on  afTeclera  chaque  lettre  et  dont  il  sera  question  plus  loin. 
Pour  le  moment,  nous  allons  nous  occuper  de  la  réduction  d'un 
Tableau  au  nombre  minimum  de  lignes  horizontales.  Nous  l'ap- 
pellerons alors  irréductible,  et  nous  verrons  qu'il  y  en  a  plusieurs, 
mais  équivalents,  dans  le  sens  donné  ci-dessus  à  ce  mot. 

Appelons  lettres  libres  celles  qui  commencent  ou  terminent 
une  ligne;  nous  aurons  la  règle  suivante  : 

«Si  une  lettre  a  est  libre  dans  deux  lignes,  le  Tableau  sera 
réductible  ;  irréductible  dans  le  cas  contraire, 

La  première  partie  de  cette  règle  est  évidente;  ainsi  le  premier 
Tableau  précédent  peut  s'écrire 

7  3   !   2  4 
5  2  f> 

Pour    démontrer    la   seconde,    il  suffit   d'observer  que.   lorsque 
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dçux  lignes  se  combinent,  auquel  cas  le  passage  de  l'une  à  l'autre 
s'effectue  sur  un  chiffre  commun  aux  deux,  si  ce  chiffre  commun 
n'est  pas  un  chiffre  libre  dans  les  deux  lignes,  les  chiffres  né- 
gligés à  droite  et  à  gauche,  dans  chaque  ligne,  devront  ère  écrits 
de  nouveau,  pour  conserver  la  loi  de  connexité.  Ces  deux  tronçons 
se  combinent  d'ailleurs  aussi  en  une  seule  ligne  horizontale.  On 
retrouvera  donc  deux  lignes,  et  il  n'y  aura  ni  perte  ni  gain.- 
Exemple  :  le  Tableau  précédent  peut  être  modifié  sur  le  chiffre  a, 
et  s'écrira  d'abord,  en  décomposant, 

5  a  i  3  7 

6  2 


'*  * 


puis,  en  recomposant, 


5  a  i  3  7 
G  a  4 


nouveau  Tableau  irréductible  et  équivalent  au  précédent. 

Comme  complément  de  ce  qui  précède,  je  mentionnerai  une 
règle  pour  former  a  priori  avec  un  nombre  de  chiffres  donnés 
des  Tableaux  irréductibles  ou  non,' mais  susceptibles  de  repré- 
senter une  ramification  (moins  les  branches  libres)  : 

Ecrire  les  chiffres  donnés  sur  des  lignes  horizontales,  avec 
la  condition  que  chaque  ligne  contienne  un  chiffre  déjà  écrit 
et  n'en  contienne  qu'un. 

Cette  condition  a  pour  but  d'éviter  les  contours  fermés,  et  il 
faut  observer  qu'elle  n'est  obligatoire  que  pour  le  procédé  de 
formation  du  Tableau.  En  intervertissant  ensuite  les  lignes,  elle 
pourra  se  trouver  en  défaut,  sans  nuire  k  la  représentation  de  la 
ramification  considérée. 

2.  J'aborde  maintenant  la  notation  d'un  Tableau  au  moven 
d'indices.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  le  Tableau  irréductible 
annoté  ainsi  qu'il  suit  : 

i3  *.*0  ;>,  oj  7  2 
<>.   5,  9,   io, 
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il  indiquera  à  la  fois  V ordre  de  chaque  nœud  et  sa  eonnexité  ; 
ainsi  : 

Le  nœud  i  est  contigu  à  a  et  possède  trois  branches  libres.  Le 
nœud  2  est  relié  par  trois  branches  de  jonction  aux  nœuds  i , 
5  et  3,  et  ne  possède  aucune  branche  libre,  etc. 

Sous  cette  forme,  chaque  ligne  du  Tableau  ne  représente  encore 
qu'un  parcours  partiel  commençant  et  aboutissant  à  un  nœud.  Pour 
que  chacune  d'elles  indique  clairement  un  tracé  partiel  complet, 
c'est-à-dire  un  trait  partant  d'une  extrémité  libre  et  aboutis- 
sant à  une  autre  extrémité  libre,  ou  à  une  ligne  déjà  tracée, 
nous  conviendrons  d'ajouter  le  signe  oo  au  commencement  et  à  la 
fin  de  chaque  ligne  du  Tableau  pour  y  représenter  une  branche 
libre,  et  de  retrancher  une  unité  aux  indices  de  la  lettre  initiale 
et  de  la  lettre  finale  de  chaque  ligne.  A  la  vérité,  nous  pourrons 
parfois  être  conduits  à  l'indice  négatif  —  i  ;  mais  la  considération 
en  sera  utile  pour  la  généralité  des  formules.  Le  Tableau  pré- 
cèdent  devient  ainsi 

qo    i2    a     5,     8,    7,    oo 

00     4|      34     2_|  oo 

oo    63    5|    q2    io2  oc 

et  Ton  voit  immédiatement  que  l'indice  négatif  dont  est  affecté  le 
chiffre  a  indique  que  ce  nœud  n'a  pas  de  branche  libre,  et  que 
le  trait  représenté  par  la  deuxième  ligne  du  Tableau  aboutit  en 
réalité  à  celui  que  représente  la  première. 

En  résumé,  en  appelant  e  le  nombre  de  branches  libres  d'un 
nœud,  a  son  indice,  la  règle  de  notation  d'un  Tableau  irréduc- 
tible sera 

a  —  z  —  i    pour  toute  lettre  libre, 

a  —  e  pour  toute  autre. 

Un  Tableau  réductible  se  noiera  de  même.  Si  une  lettre  se 
trouve  k  fois  lettre  initiale  ou  finale,  on  retranchera  k  unités  à  son 
indice;  on  aura  donc 

rt  =i  e  —  k  pour  une  lettre  libre  (k  fois) , 
a  —  =  pour  toute  autre. 

ix.  3 


SmB4rati>Bf  au  Moyn  d'an  TiMwi,  du  nombre  do  traits  qui  compostai 
■■a  raificatioa. 

1.  Tout  Tableau,  irréductible  nu  non,  représente  un  tracé  par- 
ticulier d'un  certain  nombre  N  de  traits.  Chaque  Kgnc  du  Tableau 
donne  explicitement  un  trait  proprement  dît;  on  eu  obtiendra 
ainsi  an  nombre  R  égal  au  nombre  des  lignes  du  Tableau.  Quant 
aux  autres,  ils  ne  sont  pas  dounës  explicitement;  ce  sont  les 
chemins  qui  restent  à  parcourir  autour  de  chaque  mciid.  Soif  r  le 
nombre  de  ces  chemins  pour  un  nund  quelconque;  on  aura 

N  =  R  +  £r; 


r  dépend  de  l'indice  par  une  relation  qui  sera  « 
l'heure. 

Le  nombre  N  a  déjà  été  appelé  nombre  fondamental  de  la 
ramification.  Dans  ce  qui  suit,  nous  n'admettons  nullement  son 
invariabilité,  nous  proposant,  au  contraire,  de  la  faire  ressortir  de 
la  considération  du  Tableau. 

Tout  d'abord,  il  convient  de  montrer  qu'on  peut  ramener  l'in- 
vestigation au  cas  d'un  Tableau  irréductible. 

Soit  le  Tableau  réductible  suivant,  dans  lequel  une  lettre  L  est 
supposée  lettre  libre  un  nombre  quelconque  de  fois  : 


En  réduisant  les  deux  lignes  A  et  B  en  une  seule, 

t»A...L...Bse, 

nous  perdons  un  trait  proprement  dit.  Mais,  d'un  autre  coté,  nous 
en  gagnons  un  sur  les  branches  libres  qui  restent  autour  du  nœudL, 
car  les  deux  oo  qui  ont  disparu,  et  qui  représentaient  explicitement 
deux  branches  libres,  se  combineront  en  un  seul  chemin,  qui  se  rc- 
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trouvera  dans  l'indice,  lequel  devient,  d'après  la  règle,  s  —  k  +  2. 
Il  n'y  a  donc  ni  perle  ni  gain  sur  l'ensemble  des  traits  qui  résul- 
taient du  premier  Tableau. 

Comme  ce  raisonnement  peut  se  répéter  indéfiniment,  on  en 
conclut  que  le  nombre   total  de  chemins  qu'on  trouve   dans  un 

Tableau  quelconque  est  le  même  que  dans  le  Tableau  irréductible 
équivalent. 

Considérons  donc  un  Tableau  irréductible,  et  occupons-nous, 
pour  chaque  nœud,  de  l'évaluation  de  r  au  moyen  de  l'indice  qui 
lui  correspond. 

Appelons  c  la  connexité  d'un  nœud  quelconque  (nombre  de  ses 
branches  de  jonction).  On  remarquera  que 

(  »  =  e  —  !   )  (  c  —  2p  —  1, 

a  j  }  correspond  J 

(  a  =  e  J  |   c  = 2/>. 

Cela  résulte  de  ce  que,  dans  un  Tableau  irréductible,  une  lettre 
ne  peut  être  lettre  libre  que  dans  une  seule  ligne  (n°  1);  on  a 
alors  c  =  2/>  —  1 ,  car,  si  cette  lettre  est  répétée,  elle  se  trouve 
partout  ailleurs  entre  deux  lettres. 

Maintenant,  si  c  =  ip,  les  lignes  du  Tableau  absorberont  les 

p  =  ( j  chemins  fournis  par  les  branches  de  jonction  du  nœud 

considéré.  Il  restera  e  branches  libres  donnant  f j  traits.  Mais 

ici  e  =  a;  donc  le  nombre  de  traits  afférent  à  l'indice  est 

a -h  1 

Si  c  =  ip  —  1,  les/?  —  1  premières  lignes  du  Tableau  qui  pas- 
sent par  le  nœud  considéré  absorberont  p  —  1  =  ( ]  —  1  che- 
mins. Il  restera  une  branche  de  jonction  non  parcourue.  Elle  cor- 
respond, dans  le  Tableau,  à  une  lettre  libre.  La  ligne  qui  contient 
cette  lettre  absorbera  à  la  fois  cette  branche  de  jonction  isolée  et 
une  branche  libre  (représentée  dans  le  Tableau  par  le  signe  00  ). 

A  ce  moment,  on  aura  parcouru  ( J  chemins,   et  il  restera 

s  —  1  branches  libres  non  encore  parcourues.  Ces  dernières  four- 
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nisscnt  (  -  )  traits.  Mais  ici  £  —  i  =  a;  on  a  donc  toujours 


=  ( 


Qt-h  1 


a  pouvant,  dans  certains  cas,  être  égal  à  —  i .  L'avantage  de  cette 
convention  est,  comme  on  voit,  de  conduire  à  une  formule  géné- 
rale pour  r. 

De  ce  qui  précède  résulte  l'équation  générale 


N  =  R+2 


—y 


On  peut  la  mettre  sous  une  autre  forme. 

En  effet,  m  désignant  Tordre  d'un  nœud  quelconque,  on  sait  que 

( 1  est  le  nombre  de  chemins  autour  de  ce  nœud,  considéré 

comme  isolé.  On  aura  donc 

par  suite 

Or,  dans  un  Tableau  irréductible,  R  est  une  quantité  constante 
minima  (n°  1).  La  somme  2  est  constante  aussi,  ne  dépendant 
que  des  éléments  fixes  de  la  ramification.  Donc  N  est  une  con- 
stante pour  un  Tableau  irréductible,  par  suite  pour  tout  Tableau, 
c'est-à-dire  pour  un  tracé  quelconque. 

L'équation  précédente  est  susceptible  d'une  autre  interprétation. 

Si,  dans  la  ramification  donnée,  on  supprime  toutes  les  branches 

libres,  on  obtiendra  une  nouvelle  ramification,   dans  laquelle  le 

nouveau  nombre  N  sera  égal  au  nombre  R  de  la  première  ramifl- 

cation.  Ecrivons 

N'— R, 

et  supposons  qu'on  soit  parti  de  la  ramification  IN'.  Si  Ton  admet 
que  N'  est  une  constante,  il  en  résultera  la  même  propriété  pour  R, 
par  suite  pour  N,  nombre  relatif  à  la  ramification  qu'on  obtient  en 
ajoutant  un   nœud   à  chaque   extrémité    libre   de    la   ramification 
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initiale  et  un  nombre  quelconque  de  branches  libres  à  chaque 
nœud.  On  peut  donc  également  démontrer  l'invariabilité  du 
nombre  fondamental  par  induction,  car  la  proposition,  étant  évi- 
dente pour  un  simple  trait,  c'est-à-dire  pour  une  ramification  com- 
posée d'une  seule  branche  sans  nœuds,  se  trouvera  démontrée  pour 
une  deuxième  ramification  ayant  deux  nœuds  et  une  infinité  de 
branches  libres,  puis  pour  une  troisième  ayant  déjà  une  infinité 
de  nœuds,  et  ainsi  de  suite. 

V. 

1.  La  magnitude  d'une  ramification  est,  d'après  M.  Sylvester,  le 
nombre  de  ses  branches.  Ici  il  ne  s'agit,  bien  entendu,  que  de 
branches  de  jonction  entre  deux  nœuds  consécutifs  ou  de  branches 
libres. 

D'après  cette  définition,  la  magnitude  d'une  ramification  qui  ne 
possède  qu'un  nœud  n'est  autre  chose  que  ce  qui  a  été  appelé 
ordre  du  nœud. 

Isolons  par  des  coupures  tous  les  nœuds  d'une  ramiGcation, 
comme  il  a  été  fait  au  §  I  {Remarque  fondamentale).  En  rejoi- 
gnant d'abord  deux  nœuds,  on  obtiendra  une  ramification  par- 
tielle. Soient  Mlj2  sa  magnitude  et  m{,  m2  les  ordres  des  deux 
nœuds  ;  on  aura 

M,, 2_-  //it-h  ms—  i, 

d'où  une  induction  facile  donnera,  pour  la  magnitude  M  d'une  ra- 
mification dont  v  est  le  nombre  des  nœuds, 

M  =  ///  !  h-  ms  h-  . . .  —  (v  —  i  ) 
ou 

M  =  2/ra  —  {y  -  i). 

D'ailleurs,  nous  avons  trouvé  (§1) 

N  =  \(m±±\-{,-.,,; 


s  m 


<lonc 

m  -t    i 


M       \  -  Zm  - 


s< 


_  rw  - 

Séparant 

les  ordres  pairs  et  impairs  comme  au 

S»( 

■•a) 

aurons 

Un=  »S|*-fr-  a£X  +  i 

..-t-i 

,)+■' 

" 

l(s±iy.^t 

|,«r  «lu 

M— H  =*£•#- SI, 

et,  l'omrai 

:  nous  avons  trouvé  (§  II,  n°  2) 

formule  d; 

ins  laquelle/»  désigne  le  nombre  des  no 

,-uds  , 

l'ordre  pair. 

il  vient 

M  =  aN-t-p-i 

pour  la  rel 

alion  qui  existe  entre  la  magnitude  et 

le  nombre  fonda- 

mental. 

Corollaire.  —  Si  y?  =  i,la  magnitude  est  paire 

;  elle 

est  impaire 

i/»=0.  Autrement  dit,  une  ramification  qui  n'a  pas  de  nœud 
d'ordre  pair  a  un  nombre  impair  de  branches.  Ce  dernier  résultat 
est  facile  à  vérifier  directement. 


2.  Autres  expressions  pour  M  et  pour  S.  —  En  reliant  un 
nombre  quelconque  de  nœuds  isolés  pour  former  une  ramification, 
on  perd  deux  extrémités  libres  pour  chaque  nœud,  hormis  le  pre- 
mier et  le  dernier,  qui  n'en  font  perdre  qu'une  chacun.  Donc, 
e  désignant,  comme  au   §  II ,  le  nombre  des  extrémités  libres, 


a(v 


La  comparaison  de  cette  expression  a 
méro  précédent  donne 


la  valeur  de  M  du  i 


d'où  il  résulte  aussi 
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et,  comme  v  =  p  4-  1, 

2  N  =  e  -+-  i, 

i  désignant  le  nombre  des  nœuds  d'ordre  impair. 

3.  Centres  et  axes  de  distance.  —  Les  centres  et  les  axes 
que  possèdent  les  ramifications  ont  été  signalés  pour  la  première 
fois  par  M.  Jordan.  Voici  comment  leur  existence  se  rattache  aux 
considérations  précédentes. 

Parmi  les  chemins,  tels  que  nous  les  avons  définis,  qu'on  peut 
suivre  dans  une  ramification,  il  y  en  a  un  ou  plusieurs  qui  con- 
tiennent un  nombre  maximum  de  nœuds.  Appelons-les  traits 
principaux,  et,  adoptant  un  sens  de  parcours  sur  l'un  d'eux,  numé- 
rotons les  nœuds  1,2,  3, . .  .  ,/i,  comme  ils  se  présentent. Quel  que 
soit  Tordre  du  nœud  1 ,  toutes  ses  branches  moins  une  seront  des 
branches  libres,  car,  si  l'une  d'elles  contenait  un  nœud  autre  que  1, 
en  parcourant  le  trait  principal  en  sens  inverse,  on  en  trouverait 
un  nouveau  contenant  /i-f- 1  nœuds,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Pour  la  même  raison,  les  branches  issues  du  nœud  2  ne  pourront 
avoir  chacune  qu'un  autre  nœud,  et  ainsi  de  suite.  En  renversant 
le  sens  du  parcours,  on  tirera  la  même  conclusion  à  l'égard  des 
nœuds  primitivement  notés  n  et  n  —  1,  etc.  Appelons  puissance 
d'une  branche  indéfinie  estimée  à  partir  d'un  nœud  le  nombre  total 
de  ses  nœuds,  y  compris  celui  d'où  elle  part.  Nous  avons  prouvé 
que  sur  tout  trait  principal  deux  nœuds  à  égale  dislance  des  extrê- 
mes (comme  rang)  ont  des  branches  extérieures  dont  les  puissances 
maxima  sont  égales,  et  égales  au  rang  le  plus  petit  des  deux  nœuds. 
Si  /*  est  impair,  2/?  4-1,  il  y  aura  un  nœud  au  milieu,  de  rang 
/?  4-  1.  Si  n  est  pair,  2/?,  il  y  aura  deux  nœuds  au  milieu;  leurs 
rangs  seront  p  et  p  4-  1  »  et  la  puissance  maxima  de  leurs  branches, 
la  même  pour  les  deux,  sera  p.  On  peut  donc  dire  que,  selon  les 
cas,  tout  trait  principal  contient  un  centre  ou  un  axe  (aussi  appelé 
bicentre  par  M.  Sylvesler).  Maintenant  je  dis  que  ce  centre  ou  cet 
axe  est  le  môme  pour  tous  les  traits  principaux.  En  effet,  suppo- 
sons que  la  ramification  comporte  un  centre  et  qu'il  y  en  ait  deux 
distincts  sur  deux  traits  principaux  différents  ;  on  aura  /i  =  a/?  -4—  1 , 
et  le  rang  de  chacun  des  deux  centres  sera/y  4-  1  sur  le  trait  prin- 
cipal auquel  il  appartient.  Or  il  y  a  nécessairement  une  branche 
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qui  joinl  ces  deux  centres;  maïs  au  moyen  de  celle  branche  on  ob- 
tiendrai t  un  parcours  composé  d'au  moins  a/>  +  anœuds,  ee  qui 
est  impossible.  Le  raisonnement  serait  le  même  dans  le  cas  d'un 
axe.  On  peut  énoncer  ainsi  cette  propriété  : 

Dans  toute  ramification,  les  branches  indéfinies  qui  con- 
tiennent le  maximum  de  nœuds  ont  toutes  une  branche  centrale 
commune  ou  un  nœud  central  commun  selon  que  le  nombre 
maximum  de  nœuds  est  pair  ou  impair» 

Une  ramification  donnée  peut  être  complétée  de  manière  que 
chacune  de  ses  branches  obtienne  sa  puissance  maxiraa.  Elle  est 
alors  parfaitement  symétrique. 

Le  centre  et  Taxe  dont  les  considérations  qui  précèdent  ont  dé- 
fini le  mode  d'existence  sont  appelés  centre  et  axe  de  distance. 
H  y  a  un  autre  centre  et  un  autre  axe,  qu'on  appelle  centre  et  axe 
de  magnitude.  Pour  leur  définition,  voir  Educational  Times. 
question  5208,  par  M.  Sylvester  ;  solution  par  M.  Cayley. 

4.  L'évaluation  de  la  magnitude  se  fait  facilement  au  moyen  du 
tableau  représentatif.  Le  nombre  des  branches  qu'on  rencontre 
dans  chaque  ligne  est  égal  au  nombre  des  intervalles  entre  les 
chiffres  de  cette  ligne  (y  compris  les  deux  x  ),  plus  la  somme  des 
indices,  ces  derniers  n'étant  comptés  qu'une  fois  chacun.  D'après 
cela,  soit  y"  le  nombre  des  chiffres  que  contient  une  ligne,  les  deux 
x  exclus;  le  nombre  des  branches  de  cette  ligne  sera 

i  —  /"-—  somme  des  indires, 
d'où  Ton  conclut,  pour  la  magnitude. 

M-  K  —  2/—  -2 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  cette  formule,  chaque  chiffre 
du  Tableau  est  compté  autant  de  fois  qu'il  s'y  trouve  répété:  l'in- 
dice seulement  uue  fois.  Pour  ce  qui  est  de  -/',  observons  qu'un 
chiffre  n  sera  répété  dans  le  Tableau  chaque  fois  qu'un  des  chemins 
qui  composent  la  somme  H  passera  pur  le  nœud  n.  Mais  le  Tableau 
doit,  au  mo\eii  de  ses  cliemius.  absorber  toutes  les  branche*  dr 
jouction   aboutissant    à    /'.    I Kmc   "    apparaîtra    dans    le    Tableau 
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/  c*    —t~~  i  \ 

(  — 1  fois,  c„  étant,  comme  ci-dessus,  la  connexité  du  nœud  // 

On  a  donc  simplement 

D'autre  part,  c  étant  la  connexité  d'un  nœud,  Se  sera  deux  fois 
le  nombre  des  branches  de  jonction  ;  car,  dans  Se,  chaque  branche 
de  jonction  est  répétée  deux  fois.  Se  est  donc  aussi  deux  fois  le 
nombre  des  intervalles  entre  les  chiffres  du  Tableau  dans  chaque 
ligne;  par  suite 

£c  =  2(Z/-R)> 

Celte  formule  donne  en  quelque  sorte  une  définition  arithmétique 
du  nombre  R  au  moyen  de  nombres  entiers  donnés  el?  e2,  . . .,  <V 
Observons  d'ailleurs  qu'avec  ces  mêmes  nombres  pris  au  hasard 
on  ne  pourra  pas  en  général  former  une  arborescence  ayant 
v  nœuds,  et  dont  les  nombres  donnes  représentent  les  counexités 
respectives.  11  y  a  en  effet  une  relation  entre  v  et  Se.  Un  Tableau 
irréductible  la  met  immédiatement  en  évidence,  car,  en  se  rap- 
pelant que  chaque  ligne,  sauf  la  première,  contient  une  lettre  ré- 
pétée et  une  seule,  toutes  les  autres  étant  des  lettres  nouvelles,  que 
d'ailleurs  chaque  lettre  représente  un  nœud,  on  en  conclura  im- 
médiatement 

v-r.S/-(H-l), 

et  la  comparaison  de  cette  équation  avec  la  dernière  donne 

2V-2C  +  2,       OU       2C:=:2(v  —  l). 

On  voit  que  par  la  considération  du  Tableau  le  champ  des  re- 
cherches s'élargit  de  lui-même;  mais  je  ne  crois  pas  devoir  entrer 
pour  le  moment  dans  de  plus  grands  développements  à  cet  égard. 
Je  me  bornerai  à  remarquer,  eu  terminant,  qu'une  ramification 
fournit  des  solutions  en  nombres  entiers  positifs  du  système  d'é- 


([itatioos  indéterminées 


(s±.)  +  (a±.)  +  ...  +  (s±.)=r, 


dans  lesquelles  les  x  sont  les  inconnues  et  les  seconds  membres 
des  quantités  données,  car  les  formules  précédentes  donneront 


et  le  problème  se  trouve  ramené  à  la  formation,  suivant  les  règles 
données,  d'un  Tableau  irréductible  de  R  lignes  horizontales  et  com- 
posé des  chiffres  i,  a,  3,  ..-,  v,  ce  qui  ne  présente  pas  de  difficulté. 
On  en  pourra  former  plusieurs.  Le  Tableau  une  fois  écrit  ou  la  ra- 
mification tracée,  les  x  se  trouveront  déterminées  simultanément 
par  les  connexités  des  nœuds.  La  considération  du  Tableau  don- 
nera, pour  les  conditions  de  possibilité  du  problème, 

,_1<F<,+Ci±iV 


Sur  une  formule  de  M .  Hermite ;  par  M.  Humbebt. 

(Séance  du  ly  novembre  1880.) 

M.  IlermiU'  a  démontré  que  la  fonction 

satisfait  à  l'équation  de  Lamé  dans  le  cas  de  n  =  i  : 
(.)  /■(*,*)  =  <aA*snV-i-*»-H**sn*a)/(*,fl). 

Il  a  donné  aussi  la  formule 


(3)         hjf(x,a)f(.v,b)da 

Celle  formule  suffit  pour  démon  lier  un  certain  nombre  île  pif 
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priétés  des  fonctions  f(x7a);  comme  application,  on  se  propose 

ici  d'en  tirer  la  relation  (i). 

i-w            •                   iiii.               ••        y     Six -\- a-\- b)to(x) 
Un  partira  pour  cela  de  Ja  décomposition  de  rn rrrz rr 

r  r  r  H(x  -h  a)H(x-)-  b) 

en  éléments  simples. 

On  aura  une  expression  de  la  forme 

S(x-+-a  +  b)S(x)  QH'  H' 

H(x -h  a)H(x-h  b)  H  'Hv 

[3  et  y  sont  de  signes  contraires.  En  effet,  fi  est  le  résidu  relatif  au 

pôle  x  •=  —  a  : 

_        S(b)S(a)      . 
?  ~~H'(o)H(&  —  a)1 

_        S(b)S(a) 
7  —  H'(o)H(a  — £)" 

On  a  donc,  en  désignant  par  C  une  constante, 


i\(x-\-  a)H(x^-  b)  H  '       Hv 


faisant 


x  =  *  A:', 


Donc 

il(.r-hg)H(tr-i-  6) 

L'équation  (s)  s'écrit  alors,  A  étant  une  constante, 
|  A  I  f(xya)/(xy()dx 

K   }     *     ~  *  e*(.r)  Le(^)      H(«) 

H'(;r4-q)lI(.r4-&)— U'(jr+h)ll(x+a)\ 


Or 

,.„  < 

/(■*■«). 

III*  + 

«1  r) 

a)tf   ^Tl'  , 

/,(* 

»H- 

V'1  + 

o)       H(«-t-«)»'<« 

e'(.r) 
e'(o)  H(.r  +  « 

1 

Si 

ron  cal 

nia  la  in 

nctio: 

1 

/:,t.J-,oi/(i 

■  M-/,! 

*,»>/(*.« 

). 

nu   In 

.uv,-  |a 

second  u 

ien,bredc(3). 

Donc 

(4) 

a/'/i 

*,«>/t« 

(.)<£r  =/(.*,« 

:)/(*,(.)- 

/'(x.M/l*.«). 

On  <?n  tin: 

A/(.r, 

»)/(.<■,  41 

=r. 

(.r.  „!/(,, 

.4)-/M*,tl./U.»l. 

d'où 

(5) 

/u, 

a)  — 

A". 

A/lJ-.nl 

/'(.c.H 

A  est  une  fonction  de  a  et  de  b  ;  soil  A'  sa  valeur  pour  /'  = 
On  a,  en  faisant  x  =  b  dans  l'équation  précédente, 


f'(x,a)  —  A.' /(a;, a)  _  dx* 


f(x,a)=/(x,a){2Psa*x-t-k*+A'). 
Pour  calculer  A',  faisons  x  =  o.  On  trouve  aisément 


-  k'  +  A' 


.  H'(«)      e'(o) 


D'(rtl   H'(o>  H"(«> 


H{a)        S(o)         6(a)     H(a)~r"  ««<«)' 
1  tenant  compte  de  ce  que 
d'    \ll(a)  I        H(« 


da>  |  »(«)J 


-fC*1' 


") 


-**). 


il  vient 
—  i  —  Â2-h  A'—  —77-^7-^  —  — -— -'  -+-  --7— -  -h  2Â2sn2a  —  r  —  A-«. 

B(oj  8*(tf)  ©(«) 

Or,  à  l'aide  de  la  relation 


sn2(a  )  =-7^     -—?—-  —  Da  — - — 
1    ;       k*  Le(°)  e(«)J 


on  déduit 

A'  =  -}-  k*  sn2a. 

Donc  l'équalion  différentielle  prend  la  forme 

f\x,a)  =/(^,a)(2Â:îsn2^  — 1  —  A'2 -h  *2sn2a), 

que  lui  a  donnée  M.  R  ermite. 

Inversement,  on  peut  déduire  de  l'équation  la  formule  qui  vient 
d'y  conduire,  en  employant  un  procédé  bien  connu.  On  a 

I  f(x,a)f(x,  &)(2Â:2sn2.r  —  1  —  k*-\-  A'2sn2a)*fcc 

=  ff{x,a)f{x,b)dx 

=  -hf'(x,  a)f(x,  b)  -f(x9  a)f'(xy  b)  -hj*f{x,  b)f(x,a)dx. 
Or 


§ f{x,a)f\x,b)dx 


I  f(xya)/(x,b)(2kisn1x  — - 1 —  k1 -h  À-2sn*6)  dx\ 


par  suite, 


yV(*,«)/to*)(A^ 

ce  qui  est  bien  la  formule  (2)  mise  sous  la  forme  (4)« 


Remarque  sur  le  frottement 
lorsque  tous  deux  tournent 
M.  H.  Léavté. 


Lorsqu'une  corde  enroulée  suif  un  cylindre  fixe  est  sur  le  point 
de  glisser,  la  relation  qui  lie  la  puissance  P  à  la  résistance  Q  est    ' 


;«/», 


A  étant  l'angle  des  deux  tangentes  extrêmes  i  l'arc  embrassa, y  le 
coefficient  de  frottement  au  départ,  e  la  base  des  logarithmes  né- 
périens. 

Cette  formule,  qui  est  rigoureusement  exacte  quelle  que  soit  la 
forme  du  cylindre,  suppose  seulement  que  la  corde  est  enroulée 
suivant  une  section  droite  ;  elle  s'établit  en  écrivant  l'équilibre  de 
toutes  les  forces  appliquées  a  un  élément  de  corde,  c'est-ù-dire  des 
deux  tensions  aux  extrémités,  de  la  résistance  normale  du  cylindre 
et  du  frottement. 

La  condition  d'adhérence  à  laquelle  conduit  cette  formule 


n'est  évidemment  pas  applicable  en  toute  rigueur  au  cas  où  la  corde 
est  enroulée  sur  une  poulie  qu'elle  entraîne,  puisque  dans  ce  cas, 
la  corde  ayant  une  certaine  vitesse,  les  forces  d'inertie  auraient  dû 
intervenir  dans  les  équations  d'équilibre.  Cependant  on  l'admet 
d'une  façon  générale  dans  les  règles  d'établissement  des  transmis- 
sions par  courroies,  par  cordes  ou  par  câbles  métalliques. 

Cette  approximation,  qui  est  suffisante,  en  pratique,  lorsque  la 
transmission  ne  marche  pas  très  vite,  devient  inadmissible  dans  le 
cas,  très  fréquent  aujourd'hui,  des  transmissions  à  grande  vitesse. 
On  arrive  en  elfel  souvent  à  faire  parcourir  au  lien  25™  et  même  3a" 
par  seconde;  les  forces  d'inertie  sont  alors  loin  d'être  négligeables, 
et  le  rapport  des  tensions  peut  être  inférieur  à  e^K  sans  que  l'adhé- 
rence soit  assurée. 
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La  remarque  qui  précède  explique  certains  mécomptes  qui  se 
produisent  lorsqu'on  installe  des  courroies  ou  des  câbles  à  grande 
vitesse;  elle  montre  que,  dans  ces  circonstances,  il  est  indispen- 
sable de  tenir  compte  de  la  force  centrifuge  pour  l'évaluation  de  la 
limile  supérieure  du  rapport  des  tensions.  C'est  là  le  but  que  nous 
nous  proposons  dans  cette  Note. 

Soit  un  élément  AB  d'une  corde  enroulée  suivant  la  section 
droite  d'un  cylindre  circulaire  qui  tourne  autour  de  son  axe  avec 
une  vitesse  angulaire  correspondant  pour  la  corde  à  une  vitesse  li- 
néaire V.  Le  glissement  est  sur  le  point  de  se  produire  de  B  vers  A  ; 
ï  est  la  tension  en  B,  T  +  dT  la  tension  en  A. 

La  force  centrifuge,  qui  est  ici  la  seule  force  d'inertie  à  con- 
sidérer, puisqu'il  y  a  équilibre  relatif  et  que  le  cylindre  est 
animé  d'une  rotation  uniforme,  donne  sur  l'élément  AB  une  résul- 
tante -  \2d<t,p  étant  le  poids  de  la  corde  par  mètre  courant,  g  l'ac- 
célération de  la  pesanteur  et  da.  l'angle  de  contingence. 

Les  deux  équations  d'équilibre  entre  les  tensions  T  et  T  -+-  dT, 
la  résistance  normale  N  du  cylindre,  le  frottement  /N  et  la  force 
centrifuge,  obtenues  en  projetant  toutes  ces  forces  sur  la  direction 
de  N  et  sur  celle  de  /N,  sont  alors,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre, 

dTz=/N. 

On  déduit  de  là,  en  éliminant  N  entre  ces  deux  équations  et  inté- 
grant, 

T,  -  £  V1 

g      -  -a 


-=ze-> 


La  condition  d'adhérence  est  donc 


T,— ^V1 


S 


<< 


*r* 


qui  peut  s  écrire 

Celle  relation  doit  remplacer  celle  que  l'on  udmelliÛL  j 


1t 

nous  d'établir  prouve  que  le  rapport 
petit  que  e?*  sans  que  l'adhérence  soîl 


La  condition  que  nou- 
des  tensions  peut  être  pi 

assurée  et  montre  qu'il  est  d'autant  plus  nécessaire  de  tenir  compte 
delà  vitesse, dans  la  fixation  de  ce  rapport,  que  celte  vitesse  est  plus 
grande  et  que  les  tensions  sont  plus  petites. 

Remarquons  enûti  que,  le  rapport 

l'unité,  il  j  a  pour  chaque  tension  u 
que  l'on  ne  pourra  dépasser  : 

V<i/£ 


devant  être  plus  grand  que 
limite  supérieure  de  vitessi- 


Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  est  applicable  a  toutes  les 
transmissions  par  lien  flexible;  mais,  dans  le  cas  particulier  des 
câbles  télodvnamiques,  la  eoudition  d'adhérence  est  susceptible 
d'une  interprétation  importante  à  indiquer. 

Soit,  en  effet,  un  câble  de  portée  2/.  Le  mouvement  uniforme 
étant  réalisé,  il  y  a  équilibre,  pour  chaque  brin,  entre  la  tension,  le 

poids  ipl  et  la  force  centrifuge  2  -  /—  (p  étant  le  rayon  de  cour- 
bure moyen  de  l'are  d'un  très  petit  nombre  de  degrés  que  forme  le 
brin). 

On  déduit  de  là,  en  projetant  toutes  les  forces  sur  la  verticale, 

,^+,£iÏ!==,t1«... 

»"    p 

tp  étant  l'angle  de  T,  et  de  la  verticale. 
Mais  on  a 

-=¥■  -S- 

eu  désignant  par  /,  la  (lèche  du  brin  considéré. 
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L'équation  précédente  devient  dès  Jors 


on  a,  de  même. 


1  I '  ^r-  , 


T 


.-c\--=e 


ir 


A 

«t,  par  suite,  la  condition  d'adhérence  peut  s'écrirp 

4  <  ^ 

Dans  le  cas  des  câbles,  c'est  donc  le  rapport  des  flèches,  et  non 
le  rapport  des  tensions,  comme  on  l'admet  d'ordinaire,  qui  doit  être 
inférieur  à  e^A  pour  que  le  glissement  ne  puisse  se  produire. 


Sur  certaines  directions  de  tranversales  des  courbes  algé- 
briques, qui  correspondent  aux  directions  des  axes  des  co- 
niques; par  M.  C.  Stkphanos. 

(Séance  du  7  janvier  1881.) 

1.  Considérons  une  courbe  algébrique  plane  du  m1*"1*  degré, 
ayant  pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

/(•T».r)  ~-°- 

Le  produit  des  segments  interceptés  sur  une  transversale  faisant 
avec  Taxe  des  x  un  angle  w,  entre  un  point  M  de  la  transversale 
dont  les  coordonnées  sont  x  et  y  et  les  m  points  où  elle  rencontre 
la  courbe,  est  donné  par  l'expression 

/(^,v) 
F(cos(o,  sinco) 

V(xyy)  étant  le  polynôme  homogène  do  degré  m  en  x,  y  dans 

De  cette  formule  résulte,  comme  on  sait,  le  théorème  de  Newton 
ix.  4 


■or  la  proportionnalité  des  produits  de  serments  qui  correspondent 
4  des  transversales  passant  par  deux  points  du  plan  et  ayant  les 
mêmes  directions,  d'où  l'on  tire  cette  outre  conséquence  que  les 
directions  des  transversales  passant  par  un  point  M  et  auxquelles 
correspond  on  produit  de  segments  minimum  ou  maximum  sont  les 
mêmes  quel  que  soit  le  point  M. 

Steiner  s'est  occupé  de  ces  directions  remarquables  et  en  a 
donné  une  série  de  propriétés  bien  intéressantes,  relatives  surtout 
au  cas  d'une  conique  [Verni  isch  te  Sàtze  undA  u/gaben  {Journal 
de  Crelte,  vol.  LV,  p.  356')].  Dans  la  présente  Note,  dont  nous 
possédons  les  résultats  depuis  longtemps,  nous  allons  ajouter 
quelques  propositions  sur  le  même  sujet.  ■ ,} 

2.  Les  directions  de  transversales  auxquelles  correspond  un  pro- 
duit de  segments  minimum  ou  maximum  sont  données  par  l'équa- 
tion 

&:\    ..-     dv 

b  =  co3û)  ~-,  ' sinu-r =o;. 

•'  0  8IUW    '  (Jcosto 

elles  sont  donc  au  nombre  de  m  et  ne  dépendent  que  des  direc- 
tions des  asymptote»  de  la  courbe/=  o,  données  par  l'équation 

F(cosi»,  sinw)  =o 

et  des  points  cycliques  à  l'infini  (voir  ■a"  8).  Cependant,  dans  le  cas 
où  m  est  pair  (=  an  +  a)  et  où 

F(cos<o,  smtu)  =  e(cos'io-t-  sin'oiV*1, 
l'expression 

dF  .  dF 

dsinm  dcosu 

est  identiquement  nulle,  puisqu'alors  les  produits  de  segments 
correspondant  aux  diverses  transversales  passant  par  un  point  M 
sont  tous  égaux. 

Les  directions  dont  il  s'agit  coïncident,  dans  le  cas  d'une  conique, 
avec  les  directions  de  ses  axes,  et  elles  ont  pour  une  courbe  quel- 
conque, comme  pour  les  coniques,  la  propriété  d'être  perpendicu- 
laires au  diamètre  du  premier  degré  (droite  polaire) 

qui  leur  correspond. 
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Pour  ces  raisons  et  pour  abréger,  nous  désignerons  ces  directions, 
dans  les  énoncés  suivants,  sous  le  nom  de  directions  axiales  de  la 
courbe  /=  o. 

Il  n'y  a  que  les  courbes  de  degré  pair  2/1  +  2  pour  lesquelles 
F(cosco,  sinco)  =  c(cos2  co  -4-  sin2co)"+' ,  c'est-à-dire  ayant  pour 
points  (/?  -f- i)'?1**  les  points  cycliques  à  l'infini,  qui  aient  une  infi- 
nité de  directions  axiales. 

3.  JE  tant  donnés  sur  un  cercle  2  m  points  Vt ,  P2, . . . ,  les  droites 
passant  par  un  point  arbitraire  P  de  ce  cercle  et  ayant  pour 
directions  les  directions  axiales  du  système  des  droites  PP|, 
PP2,. . .  déterminent  sur  le  cercle  un  groupe  de  2  m  points  Qt, 
Q2,. . . ,  qui  ne  dépend  pas  de  la  position  du  point  P  sur  le 
cercle. 

Maintenant,  si  Von  considère  dans  Je  plan  d'une  courbe  /=  o, 
d'ordre  m,  une  série  de  cercles  ayant  le  même  centre  K,  et  que 
sur  chacun  de  ces  cercles  on  détermine  le  groupe  des  im 
points  Qt,  Q2,  . . .  dérivé  du  groupe  des  2 m  points  P|f  P2). . . 
communs  à  ce  cercle  et  à  la  courbe  /=  o  d  après  le  procédé 
indiqué  par  la  proposition  précédente ,  le  lieu  des  points  Q  sera 
la  courbe  (Q)  du  mième  degré  passant  par  le  point  K  et  par 
les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  K  sur  la  courbe  f '  =  o. 

Toutes  les  courbes  (Q)  correspondant  ainsi  aux  divers  points 
K  du  plan  def=  o  ont  des  asymptotes  dont  les  directions  coïn- 
cident avec  les  directions  axiales  de  la  courbe  /=  o. 

4.  Dans  le  cas  d'une  conique,  il  existe  entre  les  deux  directions 
axiales  une  relation  métrique,  puisqu'elles  sont  perpendiculaires 
entre  elles.  H  y  a  donc  lieu  d'examiner,  pour  le  cas  des  courbes 
d'ordre  supérieur,  s'il  existe  toujours  entre  les  directions  axiales  une 
relation. 

Cette  question  revient  à  la  question  analytique  suivante  : 

Quelle  condition  doit  remplir  une  fonction  <p(cos  co,  sinco)  en- 
tière, homogène  et  de  degré  m  en  cosco,  sinco,  pour  qu'elle  coïn- 
cide avec  la  dérivée  dy une  autre  fonctionF (cos to,  sinto)  entière, 
homogène  et  de  degré  m  en  cosco,  sinco? 


La  question  ainsi  posée  n'oil're  pus  de  difficulté;  cependnnl. 
comme  la  réponse  en  est  liien  curieuse,  nous  allons  l'examiner  avec 
quelque  détail.  Le  résultat  qu'on  tirera  de  lu  pour  notre  prubléme 
géométrique  sera  que  : 

Le  système  des  m  directions  uriiiles  rl'une  rnitrbr  f =  Q  n'est 
assujetti  à  remplir  une  refa/ùm  mrtriaite  que  dans  le  cas  où  m 
est  pair. 

5.    Soit  svmlioliqurmenl 

«(costg,  stnw)  ■=.  (rt,Cos.u  -t- «(Siilm)"'. 
En  posant 


=  £[<«■-  *>.)«  +  («,+  <«,)«•]'"■ 

Par  conséquent 

'■»  =S(7)A"''""" =S(T)A'<c°"  -  '»»->"-' 

étant  posé 

A*=  («,-*■,  )*(«,*.  fa,)—». 

Ainsi,  dans  le  cas  de  m  impair  (=  a«  +  i)on  a 


-  :a  - 

tandis  que  dans  le  cas  de  m  pair (=:  a/t  -f-  2)  on  a 


A  = 


« 


a'"©  =  N       ,    ]A*(co3co —  i sinco)"1-2* 


6.  De  celte  manière,  dans  le  cas  où  m  est  impair,  on  aura 


/•  .Y1     W*  / 

f   •  Lu  m  —  a  A-       v  ' 


*=., 


t/   ) .  A„i_a(cosu>  -+-  /siliw)"1   lA-h  const. 

^J  m  —  a  À" 

Le  second  membre  de  cette  égalité,  si  l'on  y  rétablit  l'homogé- 
néité par  rapport  àcosco,  sinco  en  multipliant  les  divers  termes  par 
des  puissances  convenables  de  sin2co  -f-  cos2co,  ne  pourra  représen- 
ter une  fonction  entière  de  cosco,  sinco  que  si  Ton  suppose  la  con- 
stante égale  à  zéro. 

Ainsi  : 

Toute  fonction 

'i  —  (ctl  oosco  -+-  tfjsincoV", 

où  w  —  2  -f  i ,  est  la  dérivée  d'une  seule  fonction  F  entière,  ho- 
mogène et  de  degré  m  en  cosco,  sinco,  donnée  par  la  formule 

.v  (ï) 

*mF— *  >  . _  (0t— iai)*(rt|-+-  £«t  )"«-*(  cosco  —  i  sinco)"1   u(sin*co -f-oos*^)* 


k-o 

m 


.v  (*) 

*    > ,(nl — tat)m~  A\al  \-  uti)*  (rosco  -i   /sinco)'"   2A(sinîco-i-cos!w)*. 


7    dmideroiu  in.iim t  le  cas  où  m  tM  pur.  *  >r»  lalon 

1"  /*»*•  =  i^  jjp^-jj.  Aide»  -  i sin..)-" 

v  (ï) 

-i.;.')a«— c 


On  voil  que  le  second  membre  •!<■  celle  réalité  ne  peul  être  uni' 
fonction  algébrique  de  cosu,  ainw  que  si  la  condition 

r-i  remplie,  el  qoe,  rela  étant  supposé,  toutes  les  fonctions  rorres- 
pondant  au*  diverses  valeurs  de  C  qu'on  obtient  en  rétablissant 
•Uns  le  second  membre  l'humour  néîlé  par  rapport  aux  cosu,  sin«.i 
seront  ratières. 

Il  résulte  de  là  que  : 


Pomr  y nV»e  Jomctiom 

b  —  (•»,««■*  —  ttj  si»».r"  = 


\  I       («tacos***  «■■~*#», 


«•m  m  =  »«  —  a,  MÎr  ttt  i&frôrV  ii*MMf/o*etitm  F  mtièrv,  A 
jfrW  «*t  («V  «•Vy.r*  m  en  co?  t».  sin  *..  il  fait  qme  l'o*  ait 


c~fst-#-é'irr 

in 


«-  jmy^cief e  a«r  ryipport  à 
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infinité  de  fonctions  F  comprises  dans  l'expression 

V     \  k  ) 
imF=i  y  — • 7  (a, —  ial)k\ax  -h  ia,)m-A(cosw  —  * sin<o)m-2*(sinlu>  -f-  cos'co)*" 

V    (*) 

S ~lc^ax — ^s)m"A"(«l4-'<«t)Âr(C05(0-i-t9ill(o)m'",A'(9in2(0-HC051U)) 


»t.»\* 


-h  X(»in,cu  -h  cos^u))^1 

*>£  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  A. 

Ainsi  se  trouve  résolue  la  question  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé de  traiter  (n°4). 

8.  Si,  dans  les  fonctions 

cos*(o  -h  sin*to,     F  =  (tfjcosco  -+-  ^sinco)'", 

dF  dV 

COSCO-^— : sintu— , 

dsinco  acosw 

on  remplace  les  cosco,  sinco  par  des  variables  xt,  x2y  on  obtient 
trois  formes  binaires 

*         9      r>       i  \m  dG  dG 

x\-*~x\i     G  —  (alxl  -+-  atxt)m,     xt-r xt-^ — > 

uXf  uX\ 

dont  la  troisième  coïncide  avec  le  jacobien  des  deux  premières.  En 
transformant  ces  formes  par  une  substitution  linéaire  arbitraire, 
mais  de  déterminant  non  nul,  on  peut  remplacer  x\  +  x\  par  une 
forme  quadratique  quelconque  à  discriminant  D  différent  de  zéro. 
Les  résultats  obtenus  précédemment  (n°9  6,  7)  donnent  alors  les 
propositions  suivantes  : 

Toute  forme  binaire  <?(xt  yx2)de  degré  m  impair  ne  peut  être 
considérée  comme  jacobien  d'une  forme  quadratique  donnée 
(  à  D^o)  et  d'une  autre  forme  du  degré  m  que  d'une  seule  ma- 
nière. 

Pour  qu'une  forme  binaire  z>  =.  (tf,a*,  -+-  a2x2)2m  soit  le  ja- 


eobien  d'une/orme  quadrat,         bitutire 

a  =  «,«J  +.»«,*,.*,-+- o,*;  =  (x,/,  —  .<■,/,  m.c,  i".  - 

(tulle  que  D£o)«t  rf'w/ie  autre  forme  U,  de  degré  im,  il  finit 
que  l'on  ait 

c'est-à-dire  il  faut  que  les  points  y1  et  y*  de  la  forme  a  soient 
harmoniques  de  degré  m  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la forme  tp; 
.  moii  a&rj  la  forme  y  a  la  mime  propriété  par  rapport  A  une 
infinité  déformes  G,  comprises  dans  l'expression 

1)  est  à  remarquer  que  la  forme  »  s'annule  pour  les  points  doubles, 
autres  que  y,  v*,  des  formes  du  faisceau 


S«r  ta  fonction  (x — i)°;  par  M.  Humbeet. 

{Séance  du  4  février  1881.} 


Dans  le  Bulletin  de  ta  Société  mathématique,  M.  Laguerre  a 
démontré  que  les  polynômes  P,  Q,R,  de  degrés^,  q,  r,  qui  rendent 
la  fonction  \>ea*~\-  Qe**  +  R  du  degré  le  plus  élevé  possible  en  x, 
sont  tels  que  les  trois  fonctions  Pe",  Qe*J,  R  sont  solutions  d'une 
équation  différentielle  du  troisième  ordre,  de  la  forme 


*j*  +  {m 


-?).V+  (7 


On  peut  donner  un  théorème  analogue  en  remplaçant  <"*■*,  <***par 
(x  —  i)°,  (x  —  1)*;  la  mélliode  qu'on  va  employer  est  différente 
de  celle  de  M.  Laguerre. 

Cherchons  donc  à  déterminer  les  polynômes  P.  Q,  II,  de  degrés 
p,  q.  r,  de  façon  que  P(x  —  ù"+  Q(x —  i)*4-  R  soit  du  degré  le 
plus  élevé  possible  en  x,  c'esl-à-diredu  degré  p  ■+- 1/  ~  r-*-*.  On 
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u  donc 

Lemme.  —  On  ne  peut  avoir 

P(x— i)rtH-Q(x  — i)*h-R  =  (j?^-"'+3), 

P,  Q,  R  étant  de  degrés />,  </,  r,  sans  que  P  =  o,  Q  =  o,  R  —  o. 

Prenons  en  effet  les  dérivées  d'ordre  r  -+- 1  des  deux  membres 
de  l'équation  précédente;  il  vient 

Pi  et  Qt  étant  de  degrés/?  et  q,  ou 

(x  —  \)a'-b'  P,  -r-  Q,  —  (.r*»+*+*  ). 

Prenons  les  dérivées  d'ordre  q  -H  i  : 

(jf--i)a"--6'P1=(j?^»-1). 

P2  étant  au  plus  de  degré/;,  cette  égalité  est  impossible,  à  moins 
(pie  P.j=  o.  Le  second  membre  est  nul  aussi;  on  en  conclut  aisé- 
ment que  Ton  a 

(1r-i)«"--*"PIH-Ql  =  o, 

et  aussi 

P(.r  —  i)"  -+-  Q(j?  —  i)*t*-  R  =  o. 

La  première  de  ces  équations  exige  que  a"  —  b"  ou  a —  h  soit 
entier,  ou  que  P,  =  o,  Q,  --=.  o. 

Excluons  le  cas  de  a  —  b  entier;  on  voit  que 

P(jr—  i)"4-Q(jj  —  i/'-hR 

doit  être  nul,  en  même  temps  queP(x  —  i)rt=  R,,  Q(#  — i)*=R2, 
R,  et  R2  étant  des  polynômes  de  degré  /•.  Cela  exige  que  a  et  h 
soient  entiers. 

En  excluant  les  cas  de  a,  b,  a  —  b  entiers,  le  lemme  est  donc  dé- 
montré. 

Cela  posé,  je  reprends  l'équation 


Pre 

nous 

es 

dérivées  successives 

(» 

) 

<■* 

- 

,)—I 

C*<- 

■)  +  «P] 

-H...  +  [<'  =  (. r/"^ 

"-')• 

(3) 

| 

(»- 

■) 

-,,,,. 

x-i 

'+«f 

X-,) 

1 

-i-.(«- 

-i>tï+...+W= 

(.r'»<-'| 

j 

(»- 

■) 

-'[P- 

(■-1 

1 

(4) 

| 

-3«P' 

(x-,)-+ 
i-i)(a- 

3«(«-l)P'(*-l) 
-aP]-( hR"= 

xe-ï*^i 

MultipHons(4)  par  x(x  ~  i)2,  (3)  par  (as  —  !)(««  + ?)t  (*} 
par  (yj--4-  3),  (i)par  E!  s, |3,Y,  8,  e  soiild«s  constantes;  ajoutons 
membre  à  membre,  il  vient 


(.r-,)-*[xP'{x -*)'+■..] 


On  peut  disposer  de  a, 
soit  :iu  plus  de  degré  r  - 
On  a  aussi 


3)R'-i-tR=(x''^'+'-)- 
,Y,8,|  de  manière  que  x(j  —  i)*  R'"- 


{x  _  i)«-»4,(^)  +  (^  -  i)*-'x(^ï  +  ?(*)  =  (a*****); 


tp  est  au  plus  de  degré  />  +  ■>/  est  au  plus  de  degré  q  -\- 1 ,  3>  est 
au  plus  de  degré  r —  3. 

La  somme  de  ces  degrés  est  donc  au  plus  p  +  q  +  r  —  3. 

On  ne  peut  donc  avoir,  d'après  le  lemme, 

(*-!)«-'*(*)  +  <*-i)^»x<*)  +  T(i*)  =  (*,H-rH-) 
que  si  t|i  =  o,  y_  =  o,  <y  =  o.  Donc  l'équation 

&{x  —  i)V*+  (*  —  i)(*a? -H  P)y-t-(ïa:  +  S)/+ïiy=o 
a  pour  solutions 

R(.r),     (*-i)»P(*)>     (*-.)*Q(.*). 
La  généralisation  est  évidente. 
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Sur  la  représentation  analytique  des  substitutions; 

par  M.  de  Polignac. 

(Séance  du  18  février  1881.) 

Pour  qu'une  fonction  entière  ù(x)  soit  apte  à  représenter  une 
substitution  [x,  ù(x)]  entre/;  lettres,  elle  doit  satisfaire  à  certaines 
conditions.  Quand  p  est  un  nombre  premier,  M.  Hermite  adonné 
le  critérium  de  ce  caractère.  Il  consiste  en  ce  que  le  coefficient  de 
xP~{  soit  divisible  par/?  dans  les/?  —  2  premières  puissances  de  la 
fonction,  lorsque  les  exposants  y  ont  été  abaissés  au-dessous  dep 
au  moyen  de  la  congruence  a^=  x  (mod./?). 

Inversement,  une  substitution  entre  k  lettres,  étant  donnée  la 
formule  d'interpolation  de  Lagrange,  peut  servir  à  la  représenter 
analytiquement,  ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Jordan  dans  le 
Traité  des  substitutions  (Ghap.  II).  Le  but  de  cette  Note  est  de 
donner  une  forme  générale  pour  toutes  les  fonctions  entières 
jouissant  de  la  propriété  en  question. 

J'observe  d'abord  qu'au  moyen  du  théorème  de  Fermât  on 
pourra,  p  étant  premier,  abaisser  dans  toute  fonction  entière  les 
exposants  de  x  au-dessous  de  p  —  1 . 

Soit  donc 

ty(x)  -=:a0-h  atx  -f-Oj-r*  -+-. .  .■faM^-^ 

Pour  que  cette  fonction  puisse  représenter  une  substitution,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  nombres  ^(o),  ^(1),  . . . ,  •}(/?  —  1)  donnent 
à  l'ordre  près  les  résidus  o,  1,  2,  ...,/>  —  *  suivant  le  module/?. 

Posons 

<K*?)  =  «o  +  ?(4 

on  aura 

?(°)=o. 

rt0  doit  être  supposé  premier  avec  p  ;  il  en  résulte,  pour  les  con- 
ditions du  problème, 

«(O^fn    «(2)sB/-f,     ...,    ?(/>—!)  SES  rp_„ 

les  quantités  /•  ne  différant  que  par  l'ordre  des  nombres 

I     «  3    J  Oj  •        .        I      ,         P      I     • 


-  en  - 

Nous  arrivons  doue,  en 

apparence,  ù 

un  système  de/>  —  i  COti- 

gruences  entre  p  —  a  inec 

nnues  a,,  r/3, 

•  •  r  fp-i  !  mais  ce  syslcnn* 

se  réduit  à  p  —  a  congrue 

iccs  distinctes 

attendu  que  la  somnn?  de 

toutes  les  congruences  est 

nulle  suivant 

le  module  p.  Cela  résulte. 

pour  les  premiers  mctnbr 

es,  de  ce  que 

la  somme  des  puissances 

semblables  des  p  —  i  premiers  nombres 

entiers  est  divisible  par/'. 

jusqu'à  la  puissance  p  — 

a    inclusivement,  et,  pour  les  second» 

membres,  de  la  convention  même  relative  aux  quantités  /*. 

Les  conditions  générale 

s  du  problème 

sont  donc  exprimées  par 

le  système  suivant  de/>  — 

a  congruences : 

«,-t-              rîi  +  . 

..+ 

•V  »  «  ''i       j 

aai+            3!«,  -+- 

. .  ■+-            ip- 

3«,  ■+             &Oft-. 

. .  -+-            3'- 

*£U^  ■  >"-'-/"■ 

W  —  3}«,  +  (/>  —  *)»<*,+ 

..-»-(/»—  «)*- 

«4*-*J 

Le  déterminant  de  ce  s 

vslème  a  une 

«leur  connue.  différente 

de  ïiéro  ;  les  coefficients  a 

,  «,,  ...,aP_ 

seront  donc  exprimables 

i-r  l'onction  des  quantités  / 

, 

Soient  ces  valeurs 

on  aura 

+(*)  -  a»  +  Pi  *  +  P» *'  ■+-  •  ■  ■  ■+■  Pj.-i*'~'- 

Dans  cette  forme  symbolique,  aa  est  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  p.  Les  symboles  p  sont  des  fonctions  entières 
linéaires  des  quantités  /■,,  r3,  . . . ,  '>_i,  dont  les  coeflicients  sont 
numériques  et  dépendent  du  nombre  premier  /'.  Les  quantités  r 
elles-mêmes  sont  des  indéterminées  assujetties  à  la  condition  d'être 
toutes  distinctes  et  différentes  de  zéro  suivant  le  module  p. 

Exemple.  —  Pour  p  =  5,  on  a 

+<*)  =  «  +  (3r,  +  r1+a/w)*+a(r1+/^+(3r1+ «■,+  /*)*■, 

forme  analytique  générale  d'une  substitution  de  cinq  lettres. 

En  y  faisant  a  =  o,  /-,  =  i ,  r3  =  a,  ra  =  3,  on  doit  retomber 
sur  la  substitution  identique  [x,  x]  :  c'est  ce  qu'il  est  facile  de 
vérifier. 
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On  peut  obtenir  les  symboles  p  sous  forme  explicite.  Soient  A  le 

déterminant   du   système  caractéristique   de   congruences,  Mw>|, 

Mff2,  ...  les  déterminants  mineurs  des  éléments  successifs  de  la 
/?i*me  coionne#  On  a 

^an  —  MnA  rt  -h  MWft  rt  -+-.  . .  -+-  MHfhrh  -+- ...  -+-  M-fM^..,. 

Adoptons  les  signes  conventionnels  suivants 

I  .2.3.  .  .À*  =  II (À*), 
U(A)  n(A*4-i)  n(A--+-a)...n(N)=îTï(A-,  N), 

V  (/*,  m)  =' [somme  des  produits  m  à  m  des  nombres  entiers  depuis  i 

jusqu'à  N,  défalcation  faite  de  h,  autrement  dit  des 
nombres  i ,  a,  . . . ,  h  —  i  ,/*-+- 1 ,...,  N, 

et  rappelons  que  Ton  a 


«1 

a\ 

«î 

«5 

•     • 

•       • 

«m-» 

«m-j 

1    «m-! 

«îi-l 

rt 


n-i       >,/!+! 


I 


a 
a 


//l-l  **//!— 1 


rt 

a 

• 

rt 
rt 


î 
/i+i 


rt 


n+j 


n+J 


"Il 


.  .  «  • 


m-% 


rt 


rt 


m-% 
n+t 


a 


a 


m 


m 


m 
m-i 


a 


—  a^a^. .  .am-x 

x(rt2— rtt)j^(  m  — /«), 


expression  dans  laquelle  le  dernier  facteur  désigne  la  somme  des 
produits  m  —  n  km  —  n  des  quantités  at>  rt2,  ....  Les  détermi- 
nants mineurs  M  seront  du  type  de  celui-ci,  présentant  une  lacune 
dans  la  suite  naturelle  des  exposants,  et  Ton  trouvera,  tout  calcul 
fait, 

A=ÏÏÏ(l,/>—  2), 

M    .-/_.v.+â        ïïï(i,A-3) 


n,h 


1     U        ll(/i)ll(/>-2-/i)lVl,/>      3      ^ 


Si  Ton  observe  qu'en  vertu  du  théorème  de  Wilson  on  a 


il  en  résultera 


U(p —  a)  =  i     (mod.  />), 


A  ===111(1,  /?—  3); 


s,..,—., 

"•*•  ^'-"•"nwoo,-,-*)'-'- 

formule  susceptible  d'une  notable  simplification,  ainsi  qu'un  le 
verra  plus  loin. 

Quand  une  substitution  est  donnée,  les  valeurs  particulières  de 
"».  ''n ''a-  -  •  •  s'en  déduisent  immédiatement,  par  suite  la  fonction 
<l(.r)qui  la  représente.  Inversement,  si  la  l'onction  i(-i')  est  donnée, 
le  système  de  con^ruences  ci-dessus  déterminera  les  quantités  *•,. 
rt,  ...,  rp_t  en  fonction  des  coefficients,  et  la  validité  du  carac- 
tère consiste  en  ce  que  les  valeurs  trouvées  soient  toutes  diffé- 
rentes entre  elles  et  différentes  de  zéro. 

L'hypothèse 


correspond  à  une  substitution  ne  déplaçant  pas  les  n  premières 
lettres.  On  peut  donc  appliquer  l'analyse  précédente  aux  substitu- 
tions composées  d'un  nombre  quelconque  de  lettres  non  premier. 
Il  suffira  de  prendre  p  égal  au  nombre  premier  immédiatement 
supérieur  au  nombre  considéré. 

Dansée  mode  de  représentation,  la  somme  de  deux  substitutions 
ne  donne  pas,  en  général,  une  substitution,  mais  toute  substitu- 
tion peut  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de/)  —  a  substitu- 
tions convenablement  choisies. 

En  effet,  soit  une  substitution  donnée 
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Formons  avec/>  —  2  autres  substitutions  la  fonction 

f(x)  =  a0  +  a,  ^(.r)  -+-  a,  ^(x)  +...-f«Mp-,  ty(x), 

qui  peut  s'écrire 

f(x)  =  a  -h  a,  <?!  (#)  4-  a,  <p, (x)  +- . . .  -+-  ap_,  ?,,_,  (j?). 

L'identification  def(x)  avec  W(x)  donnera  d'abord 

4>(/i)  =  a1e(/i)-ha,«.1(/i)-h...4-3tp-s<pp-,(/«)     (mod. />)> 


/l  =  I,    2,     ...,    p  —  2 


> 


système  de  p  —  2  congruences  qui  fera  connaître  af,  a2,  ...,  a^,, 
à  la  seule  condition  que  le  déterminant  formé  avec  les  quantités  <p 
ne  soit  pas  congru  h  p.  Ensuite 

a  =  A, 

congruence  qui  déterminera  a0. 

Si  Ton  se  donne  les  quantités  cp,  les  quantités  $  restant,  au  con- 
traire, indéterminées,  on  aura  l'expression  générale  d'une  substi- 
tution en  fonction  linéaire  dep  —  a  autres. 

Reprenons  la  formule 


U(h)U(p  —  2  —  h) 


Il  est  facile  de  voir  qu'en  vertu  du  théorème  de  Wilson  on  a 
généralement 

ll(h-\-i)n(p  —  2  —  h)  =  (  —  i)h     (mod.  p); 

il  en  résulte 

A„,,,=  (-  i)"  (h  +- 1)  £j  (A,  p  -  2  -  /i). 

i 

On  peut  encore  simplifier  cette  formule. 
En  vertu  de  l'identité 

xp~1—  i  —  (.r  —  i)(.r  —  si). .  \x—  /?  —  i)  -h/?F(x) 


-  Ci 

qui  résulte  <!i>  lliéor 

;roc<. 

e  Fermai,  un  n 

«•>•» 

<mnil.  p), 

excepté  pour  m  =  /> 

—  1. 

,i  le  si  n 

tiole  S  désigne  la  somme 

de* 

pro- 

duils  m  .1  m  des  non 

bres 

entiers 

,a /i  —  t. 

D'ailleurs,  t>n  n  éviilen 

ment 

/■-! 

r    ' 

- 

S<-i 

=s 

(*î*<*—»>S  {•-»>. 

d'où  il  résulte 

*•-' 

/■-' 

S 

""• 

•s<- 

-  il     (mou*,  p). 

et  de  cette  enngruen 

déduit, 

en  faisant  décroilrc  m. 

s 

«0  =  i 

<nod.  p). 

D'antre  part,  la  définition  de  nos  symboles  S  donne  lieu  à  l'iden- 
tité 

S  <->='s<*.->+*'s  <*■"—>' 

on  a  donc  finalement 

Désignons,  pour  abréger,  cette  congmence  par 
U«  =  i      (moil.  p). 


et  changeons-y   m  successivement  en  m  —  i,  m  —  a,   . 
restant  constant.  Nous  aurons  de  nouvelles  congruences 

Uj  =  i,     U,  =  i.     ...,     L'm_,=  i     (moil./i). 
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Multipliant  généralement  U,  par  (- -  i)'A'  et  ajoutant,  il  viendra 

i=rn  —  1  p  —  S  i=/n— t 

V    (-i)'7^U/=C(A,m)-i'(-i)w-1A"»=    V   (— i)'/*< 

i=0  1  1=0 

ou 


1  i  =  0 


Le  second  membre  est  la  différence  des  deux  progressions  géo- 
métriques i  -f-  A2  -f-  A4  -h . . .  et  A  -h  A3  -h  A5  -h  ... ,  qui  est  égale  à 

— '■ -. •  On  a  donc 

i  -t-  A 

Si  -+-  ( —  i)mAm_Hl 
(A,  m)= —j (mod./>), 

î 

et  la  valeur  trouvée  en  dernier  lieu  pour  A,,^  devient,  en  posant 
m  =p  —  2  —  n  et  toutes  réductions  faites, 

A^EsC-iy-A'-i-»     (rood./>), 
formule  qui  peut  aussi  s'écrire 

A„,*=(—  i)«—  ^     (mod./?), 

à  cause  du  théorème  de  Fermât. 

En  résumé,  toute  substitution  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
a  +  <?(#),  le  coefficient  de  xn  dans  <${x)  étant 

h=p  —  i 

I",         x  I   " 


2  [<->■- p 


Voici  quelques  conséquences  immédiates  des  dernières  formules  : 
i°  Le  coefficient  de  rs  dans  chaque  terme  de  <?(&)  est  nul  si  n 

est  pair  et  égal  à  —  2,  ou,  ce  qui  est  la  môme  chose,  kp  —  2,  si  n 

est  impair. 

2°  Le  coefficient  de  xP~2  est  immédiatement  donné.  On  a 

av  l5s-[ar,  +  3r,  +  ...  +  (/>-i)r^f]. 
ix.  5 


3"  Pour  n  =  '-^-!,  on  a 
h  en  conclu  l,  jiniir  le  terme  du  milieu  de  ïi \.r\ 


expression  dans  laquelle  a,,  jts,  ...  seront  les  résidus  quadra- 
tiques si  p  esL  de  la  forme  4  ^  —  '  el  'es  non-résidus  si  p  est  de 
la  forme  4  K  4-1. 

11  existe  une  loi  de  récurrence  entre  les  termes  AB|*  correspon- 
dant à  une  même  valeur  de  n,  qui  réduit  de  moitié  les  calculs  à 
faire. 

On  a,  d'après  la  formule  générale, 

a«,m     =  <-o--(a-t-*)*-"-. 

d'où  il  résulte  immédialemcnl  pour  n  pair 

A,,HtsA,,,.W|, 
pour  n  impair 

*.,»+.*  +  A,,p_(H*,B—  a. 

Si  l'on  observe  que  A,,,,  =  o  quand  n  est  pair,  on  pourra  énon- 
cer ainsi  ces  deux  relations  : 

Pour  n  pair,  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux. 

Pour  n  impair,  abstraction  faite  du  premier  terme  \„t,  qui 
est  toujours  —  2,  la  somme  des  termes  à  égale  distance  des 
extrêmes  est  égale  à  —  2  (suivant  le  module  />}. 

Par  un  calcul  tout  semblable  on  trouvera  pour  le  terme  du  mi- 
lieu, qui  correspond  à  A= > 


-  67  - 


Grâce  à  ces  remarques,  on  trouvera  aisément  :  pour/?  =  y, 


♦  (*)  = 


«4-  ( 5 /"t -h  a r, -t- /-, -h  4 ^* -+-  3rs)  jp 

—  (/-2  -h  3r3  -f-  3r4  4-  /•,)  x1 

—  2  (  rt  -h  r,  -h  r4  )  x*  4-  (  4  /•,  —  r3  —  r4 
4-  (5/'i  H-  4rt4-  3 /'s  4-  2r4-hr,)  .r»; 


4r,)^ 


pour  />  =  1 1 , 


<l(.r)  ■=*  +  (9/^4-4ri4-6r34-7r44-rs4-8r64-2r74-3r84-5r9).r 
-+-  (9rs-+"  7  r3-H  3r4  —  3/-5  —  3r6  4-  3r7  -h  7r8  ■+-  <)r9) x* 
-H(9ri-+-3r,4-r3-h5r4  — 4rl-h2r64-4/,7--3/-8  — ôr,,).^ 
-h(3rs  — 2r3  — 3r4— 4r3  — 4'*6— 3r7— ar84-3r9)jc4 

—  2(r,4-r34-r44-rs4-r9).rl 

—  (4rs-i-3r34-2r4--3/l— 3r64-2r7-f-3r8-f-4r,)^e 

-h  (gr,  -h  2 r, 4-  5r34-  r4 -+-  6rs -+-  3r6  —  3r74-  4^§— - 4M  ^T 

—  (3rs  —  3r8  4- 4n -^  2  r, -h  2  r6 -+- 4r7  —  3r8-h  3r9)  j:8 
(gr,  -f-  8r,  -h  7  r3 4- 6r4 4-  5/j -+-  4r6 4-  3r7  -+-  2 r8  4-  /'9 )  r9 . 


£///•  /«  règle  de  multiplication  des  déterminants  ; 

par  M.  G.  le  Paige. 

(Séance  du  4  février  1881.) 


Soient  les  trois  déterminants 


«n 


«12 

«12 


«i/i 

«2/» 


« 


«1 


tf 


rt2 


a 


nn 


,     B 


C21 

•  •  • 


•  •  • 


bn     bti      .  . .      bxn 

^21        ^22        •  •  •        b%n 

•   ••  •••  •••  ••• 

bnl      "M       •  •  •       bnn 
ctn 

m    ■    • 

Cnn 


OU 


(1) 


«•/A  —  «11  bkx  -H  «/î  bkl  4-  .  .  .  4-  «/„  &*„  =  «/1  bkx  4-  rfj*. 


i  par  A,,,  B, 


Nous  représentons  | 
1rs  déterminants  A  cl  U. 

Cela  posé,  si  nous  multiplions  le  déterminant  C  par  ;\Mi  in 
multipliant  par  A,,  les  éléments  de  lu  première  nuitée,  et  que 
nous  ajoulions  à  celte  première  rangée  les  ri  —  i  dernières,  res- 
pectivement multipliées  par  A5I,  An,  .  ...  AH(,  nous  aurons,  H 
avant  ég«d  aux  relations  (i  )  et  aux  identités 


01H&H  -t-  fl,r  A„  -t-  .  .  .  *  BBrAB,  =  - 

Minant  fpie  r  est  égal  à  i  OU  est  différent  de  i, 

l'u      l'u       ■■■ 


CA,, 


Multiplions  les  deux  membres  de  cette  identité  par  lîu,  et  ajou- 
tons à  lu  première  colonne  du  déterminant  qui  figure  dans  le 
second  membre  les  (n  —  i  )  dernières,  respeeti\ement  multipliées 
piirR,,,!},,,  ....  H,H;  nous  aurons 


Or,  en  retranchant  des  (n  —  i)  dernières  colonnes  de  ce  déter- 
minant la  première,  successivement  multipliée  par  biU  bu,  ..., 
A,,,,  nous  trouvons,  à  cause  de  (i), 


<U     ■■■     rlnn 
I  est  visible  que  D  est  formé  à  l'aide  de  A,,,  11,,,  comme  C  au 


(')  Cette  formule  5e  trouve  également  dans  une  petite  Notice  de  M.  Edouard 
Wcyr  {Sit:b.  der  kon.  bohm.  Gesetlschaft  der  Wiss.  Prague,  .880)  et  dans  notre 
Mémoire  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  formes  algébriques  (.Vrm.  de  ta 
Soc.  royale  des  Sciences  de  Liège,  1880). 
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moyen  de  À  el  B.  En  conséquence,  si  la  règle  de  multiplication  est 
vraie  pour  deux  déterminants  d'ordre  n —  iv  elle  est  vraie  pour 
deux  déterminants  d'ordre  n. 

Puisqu'elle  est  évidente  pour  n  =  2,  elle  est  générale. 


Démonstrations  élémentaires  des  lois  fondamentales  de  proba- 
bilité des  écarts  dans  les  méthodes  expérimentales  ; 

par  M.  E.  Laquièhe. 

(Séance    du   4    février    1881). 

1.  La  connaissance  de  la  loi  de  distribution  des  écarts,  c'est- 
à-dire  de  la  probabilité  des  valeurs  diverses  que  peut  présenter  le 
résultat  d'études  expérimentales,  selon  son  plus  ou  moins  de  di- 
vergence d'avec  le  résultat  normal,  est  de  la  première  importance  au 
point  de  vue  pratique.  Cette  notion,  aussi  peu  répandue  en  dehors 
du  monde  scientifique  qu'elle  mériterait  au  contraire  d'être  uni- 
versellement divulguée,  peut  s'exprimer  en  disant  que,  si  V absolu 
est  la  vérité  théorique,  le  probable  est,  de  son  côté,  la  vérité 
pratique. 

La  détermination  mathématique  des  chances  dans  les  événe- 
ments soumis  aux  lois  dites  du  hasard  résulte  de  l'évaluation  des 
combinaisons  des  causes  fortuites  pouvant  offrir  soit  les  cas  favo- 
rables, soit  les  cas  contraires  à  l'arrivée  de  ces  événements. 

Dans  la  nature  tout  est  soumis  à  des  lois  immuables,  d'après  un 
principe  général  de  continuité,  et  la  connaissance  complète  des 
causes  entraînerait  nécessairement,  par  une  déduction  logique  et 
ne  laissant  prise  à  aucune  incertitude,  la  connaissance  des  événe- 
ments qui  en  dépendent.  Malheureusement,  dans  la  plupart  des 
cas,  les  causes  des  événements  échappent  à  notre  sagacité  et  ne 
se  manifestent  que  par  leurs  effets,  et,  comme  ceux-ci  dépendent, 
en  général,  de  Faction  simultanée  d'une  multiplicité  innombrable 
de  causes  qui  se  combinent  pour  en  amener  la  production,  il  nous 
est  d'ordinaire  impossible  de  démêler  dans  ce  chaos  le  pourquoi 
de  l'événement,  la  cause  primordiale  et  complexe  dont  il  émane. 


Vu  demeurant  de  celle  ignorance  des  causes,  nous  ne  sommes 
cependant  pas  sans  avoir  le  droit  de  préjuger,  dans  une  certaine 
mesure,  de  l'arrivée  de  certains  faits  dont  les  motifs  nous  sont 
soil  inconnus,  soit  imparfaitement  connus.  Guidés  par  l'idée  pre- 
mière et  fondamentale  de  l'invariabilité  de  la  loi,  nous  devons,  à 
l'inverse  du  joueur  pariant  maladroitement  contre  la  série,  croire 
d'autant  plus  a  l'arrivée  future  d'un  événement  que  nous  l'avons 
déjà  vu  plus  fréquemment  se  présenter  dans  des  circonstances  qui 
nous  paraissent  identiques,  car  nous  devons,  logiquement,  d'une 
fréquence  qui  nous  surprend  dés  l'abord,  conclure  à  l'existence 
ffune  cause  a  ni  favorise  sa  venue,  cause  que  nous  n'avons  nul- 
lement besoin  de  connaître  dans  son  essence  pour  affirmer  d'une 
façon  plausible  qu'elle  existe  réellement. 

Les  événements  qui  font  l'objet  d'études  expérimentales  sont, 
en  général,  le  résultat  d'une  cause  principale  qui  les  détermine- 
rait complètement  sans  les  modifications  qu'y  apportent  une  foule 
d'autres  causes  coexistantes  et  perturbatrices  dont  l'effet  est  de 
produire,  en  divers  sens,  des  divergences  entre  les  résultats  obte- 
nus dans  un  certain  nombre  de  répétitions  de  la  même  cause  prin- 
cipale. 

On  nomme  écart  cette  divergence  entre  un  résultat  particulier 
obtenu  et  le  résultat  normal  qu'eût  donné  la  cause  principale  en 
l'absence,  irréalisable  d'ailleurs,  de  toute  cause  perturbatrice.  La 
toi  des  hasards  a  pour  objet  l'élude  de  ces  écarts  ;  elle  détermine 
la  probabilité  qu'un  résultat  cherché  sera  obtenu  «  un  écart  près 
de  limite  fixée-  Nous  allons  montrer  d'une  manière  tout  à  fait 
élémentaire  que,  pour  les  écarts  ordinaires,  cette  loi  des  hasards 
n'est  autre  que  la  courbe  y  =  e~*',  que  Cauchv  avait  nommée 
indice  de  probabilité. 

Recherche  de  la  probabilité  d'un  écart  donné. 

Cherchons  l'expression  numérique  P(o)  de  la  probabilité  qu'un 
événement  particulier  présentera  un  écart  déterminé  de  gran- 
deur S  par  rapport  à  l'événement  régulier  ou  normal,  tel  qu'il  se- 
rait constitué  sans  les  altérations  produites  par  les  causes  variables 
inconnues,  et  sous  la  seule  influence  de  la  cause  principale,  simple 
ou  complexe,  qui  tend  à  le  produire.  Celte  expression,  que  l'on 
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pourrait  appeler  probabilité  théorique,  s'évaluera  par  le  rapport 
du  nombre  des  cas  favorables,  ou  des  combinaisons  des  causes  le 
produisant,  au  nombre  total  des  cas  ou  des  combinaisons  possibles. 
La  probabilité  expérimentale  ou  pratique  résultant  d'une  série 
d'expériences  serait  le  rapport  du  nombre  des  cas  avant  donné  le 
résultat  cherché  au  nombre  total  des  cas  observés.  Cette  dernière 
probabilité  n'est  qu'une  approximation  de  la  vérité,  d'autant  plus 
grande  (sujette  à  une  erreur  d'approximation  d'autant  moindre) 
que  le  nombre  des  expériences  aura  été  plus  considérable. 

La  question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  est  de  déter- 
miner à  la  fois  la  variation  de  la  probabilité  théorique  avec  la 
grandeur  relative  des  écarts,  et  l'approximation  que  l'on  est  en 
droit  d'espérer  dans  la  détermination  pratique  d'un  résultat  moyen, 
en  raison  du  nombre  des  expériences  qui  ont  servi  de  bases  à  la 
mesure  de  ce  résultat.  Nous  obtiendrons  ainsi,  avec  une  facilité 
extrême,  la  démonstration  de  ce  principe  de  Bernoulli,  règle  fon- 
damentale de  toute  méthode  logique  d'expérimentation,  que 
l'erreur  d'approximation  à  craindre  dans  la  mesure  d'une  moyenne 
est  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée  du  nombre  des  expé- 
riences exécutées. 

Soit  donc  P(3)  la  probabilité  que  l'écart  entre  la  valeur  normale 
et  la  valeur  particulière  de  la  quantité  en  question  sera  compris 
entre  les  grandeurs  8  et  3  -}-  A3.  Nous  la  nommerons  probabilité 
de  l9  écart  3,  celui-ci  étant  par  suite  mesuré  avec  une  erreur  d'ap- 
proximation au  maximum  égale  à  A3. 

Pour  une  valeur  donnée  de  o,  il  est  évident,  comme  consé- 
quence de  la  loi  générale  de  continuité  dont  la  formule  de  Taylor 
est  l'expression  analytique,  que  cette  expression  est  de  l'ordre 
de  grandeur  de  la  variation,  ou  erreur  d'approximation  Ao  de  l'é- 
cart, et,  lorsque  celle-ci  est  infiniment  petite,  lui  devient  propor- 
tionnelle. La  probabilité  de  l'écart  3  se  présentera  donc  sous  la  forme 

dans  laquelle  z  sera  une   fonction    indépendante  de  l'accroisse- 
ment rfo. 

Au  point  de  vue  pratique  et  utile,  on  cherche  à  connaître  la  pro- 
babilité que  l'écart  entre  la  valeur  normale  et  la  valeur  particu- 
lière ne  s'élèvera   pas  au   delà   d'une  quantité  déterminée  3,  en 


r 


valeur  absolue,  c'est-à-dire  que  l'écart  sera  compris  entre  -t-  o  et 
—  S.  Celte  probabilité  est  l'intégrale  de  P(  Z  )  prise  entre  les  limites 
-f-  S  el  —  5.  La  valeur  en  est  parfaitement  définie,  puisqu'elle  re- 
présente, dans  l'infinité  îles  grandeurs  possibles  de  la  quantité, 
le  rapport  du  nombre  des  quantités,  dont  l'écart  de  la  valeur  nor- 
male est  égal  ou  inférieur  à  —  S,  à  leur  nombre  total.  LadiflVr.  r>- 
liclle  en  sera  donc  proportionnelle  à  l'ace roissem en t  */Ô,  cl  =  ne 
sera  autre  que  la  dérivée  de  la  probabilité  d'un  écart  =  3. 

S.  Pour  faire  intervenir  l'action  des  causes  perturbatrices  incon- 
nues el  variables,  considérons  l'écart  3  comme  la  résultante  d'un 
certain  nombre  m  d'écarts  élémentaires,  de  grandeur  absolue  i'j 
égale  pour  tous,  mois  de  signes  divers,  modifiant  l'événement  Ivpc 
les  uns  dans  un  sens,  les  autres  ru  sens  contraire  Nous  appelle- 
aajaaji  o*«  rcartt  les  variations  des  causes  d»nt  la  valeur 
normale  rocvislerail  avec  la  valeur  normale  de  la  quuntilé  soumise 
t  l't\|H;mnn'.  Le»  causes  élémentaires  en  jeu  seront  en  nombre 
jw,  dont  m,  sources  de  l'écart  -*■  AS  et  mt  de  l'écart  —  A3.  On  a 
donc,  en  posant  »  =  m,  —  aat, 

*  =.  n  iî. 

La  loi  de  distribution  des  écarts  que  nous  allons  rechercher 
devant  rester  en  dehors  de  toute  hvpolhèse  sur  la  nature  des  phé- 
nomènes soumis  à  l'expérience,  elle  nécessite  une  restriction  des 
plus  importantes  qui,  bien  que  tacitement  admise  sans  nul  doute, 
n'a  jamais  été,  crovons-nous.  formellement  énoncée,  et  c'est  1  cet 
oubli  qu'il  faut  attribuer  les  interminables  et  si  obscures  discus- 
sions engagées  entre  les  partisans  et  les  adversaires  de  la  loi  ma- 
thématique des  hasards.  Cette  restriction  consiste  en  ce  que  les 
écarts  considérés  doivent  toujours  être  assea  faibles  pour  rester 
sensiblement  proportionnels  à  la  variation  de  la  cause  qui  leur 
donne  naissance.  Cette  hvpolhèse.  hase  unique  mais  absolue  du 
calcul  qui  va  suivre,  est  évidemment  réalisée  dans  les  séries  d'ex- 
périences où  Ton  cherche  à  obtenir,  maïs  en  n'v  parvenant  qu'im- 
parfaitement, un  concours  de  circonstances  identiques,  produc- 
trices du  phénomène.  C  est  le  cas  des  expériences  balistiques  el 
de  toutes  les  études  pratiques  avant  p.«u  objet  la  détermination 
d  une  loi  naturelle.  I <a  loi  îles  écarts  et  louies  les  eon-^qu cures  qui 
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en  découlent  seront  ainsi  applicables  en  toute  sécurité  a  ces  phé- 
nomènes ;  mais  les  écarts  anormaux,  qui  ne  se  produisent  que 
dans  les  cas  excessivement  rares  d'une  méprise,  ou  erreur  très 
grossière  commise  dans  la  réalisation  des  causes,  restent  en  dehors 
de  la  théorie. 

Sous  le  bénéfice  de  cette  observation  capitale,  on  verra  que  la 
loi  des  hasards  est  une  vraie  loi  limite,  précise  et  nette,  jouant 
dans  un  ordre  d'idées  différent  un  rôle  semblable  à  celui  que  l'in- 
dicatrice joue  dans  la  théorie  de  la  variation  de  courbure  des 
surfaces. 

Nous  ne  considérerons  d'abord  que  les  écarts  de  nature  absolu- 
ment semblable,  s'ajoutant  ou  se  retranchant  numériquement  de 
façon  que  deux  écarts  égaux  se  doublent  ou  se  détruisent,  suivant 
la  parité  ou  la  disparité  de  leurs  signes.  L'idée  de  continuité, 
autrement  dit  de  liaison  constante  entre  un  effet  et  sa  cause,  loi 
primordiale  et  philosophique  d'une  vérité  absolue,  régissant  à  la 
fois  tous  les  phénomènes  moraux  ou  naturels,  nous  conduit  néces- 
sairement, et  sans  qu'il  y  ait  lieu  à  une  justification  plus  détaillée, 
à  considérer  comme  également  probables  toutes  les  causes  élémen- 
taires capables  des  mêmes  effets,  soit  les  causes  origines  de  tous 
les  écarts  élémentaires  ±  AS. 

Cela  posé,  supposons  les  causes  d'écarts  à  l'étal  de  division 
extrême,  leur  nombre  s'accroissant  d'ailleurs  indéfiniment  en  rai- 
son inverse  de  leur  valeur  élémentaire.  On  sait  que  les  nombres 
mK  et  m,  des  causes  d'écarts  d'égale  probabilité  ±  AS,  soit  ±:  rfS, 
ont  pour  rapport  limite  l'unité,  et  que  le  nombre  n  est  ainsi  infi- 
niment petit  par  rapport  à  nu  Celui-ci  est  donc  infiniment  grand 
par  rapport  à  n,  soit  un  infiniment  grand  du  second  ordre  par  rap- 
port à  do,  et,  comme  il  est  d'ailleurs  indépendant  de  la  valeur  par- 
ticulière et  variable  de  S,  on  peut  écrire 

K  désignant  une  quantité  constante  dont  nous  déterminerons 
ultérieurement  la  valeur. 

Remarquons  dès  à  présent  que,  si  l'on  convient  de  mesurer  les 
écarts  S  à  une  échelle  convenablement  choisie  a,  on  pourra  repré- 
senter l'écart  concret  2  à  l'échelle  a  par  l'écart  abstrait  ou  numé- 


r 


il,  par  conséquent 


Il  sullîra  donc  d'adti|iUT  comme  échelle  (/  des  écarts  la  constante  K 
pbW  simplifier  la  relation  qui  donne  la  valeur  de  lit,  ei  la  t rans for- 
mel- en 


Recherche  de  la  loi  des  écarts. 

3.  Ainsi  qu'il  vient  d'être  expliqué,  l'écart  o  =  n  do  résulte  de 
la  coexistence  de  m  =  -jq  écarts  élémentaires,  dont  m,  égaux.  i> 
4-<tfS  et  m»  égaux  à  — do,  par  hypothèse  tous  de  même  proba- 
bilité. 

La  probabilité  P(à)  =.V  =  -  do  de  l'écart  o  est  donc  le  rapport, 
au  nombre  total  des  cas  possibles,  du  nombre  des  cas  qui  lui 
donnent  naissance,  c'est-à-dire  du  nombre  de  manières  de  choisir 
m,  fois  l'écart  dZ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  m,  fois  l'écart 
—  dà,  dans  m  groupes  de  deux  écarts  contraires  (do  et  — do), 
en  prenant  à  volonté  l'un  des  deux  écarts  dans  chaque  groupe. 
Ce  nombre  est  donc  égal  à  celui  des  combinaisons  de  m  objets  m, 
à  m, ,  soit  mt  à  m7,  et  par  suite  égal  à 


=  C£  =  - 


2.3. ..y 
Son  rapport  au  nombre  total 


>  possibles  donne  la  valeur  de  la  probabilité  P(3) .  d'e 

r=rm=  .  .  ,    „',  .  .    .„  ■ 


is  faisons  croître  m,  d'une  unité,  m*  décroîtra  d'une  unité, 
•  de  m  ne  changeant  pas.  Ainsi  n  augmentera   de   deux 
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unités,  et  o  de  arfo.  On  aura  conséquemment 


m. 


y  +  2  dy  —  P(3  4-  2  cB)  —  P(8)  -^- , 

ou  bien,  en  vertu  de  m  =  /w,  -f-  m2  et  n  =  m%  —  //i2, 

,  m  —  /* 

y  +  2rfV=:y > 

^       ^  m  -+■  n  -h  a 
d'où  enfin 

n  -+- 1 


<*y  =  -y 


m  +  w  +  2 


Remplaçant  /i  et  m  par  leurs  valeurs  -^  et  -^>  et  négligeant  les 
infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  il  vient 

'dy  =  —  y  o  c/o. 

Intégrant  et  prenant  la  constante  sous  la  forme  lognépHrfo, 
nécessaire  pour  conserver  l'expression  de  la  probabilité  sous  la 
forme  convenable,  ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut, 

8* 
log  nép y  =  —  ^j-  -h  log  nép  H  ûfô, 

d'où  l'expression  définitive 

y=z  P(3)  =  IIe   **8rf8, 

représentant  la  probabilité  que  l'écart  sera  compris  entre  les  deux 
valeurs  voisines  8  et  S  -f-  dû. 


4.  Pour  déterminer  l'expression  de  la  constante  H,  qui  dépend 
de  la  nature  des  phénomènes,  il  suffit  de  comparer  la  formule  de 
Lagrange, 

I        e~ut  du  =  v/t:, 

t/_ao 

à  l'identité 


»/_; 


e  ~#di  =  i, 


évidente  puisque  la  somme  des  probabilités  de  tous  les  écarts  pos- 
sibles n'est  autre  que  l'imité,  symbole  de  la  certitude. 


MM  aurons 


- 1  la  (branle  -le  la  probabilité  détiendra 

F\i)  —  -i  *-***. 

\  ■ 

Telle  est  U  fornr  habituelle  donnée  à  U  loi  de»  écarts  dao>  le» 
raleal»  auquel»  donnent  lieu  le»  études  expérimentales.  Le  *eul 
piwetrc  A  qu'elle  contient,  et  qui  est  déterminé  dan»  chaque 
uaUrre  d'expérience*  par  cette  allure  Brœe.  porte  le  non  de  coef- 
ficient 4e  rê-mlaritè. 

Si  fou  prend  I  erpre»»iou  de  h  nrrtafcifil*  ai  faaebM  de  la 


la  probabilité  de  l'écart  t.  à  </x  près,  aura  pour  valeur 
t-Ia  toactioa  de  f  échelle  K.  des  écart?,  ou  aura 


Telle  est  U  [ot  Je  dï>tn bulitm  des  écarts  simples.  On  «oit  que 
Ut  lui  de  dàtribati'ttt  des  écarts  pr-'p-irCt-n/fis  r^ste  in+tt- 
riitbie  quelle  -fie  suit  Ut  n-Uttre  du  phéntjmèft^  :  celte-ci  Eut  ~eu- 
ItiiM  «arier  recueil*  à  laquelle  do  tuent  etrv  mesurés  tesdit* 
-carts  pour  tomber  *ous  lappiic-.iif.Mi  de  Ij  tifuniln . 
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Loi  de  Bernoulli. 


5.  En  désignant  par  m  le  nombre  des  causes  en  jeu,  nous 
avons  posé 

m  dx*  —- 1 , 
soit 

md&=K*=-n- 

2/** 

Or,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  h  est  une  quantité  détermi- 
née par  la  nature  même  des  écarts,  dont  la  distribution  suit  une  loi 
de  répartition  invariable  suivant  leur  grandeur  relative,  c'est- 
à-dire  rapportée  à  l'échelle  convenue  — —  *  mais  dont  la  grandeur 

intrinsèque  dépend  de  leur  nature,  qui  fixe  celle  de  cette  échelle. 
On  voit  donc  que  l'approximation  do  obtenue  est  en  raison  in- 
verse de  la  racine  carrée  de  m,  c7  est-à-dire  du  nombre  des 
causes  mises  enjeu. 

Cette  relation,  à  laquelle  on  serait  tenté  de  n'attacher  aucune 
importance  sous  cette  forme  un  peu  vague,  est  au  contraire  la  plus 
précieuse  règle  que  le  Calcul  des  probabilités  mette  à  la  disposi- 
tion des  expérimentateurs. 

Dans  toute  méthode  rationnelle  d'expérimentation,  on  recherche 
un  résultat  normal  au  moyen  d'une  série  d'expériences  qui  four- 
nissent un  certain  nombre  de  résultats  particuliers  présentant 
entre  eux  des  divergences  plus  ou  moins  considérables.  Ces  résul- 
tats, étant  censés  mériter  le  même  degré  de  confiance,  entrent  au 
même  titre  dans  le  calcul  du  résultat  normal,  et  dès  lors  on  devra 
considérer  celui-ci  comme  n'étant  autre  que  leur  moyenne  arith- 
métique. Cette  conclusion  serait  absolument  rigoureuse  si  le 
nombre  des  résultats  servant  à  établir  le  résultat  moyen  était 
infini,  car  les  écarts  de  chacun  d'eux  d'avec  le  résultat  normal  se 
trouveraient  distribués  suivant  la  loi  de  probabilité,  et  leur  somme 
algébrique  serait  nulle  ( f  ). 


(*  )  Notons,  en  passant,  que  lorsque  les  expériences  doivent,  pour  fies  raisons  ob- 
servées et  discutées  en  dehors  du  calcul  de  la  moyenne,  être  considérées  comme 
méritant  des  degrés  divers  de  contiance,  pour  tenir  compte  do  celui-ci,  on  l'éva- 


Le  nombre  des  expériences  étant  nécessairement  limité,  on  n'ob- 
tiendra pas,  pur  la  uum-nne  dis  résultats  particuliers,  rigoureuse- 
mont  le  résultat  normal,  mais  seulement  une  approximation  de 
celui-ci,  approximation  évidemment  d'autant  plus  grande  que  le 
nombre  des  expériences,  s'élcvant  davantage,  devra  inspirer  une 
confiance  plus  complète. 

Ce  degré  de  conlïance  trouve  sa  mesure  dans  la  relation 

m  m  m  K', 

et,  nous  le  répétons,  c'est,  au  point  de  vue  de  la  conduite  des 
expériences,  la  règle  la  plus  utile  fournie  par  la  théorie  aux  prati- 
ciens. 

A  quoi  revient,  en  effet,  la  division  indéfiniment  poussée  de 
l'écart  en  écart  élémentaire?  A  un  premier  point  de  vue,  elle  rap- 
proche de  plus  en  plus  les  conditions  du  problème  des  conditions 
idéales  qui  ne  sont  autres  que  celles  mêmes  des  faits  naturels,  dont 
les  lois  continues  n'admettent  point  de  variations  brusques,  mais 
de  simples  modifications  insensiblement  variables  des  causes.  Et 
c'est  là  ce  qui  nous  autorise,  à  ('encontre  de  beaucoup  de  per- 
sonnes n'a  van  l  sans  doute  qu'insuffisamment  mûri  celte  sorte 
d'études  au  point  de  vue  philosophique,  à  considérer  le  Calcul 
des  probabilités  comme  l'expression  la  plus  complète  de  la  vérité 
dans  l'ordre  des  faits  naturels. 

Au  second  point  de  vue,  la  division  de  l'écart,  ou  multiplication 
du  nombre  d'écarts 'élémentaires  dont  il  est  la  résultante,  revient  à 
une  multiplication  du  nombre  des  cas  possibles.  Dans  cet  ordre 
d'idées,  le  nombre  m  des  causes  élémentaires  d'écart  mises  en  jeu 
aura  pour  facteur  le  nombre  des  expériences ,  le  fait  du  remplace- 
ment d'une  expérience  par/>  autres  revenant  au  remplacement  des 
causes  qui  en  déterminent  le  résultat  par  la  movenne  de  p  causes 
identiques,  ou  la  somme  de  p  causes  capables  individuellement 


I  uera,  sous  le  nom  de  poids  du  résultai  part  initier,  en  considérant  chaque  résolut 
comme  représentant  un  groupe  de  résultais  en  nombre  proportionnel  an  poids  do 
résultai.  C'est  le  suffrage  à  ileui  degrés  perfectionné,  iliaque  électeur  du  deuxième 
degré  disposant  d'un  nombre  de  voil  égal  à  celui  de  ses  commettants,  système  qui 
ne  manquerait  pas  de  logique,  et  qui  ■<  élé  mi'  en  avant  par  un  économiste  anglais 
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d'un  écart  élémentaire/;  fois  moindre.  On  peut  donc  considérer  m 
comme  représentant  proportionnellement  le  nombre  des  expé- 
riences sur  lesquelles  est  basée  la  détermination  du  résultat  nor- 
mal ;  la  relation 

soit 

i         i 


dï~ 


/iy/2   \f 


m 


exprime  donc  que  Terreur  d'approximation  des  écarts  comptés  à 
partir  du  résultat  normal  est  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée 
du  nombre  des  expériences  sur  lesquelles  est  basée  la  détermina- 
tion du  résultat  moyen,  considéré  comme  résultat  normal. 

Ainsi  les  écarts  que  Ton  a  la  même  probabilité  de  ne  pas  dé- 
passer dans  la  détermination  du  point  moyen  (ou  résultat  nor- 
mal) sont  proportionnels  à 

i  K 


//  y/âm       y/m 

c'est-à-dire  en  raison  de  V échelle  môme  des  écarts,  dépendant  de 
la  nature  du  phénomène,  et  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée 
du  nombre  des  expériences  qui  ont  servi  à  V } établir. 

6.  L'importance  de  ce  résultat  nous  engagç  à  insister  sur  sa  dé- 
monstration, que  rendra  plus  claire  l'examen  des  résultats  d'une 
série  d'expériences. 

Considérons  une  quantité  quelconque  dont  on  ait  relevé  un 
nombre  considérable  de  valeurs.  Si  ce  nombre  en  était  infini,  la 
distribution  des  écarts  des  valeurs  diverses  d'avec  la  valeur  nor- 
male, ou  moyenne,  eût  été  faite  exactement  d'après  la  loi  de  pro- 
babilité ;  avec  un  nombre  simplement  très  grand,  cette  distribution 
s'approchera  seulement  de  cet  idéal  et  l'on  obtiendra  une  approxi- 
mation de  la  loi  de  probabilité  de  la  manière  suivante. 

Représentons  individuellement  chaque  écart  par  un  poids  fixe 
que  nous  placerons  sur  une  droite  fixe,  axe  des  écarts,  à  une  dis- 
tance de  l'origine,  représentative  de  la  valeur  normale,  égale  à 
l'écart  mesuré   à   une  échelle,  d'ailleurs  quelconque,   en   rapport 


avec  la  nature  des  (ails  soumis  à  l'expérience.  Soient  pic  poids  lixe 
d'un  écart  individuel  cl  N  le  nombre  des  écarts,  soit  des  expé- 
riences; N/i  sera  le  poids  total  donl  est  chargé  Taxe  des  écarts.  Il 
est  visible  que,  si  une  portion  de  cet  axe  se  trouve  ainsi  chargée 
d'un  poids  P,  la  probabilité  que,  dans  une  expérience  faisant  ou 
non  parlie  de  la  série,  mais  exécutée  dans  les  mêmes  conditions, 
l'écart  sera  compris  entre  les  deux  limites  mesurées  par  les  dis- 
tances de  l'origine  aux  deux  extrémités  de  cette  portion  de  l'axe 

P 

sera  égale  au  rapport  ^r—  des  poids  de  la  portion  désignée  et  de  la 

tolalilé  de  l'axe. 

Supposons  construite  la  courbe  indice  de  probabilité,  et  dési- 
gnons par  S  la  surface  totale  comprise  entre  la  courue  et  son 
asymptote,  axe  des  écarts,  et  par  s  la  surface  comprise  entre  la 
courbe,  l'axe  des  écarts  et  les  deux  ordonnées  correspondant  aux 
écarts  3  et  2'.  Soit  de  plus  Ao  le  côté  tlu  carré  donl  la  surface  A5* 
est  contenue  N  fois  dans  S  —  H.  Ao3.  À  partir  de  l'asymptote  el  de 
sa  perpendiculaire  par  l'origine,  construisons  un  réseau  de  paral- 
lèles aux  deux  droites  à  l'équidistancc  AS;  elles  formeront  un  qua- 
drillage donl  les  éléments  superficiels  auront  ASa  pour  surface.  Il 
est  visible  que  le  nombre  des  carreaux  compris  entre  deux  ordon- 
nées et  la  courbe  est  le  même  que  celui  des  poids  p  placés  sur  l'axe 
des  écarts  et  que  par  conséquent  il  y  a  une  distance  inférieure  à  AS 
entre  les  deux  extrémités  de  la  portion  de  l'axe  chargée  d'un  poids 
l1  —.  np  et  les  pieds  des  ordonnées  du  quadrillage  détachant  une 
surface s  =  rt.Aoa,  L'écart,  ayant  une  probabilité  déterminée,  est 
donc,  à  l'aide  des  poids  ou  des  expériences,  déterminé  à  une  ap- 
proximation AS  =  V/ v  près,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  que  cette  démonstration  est  indépendante  de  l'expression 
même  de  la  loi  de  probabilité. 

Approximation  probable  d'un  résultat  moyen  obtenu. 

7.  Lorsqu'on  a  cherché  une  grandeur  par  une  série  d'expé- 
riences, on  a  déterminé  \&  moyenne  algébrique  des  valeurs  parti- 
culières qu'elle  prend  dans  chacune  des  expériences  particulières  ; 
cette  moyenne  X  est  admise  comme  représentant  la  valeur  vraie. 
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En  outre,  la  comparaison  des  résultats  individuels  avec  le  résultat 
moyen,  toujours  admis  comme  rigoureusement  exact,  fait  connaître 
le  module  h  dont  dépend  la  régularité  du  phénomène,  et  qui  permet 
de  calculer  les  probabilités  de  tel  ou  tel  écart  à  craindre. 

Mais,  le  nombre  des  cas  expérimentés  étant  nécessairement  res- 
treint, le  résultat  moyen  obtenu  s'écartera  toujours  plus  ou  moins 
du  résultat  type,  de  la  valeur  vraie  qui  se  représenterait  invaria- 
blement à  tous  les  coups,  s'il  était  possible  de  faire  disparaître 
toute  cause  de  divergence  entre  les  différents  cas.  La  vérité  ab- 
solue nous  échappe  fatalement,  et,  selon  l'expression  on  ne  peut 
plus  juste  de  M.  Jouffret,  alors  même  que  le  hasard  nous  fourni- 
rait une  valeur  de  cetle  nature,  nous  n'en  pourrions  rien  savoir. 
La  valeur  moyenne  obtenue  ne  doit  donc  être  considérée  que 
comme  la  plus  probable  des  valeurs  que  l'on  pourrait  assigner  à 
la  grandeur  cherchée. 

Toutefois,  au  prix  d'une  somme  suffisante  de  travail  expérimen- 
tal, il  est  toujours  possible,  sinon  de  parvenir  à  la  vérité  absolue, 
du  moins,  en  multipliant  convenablement  les  expériences,  d'en 
approcher  aussi  près  que  Ton  voudra.  Cette  puissance  indéfinie  de 
la  répétition  des  épreuves  au  point  de  vue  de  la  rigueur  du  ré- 
sultat moyen  a  été  mise  en  évidence  pour  la  première  fois  par 
Bernoulli,  qui  a  énoncé  la  loi  suivante,  fixant  la  mesure  de  l'erreur 
à  craindre  sur  le  résultat  moyen  en  raison  du  nombre  et  de  la  na- 
ture des  expériences. 

Théoiiême.  —  Soient  X  la  valeur  moyenne  d'une  quantité  et  n 
le  nombre  des  valeurs  individuelles  x  relevées  dans  les  expé- 
riences; si  l'on  désigne  par  t  un  nombre  quelconque,  il  y  a  une 
probabilité  égale  à  0(f)  que  la  valeur  vraie  cherchée  est  com- 
prise entre  les  deux  limites 

t  _ .  t 

et     \  -+- 


h  \/7i  h  \Jli 

c'est-à-dire  que   l'écart   entre   la   valeur   vraie    et   la  valeur 

t 

probabilité, 

0(O  =  f        —e-'dt, 
•  —  /     V  ~ 

IX. 


moyenne  ne  dépasse  pas  - — —  >  le  symbole  h(t)  représentant  la 


La  démonstration  dp  ce  principe  découle  imniéduilement  de  ce 
que  nous  avons  dit  plus  liant.  L'écart  io  du  point  moyen,  c'est-à- 
dire  l'approximation  avec  laquelle  ni  expériences  le  déterminent, 

est  proportionnel  à  — ss  ■  Or,  si  l'on  se  harne  à  une  expérience,  fai- 

sanl  fftsKl,  il  est  évident  que  les  deux  écarts,  celui  du  point  moyen 
par  rapport  au  point  particulier  qui  seul  le  détermine,  el  celui  de 
ce  dernier  par  rapport  nu  point  moyen,  sont  égaux  et  de  signes  con- 


ei  de  plus,  élanl  | 


i'l  relatifs  l'un  de  l'autre,  ils 


ont  même  probabilité  pour  une  même  valeur  déterminée.  Dons  ce 
cas  le  module  de  convergence  du  point  moyen  est  donc  le  même 
que  celui  du  point  particulier,  et  Ton  a   la   probabilité   B(£)  que 

l'écart  sur  le  point  moyen  ne  dépassera  — .  comme  l'on  aurait  cette 

probabilité  que  l'écart  d'un  point  particulier  par  rapport  au  point 
moyen  restera  inférieur  ou  au  plus  égal  à  cette  quantité. 

Si  Ton    base    la  recherche  du  point  moyen  sur  n  expériences, 
l'écart  que  l'on  a  la  probabilité  &(/)  de  ne  pas  dépasser  sera  avec 


le  précédent  d 


s  le 


râla 


ks/n 


Détermination  du  coeflicient  de  régularité. 

8.  Pour  comparer  les  écarts  de  deux  séries  d'expériences  prove- 
nant d'étal  de  choses  constant  dans  une  même  série,  mais  différent 
d'une  série  à  l'autre,  soient  h,  et  h3  les  deux  coefficients  de  régu- 
larité correspondants;  les  écarts  5,  el  Sj  de  l'une  et  l'autre  série, 
accouplés  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

A,S,=  A|3„ 

auront  même  probabilité    de  ne  pas  être  dépassés  dans  l'un   et 
l'autre  cas. 

Le  coefficient  de  régularité  est  donc  en  rapport  inverse  de  l'é- 
chelle des  écarts,  c'est-à-dire  des  écarts  qui  ont  la  même  probabi- 
lité de  ne  pas  être  dépassés. 
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La  détermination  de  cecoef(icient,égalementconnu  sous  les  noms 
de  module  de  convergence,  mesure  de  la  précision,  s'obtient  au 
moyen  des  relations  ci-dessous. 

i°  Ecart  moyen.  —  Soit  n  le  nombre  des  écarts  compris 
entre  S  et  o  -+-  rfô,  N  étant  le  nombre  total  des  écarts  (ou  nombre 
des  expériences);  on  aura 

^  =  P(3)=4r«-Ai|irf8. 

L'écart  moyen  jjlou  moyenne  arithmétique  des  valeurs  absolues  ±0 
de  tous  les  écarts  s'évalue  facilement  : 


!i=3f 


— —  e~h'^dl  — 

y  1:  h  \/tz 


a"  Ecart  moyen  quadratique.  —  Cette  quantité,  l'unité  à  la- 
quelle il  est  le  plus  commode  pour  les  calculs  de  rapporter  les 
écarts,  est  l'écart  fictif  dont  le  carré  est  la  moyenne  arithmétique 
des  carrés  de  tous  les  écarts.  En  le  désignant  par  £,  on  aura 

L'écart  moyen  quadratique  n'est  donc  autre  que  l'échelle  des 
écarts  que  nous  avons  été  amené  à  employer  dans  le  calcul  de  la 
probabilité. 

Les  relations  entre  les  divers  modules, 


23* 


»x 


V'K        h  fi 

S(±o)  1  /a 


N  h\fk 


I  l'A 


permettent  de  les  déterminer  pratiquement  d'une  manière  approxi- 
mative, en  traitant  le  nombre  limité  N  d'expériences  faites  comme 
si  ce  nombre  était  infini. 

9.  Nous  n'ajouterons  qu'un  mot  sur  les  écarts  simultanés  dus  à 
des  causes  différentes  et  indépendantes  les  unes  des  autres. 


Dans  le  cas  de  Jeux,  chaque  écart  porliciilitT  cmBbJwM  est  a 
résultante  des  deux  écarts  jiurtii-ulirt-s  correspondants  dus  ;'■  cha- 
cune des  muscs  résultantes  des  groupes  de  causes  élémentaires  de 
même  nature.  En  conséquence,  toit  -1  l'écart  résultant  "les  écarts  o 
et  S',  dus  aux  deux  causes  distinctes  dont  les  natures  particulières 
peuvent  d'ailleurs  élre  soit  similaires,  soit  différentes  ;  sa  probabi- 
lilé  sera 


AA' 


14t.tR, 


en  désignant  par  h  et  A'  les  coefficients  de  régularité  relatifs  aux 
deux  écarts  composants. 

Deux  cas  principaux  sont  à  considérer  : 

1  •  Les  écarts  o  et  3'  sont  de  même  nature  et  susceptibles  de  s'a- 
jouter. L'écart  A  est  alors  leur  somme  algébrique  et  sa  probabililé 
deviendra  la  somme  de  toutes  les  probabilités  élémentaires,  telles 
que  la  précédente,  pour  lesquelles  on  aura 


I 


cette  probabililé  n'est  autre  que 

—  e~n'L  d\. 

Ce  résultat  généralisé  montre  que  :  lorsqu'un  écart  est  la  résul- 
tante de  plusieurs  écarts  de  même  nature  dus  à  des  causes  indé- 
pendantes, la  loi  de  probabilité  de  l'écart  résultant  est  la  même  que 
s'il  était  dû  à  une  seule  nature  de  cause,  mais  le  carré  de  l'écart 
moyen  quadratique  est  la  somme  des  carrés  des  écarts  moyens  qua- 
dratiques composants. 

2°  Les  écarts  de  nature  analogue  ne  sont  pas  superposables, 
mais  assimilables  à  des  écarts  simultanés  dans  deux  directions  dif- 
férentes, tels  que  les  écarts  en  portée  et  en  direction  d'une  arme  à 
feu.  Dans  ce  cas,  posons 

A' 3* -t- /!"«"-).*. 
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On  voit  que  les  courbes  d'égale  probabilité  sont  des  ellipses  con- 
centriques, ayant  pour  demi-diamètres  conjugues  dans  les  direc- 
tions des  écarts 

X  X 

—     et     —  • 
k  h' 

On  voit  immédiatement  aussi  que  les  surfaces  totales  des  ellipses 
d'égale  probabilité  ont  plus  de  chance  de  renfermer  l'extrémité  de 
l'écart  que  toute  surface  autre  d'aire  équivalente. 

10.  Terminons  par  quelques  observations  ayant  pour  objet  de 
lever  une  difficulté  apparente  à  laquelle  nous  n'aurions  peut-être 
jamais  songé  sans  les  critiques  insuffisamment  mûries  à  notre  avis, 
dont  les  courbes  d'égale  probabilité  dans  le  tir  sur  écran  plan  ont 
été  l'objet  il  y  a  quelques  années. 

Si  l'on  examine  un  Tableau  de  probabilité  dressé  suivant  les  va- 
leurs de  Q(f),  on  est  immédiatement  frappé  de  l'absence  de  limite 
à  la  grandeur  des  écarts  auxquels  est  sujet  le  phénomène.  Or  il  est 
évident  que  l'écart  de  la  quantité  en  jeu  par  rapport  à  sa  valeur 
normale  ne  saurait  être  infini. 

Nous  expliquerons  tout  à  l'heure  la  cause  de  cette  absurdité  ap- 
parente des  résultats  déduits  de  la  courbe  de  probabilité.  Disons 
tout  d'abord  que  la  loi  de  probabilité  ne  réglant,  ainsi  que  nous 
l'avons  observé  dans  le  principe,  que  la  fréquence  des  écarts  peu 
considérables,  nous  pourrions  dès  à  présent  laisser  passer  cette 
anomalie  sans  y  prêter  attention. 

Dans  le  numéro  d'avril  1877  ^e  ta-ftewe  d'Artillerie,  cette  ab- 
sence de  limite  imposée  aux  écarts  par  la  loi  de  probabilité  a  servi 
d'arme  à  M.  Bréger  pour  combattre  les  ellipses  isoprobables  qui 
ne  sauraient,  suivant  lui,  jouir  de  cette  propriété,  la  courbe  de  pro- 
babilité zéro  devant  être  le  rectangle  formé  par  les  écarts  maxima 
en  portée  d'une  part,  en  direction  de  l'autre.  Sans  réfuter  les  er- 
reurs d'un  tel  raisonnement,  ni  nous  retrancher  derrière  ce  fait 
que  la  loi  n'est  plus  applicable  aux  écarts  considérables,  nous  fe- 
rons simplement  observer  que,  bien  que  les  écarts  ne  puissent 
s'étendre  à  l'infini,  la  limite  absolue  dans  laquelle  ils  restent  cir- 
conscrits pour  un  sujet  déterminé  nous  échappe  totalement,  aussi 
bien  comme  conception  que  comme  réalité  ;  il  ne  saurait,  à  pro- 
prement parler,  y  avoir  de  courbe  de  probabilité  nulle  :  et,  s'il  y  avait 


mi  lieu  géométrique  de  probabilité  nulle,  il  ci'iiipiciidruil,  au  delà 
de  celle  lisière  fictive,  tout  l'espace  extérieur  correspondant  à  <!<•> 
écarts  supérieurs  à  l'écarl  limité  cl  ne  pouvant,  a  fnrîi<ni,  si'  pré- 
senter. En  réalilé,  h  limite  des  écarts  nous  échappe  finalement,  cl 
il  ne  nous  est  point  loisible  de  raisonner  sur  elle  comme  sur  une 
quantité  déterminée.  Les  seules  quantités  de  celte  nature  dont  non» 
pouvons  avoir  connaissance  sont  les  écarls  qui  se  présenteront 
une  fois  sur  dix,  une  fois  sur  cent,  une  lois  sur  mille,  cl  pour  ceux- 
là,  môme  ceux  qui  sont  fort  rares,  les  Tableaux  de  probabilité  m 
assignent  toujours  un  écart  non  seulement  fini,  mais  assez  restreint 
et  par  conséquent,  malgré  la  restriction  originelle,  la  loi  des  écarls 
leur  est  applicable. 

L'absence  de  limite  assignée  aux  écarts  par  lu  loi  de  probabilité 
a  d'ailleurs  son  origine  clans  la  métliode  de  calcul  emplovée  punr 
exprimer  approximativement  en  rhij/'rcs  les  résultats  de  la  théo- 
rie, méthode  basée  sur  la  proportionnalité  des  effels  aux  causes,  qui 
en  restreint  l'application  aux  écarls  modérés,  l'approximation  de 
la  probabilité  des  autres  restant  tout  à  fait  illusoire. 

truelle  ipie  soil  l'hypothèse  imaginée  pour  déterminer  par  le 
calcul  la  loi  de»  hasards,  elle  reviendra  fatalement  à  considérer  un 
écarl  donné  comme  la  résultante  des  écarts  simultanés  dus  à  toutes 
les  causes  accessoires  influant  sur  le  phénomène.  Prises  à  part, 
ces  causes  sont  en  général  innombrables,  mats  en  nombre  fini 
pourtant.  Les  écarts,  dont  chacun  pris  individuellement  résulte  de 
la  simultanéité  des  valeurs  particulières  correspondantes  de  toutes 
ces  causes,  seront  en  nombre  égal  à  celui  des  combinaisons  de 
toutes  ces  causes  en  systèmes  correspondants,  par  suite  en  nombre 
fini,  quoique  incomparablement  supérieur  au  précédent.  Par  con- 
séquent, les  écarts  résultants  de  même  probabilité,  c'est-à-dire  ceux 
qui  se  reproduisent  le  même  nombre  de  fois  dans  la  totalité  des  cas 
qui  peuvent  se  présenter,  formeront,  par  leurs  extrémités  sui  l'écran, 
une  série  de  points  régulièrement  distribues,  d'autant  plus  serrés 
que  les  causes  seront  plus  nombreuses,  ou  plus  divisées  si  l'on  con- 
sidère chacune  d'elles  comme  la  résultante  de  causes  semblables. 
La  courbe  de  probabilité  égale  est  l'image  limite,  ou  abstraction, 
de  la  courbe  ponctuée,  représentation  exacte  de  la  ligure  formée 
parles  points  représentant  les  écarts  en  nombre  fini,  bien  qu'inas- 
signablc. 


z 

i»t. 
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Le  mode  de  calcul  employé  se  trouve  ainsi  complètement  jus- 
tifié sans  qu'il  y  ait  lieu  de  se  préoccuper  de  cet  écart  démesuré 
qui  s'introduit  furtivement  (d'ailleurs  comme  application  de  la  for- 
mule à  un  cas  exclu  a  priori),  mais  auquel  le  calcul  lui-même, 
sans  que  la  limite  du  possible  puisse  être  pour  cela  nettement  ré- 
vélée, assigne  une  improbabilité  assez  voisine  de  l'impossibilité 
pour  qu'il  n'y  ait  pas  lieu  d'en  tenir  compte.  On  est  en  droit  d'en 
considérer  Y  aléa  apparent  comme  erreur  d'approximation  dans  le 
calcul  des  chances,  et  la  source  s'en  trouve  dans  cette  division  à 
l'infini  des  causes  physiques  en  un  groupe  de  causes  théoriques,  se 
combinant  entre  elles  pour  multiplier  de  même  les  écarts  élémen- 
taires dont  se  compose  un  écart  réel,  ce  qui,  d'après  la  rapidité 
d'accroissement  du  nombre  des  combinaisons  avec  le  nombre  des 
éléments  combinés,  rend  démesurément  plus  considérable,  à  chaque 
division  nouvelle  des  causes,  l'improbabilité  de  l'écart  résultant  de 
la  combinaison  dans  le  même  sens  de  tous  les  écarts  élémentaires, 
tandis  que  les  écarts  naturels  conservent  arithmétiquement  la  même 
probabilité  avec  une  approximation  d'autant  plus  grande  et  plus 
véritablement  figurée  par  la  loi  des  hasards. 

Cette  loi,  il  ne  faut  jamais  le  perdre  de  vue,  exprime  unique- 
ment une  sorte  de  pour  cent,  la  probabilité  qu'un  écart  ne  s'éloi- 
gnera pas  d'une  quantité  assignée  de  plus  qu'une  différence  Ao 
également  donnée.  Nous  terminerons  par  une  représentation  dia- 
grammique  de  cette  loi  qui  nous  paraît  la  mieux  imagée  :  tracer 
des  cercles  concentriques  d'égale  probabilité  (projections  sur  un 
plan  convenable  des  ellipses  isoprobables)  distants  d'entre  eux 
d'une  longueur  égale  à  Terreur  d'approximation  assignée  comme  li- 
mite à  la  mesure  des  écarts;  puis,  si  l'on  désire  les  probabilités  à  - 

près,  chercher  la  probabilité   -  d'atteindre  chaque   zone;    placer 

y  )  points,  c'est-à-dire  le 

plus  grand  entier  contenu  dans  - >  en  les  distribuant  régulièrement. 

Le  nombre  des  zones  sur  lesquelles  se  distribueront  les  points 
figuratifs  des  probabilités  se  limitera  ainsi  de  lui-même  et  donnera 
de  lui-même  la  grandeurdes  écarts  de  probabilité  assignable.  Cette 
probabilité  sera  exprimée  en  /^,tf,,,•,,  par  le  nombre  de  points  figu- 


ratifs  avant  ['faut  en  qnestii.iicl  les  résiliais  spéculatifs  renli'.mnl 
hiimlinTinnilIllT  dans  ta  conditions  pratiques. 

Les  courbes  isoprohablcs  sont  DMD  des  ellipses:  mais  la  titrer  lion 
de  leurs  axes,  loin  d'être  arbitraire,  ainsi  que  leurs  adversaires  sem- 
blent le  supposer  pour  les  combattre,  est  déterminée  de  la  manière 
la  plus  précise. 

Dons  le  cas  du  tir  des  armes  à  l'eu,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
recourir  à  une  démonstration  par  le  calcul,  peut-être  fort  difficile 
à  imaginer,  celle  vérité  nie  (tarait  mise  hors  de  conteste  par  la 
simple  réflexion  suivante  ; 

La  tn/ji'ctoirc  iftroriqur,  on  lieu  du  point  d'impact  moyen,  esl 
une  courbe  gauche  autour  de  laquelle  tout  se  passe  dans  ses  plans 
normaux  dans  les  conditions  de  la  plus  parfaite  symétrie.  En  con- 
séquence, la  gtrbe,  ou  fuitoeott  dut  trajectoires  individuelles,  » 

pour  surface  diamétrale  principale  la  surface  gauche  enveloppe 
des  plans  oscillateurs  de  la  trajectoire  théorique,  soit  la  dévclop- 
pable  de  ses  normales  principales.  Sur  une  section  plane  de  In 
gerbe  normale  à  la  trajectoire,  les  axes  de  symétrie  des  courbes 
d'égale  probabilité  seront  évidemment  la  normale  principale  et  la 
perpendiculaire  au  plan  de  courbure,  four  toutes  les  sections 
obliques,  ce  seront  des  courbes  fort  rapprochées  des  projections  de 
ces  lignes.  Ces  axes  sont  d'ailleurs,  en  pratique,  représentés  avec 
une  approximation  très  suffisante  par  l'horizontale  et  la  trace  sur 
l'écran  du  plan  vertical  passant  par  la  tangente  à  la  trajectoire  à 
laquelle  l'écran  cible  est  posé  normalement. 
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EXTRAITS   DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  5  NOVEMBRE  1880. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   JORDAN. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  transformation  par  directions  réci- 
proques. 

M.  Halphen  :  Sur  la  recherche  d'une  courbe  de  troisième 
classe  tangente  en  neuf  points  à  une  courbe  du  troisième  degré 
donnée. 

M.  Stephanos  :  Sur  les  formes  admettant  un  covariant  donné. 


SÉANCE  DU  10  NOVEMBRE  1880. 

PRÉSIDENCE  DE  H.   JORDAN. 

Election  :  M.  Jean  Guccia,  présenté  dans  la  dernîère  séance  par 
MM.  Jordan  et  Stephanos,  est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Humbert  :  Sur  une  formule  de  M.  Hermite. 
M.  Jordan  :  Sur  la  transformation  des  formes  en  elles-mêmes 
par  une  substitution  infinitésimale. 


SÉANCE  DU  3  DÉCEMBRE  1880. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    JORDAN. 

VI.  Gomo  Tcixcira  adresse   un   Mémoire   Sur  la  théorie  des 
imaginaires  é 


Communications  : 

M.  Slcplianos  :  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  ayant 
une  facobienne  donnée. 

M.  Léaulé  ;  Sur  le  frottement  d'une  corde  enroulée  sur  un 
cylindre  quand  tons  deux  tournent  avec  une  grande  vitesse. 

M.  Jordan  :  Sur  le  théorème  d'Abel  relatif  à  la  convergence 
des  séries. 


SÉANCE  DU  20  DÉCEMBRE  188(1. 


M.  (tarai,  membre  de  l'Institut,  professeur  (11-  Mécanique  à 
l'Éeole  Polytechnique,  membre  du  Conseil  de  la  Société  mathé- 
matique de  France,  adresse  sa  démission  de  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Weill  :  Sur  les  polygones  de  Poncelet. 


M.  Slepha 


;  Sur  les  formes  binaires. 


SÉANCE  DU  7  JANVIER  1881. 


Communications  : 

M.  Weill  :  Sur  quelques  cas  de  décomposition  des  lieux  géo- 
métriques. 

M.  Slephanos  :  Sur  certaines  directions  de  transversales  des 
tourbes  algébriques,  qui  correspondent  aux  directions  des  axes 
des  coniques. 

M.  Hiimbcrl  :  Sur  le  théorème  de  Lebesgue  concernant  les 
zones  d'ellipsoïde  à  différence  plan! fiable,  et  sur  d'autres  pro- 
positions analogues  obtenues  au  moyen  du  théorème  d'Aliel. 
étendu  aux  intégrales  multiples. 
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SÉANCE  DU  21  JANVIER  1881. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   JORDAN. 

A  l'occasion  du  renouvellement  du  Bureau,  M.  le  Président,  se 
faisant  l'interprète  de  la  Société,  exprime  les  vifs  regrets  que  lui 
inspire  la  perte  récente  de  M.  Chasles,  qui,  après  avoir  été  l'un  de 
ses  fondateurs  et  son  premier  Président,  était  resté  son  Président 
d'honneur.  La  Société  s'associe,  à  l'unanimité  des  Membres  pré- 
sents, aux  regrets  exprimés  par  son  Président. 

Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés  comme  l'indique  l'état 
qui  est  au  commencement  du  Volume. 

M.  de  Polignac,  au  nom  de  la  Commission  des  Comptes,  donne 
lecture  du  Rapport  sur  la  gestion  du  Trésorier.  Les  conclusions  du 
rapporteur,  proposant  l'approbation  des  comptes  et  des  remercî- 
ments  au  Trésorier,  sont  votées  à  l'unanimité. 

La  Société  approuve  l'ouverture  d'un  crédit  de  3oofr  pour  l'en- 
voi d'une  circulaire  destinée  à  la  faire  connaître  et  à  provoquer 
de  nouvelles  adhésions. 

Elections  :  M.  Vanecek,  professeur  au  Lycée  de  Jicin  (Bohême), 
et  M.  Crétin,  professeur  au  Lycée  Saint-Louis,  présentés  dans  la 
dernière  séance,  l'un  par  MM.  Collignon  et  Stephanos,  l'autre  par 
MM.  Halphen  et  Laguerre,  sont  élus  Membres  de  la  Société. 


SÉANCE  DU  4  FÉVRIER  1881. 

PRÉSIDENCE   DE   il.    LAUUEMIE. 

.     Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  séparation  des  racines  des  équations 
dont  le  premier  membre  satisfait  à  une  équation  linéaire  du 
second  ordre. 

M.  Humbcrt  :  Sur  la  fonction  (x  —  i)a. 

M.  Stephanos  :  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  fie  M.  La- 
guerre sur  la  (lénmétrie  de  direction. 


-•  «  - 

M.  de  Marsi%  adresse  une  Noie  S»  la  théorie  des  para/Mes. 

M.  te  l'aige  adresse  une  Noie  5«r  /e  théorème  de  multiplira- 
lùm  des  déterminants. 

M.  Laquiére  adresse  un  Mémoire  intitulé  Démonstrations 
élémentaires  dfs  fois  fondamentales  de  probabilité  des  écart* 
dans  les  méthode»  expérimentales. 

M.  Picquct  est  désigné  connue  délégué  de  la  Société  au  Congrès 
de   l'Association    française    pour   l'avancement    des    Sciences,    à 

Uger. 


Communications  .- 

M.  Jordn  :  Sur  la  convergence  d'une  classe  de  série*  mul- 
tiples. 

M.  Sleplianos:  Sur  ttS  mouvements  oscillateurs  du  mouvement 
ri' u  ne  figure  plane  invariable  dans  son  plan . 

M.  de  Polignac  :  Sur  la  représentation  analytique  des  sub- 
stitutions. 

M.  Weill  :  Sur  les  polygones  de  Ponce let. 


SÊANCF.  DU  4  MAUS  1881. 


Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  représentation  des  déplacements  d'un 
plan  sur  lui-même  par  des  points  de  /'espace. 

Election  :  M.  Chemin,  ingénieur  des  Ponls  et  Chaussées,  pré- 
senté à  la  dernière  séance  par  MM.  Lagucrre  cl  Fourct,  est  élu 
Membre  de  la  Société. 


-  93  - 


SÉANCE  DU   18  MARS  1881. 

PRÉS  DENCK  DE  M.    DE  POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  la  représentation  d'un  nombre  ou  d'une 
forme  quadratique  binaire  par  des  formes  quadratiques  d'ordre 
quelconque. 

M.  Weill  :  Sur  un  mode  de  génération  des  courbes  du  qua- 
trième degré  à  deux  points  doubles. 


SÉANCE  DU  1er  AVUIL  1881. 

PRÉSIDENCE  DK  M.  DE  P0L1GNAC. 

Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  le  réseau  des  quadriques  conjuguées  à 
un  tétraèdre. 

M.  Halphen  :  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles 
linéaires  n' avant  pas  plus  de  trois  points  singuliers. 


■* 


SÉANCE  DU  45  AVRIL  1881. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   LAGUERRE. 

Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  quelques  propriétés  des  formes  binaires. 

M.  Rodct  :  Sur  les  Tables  à  calcul  des  Romains  et  des  Grecs. 

Élection  :  M.  Perott,  présenté  à  la  dernière  séance  par  MM.  La- 
guerre  et  Fouret,  est  élu  Membre  de  la  Société;  sur  sa  demande, 
il  est  inscrit  comme  Sociétaire  perpétuel. 


SLAM'.E   OU   «  MAI    l«S! 


l'BFsmESŒ  r 


Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  tin  switt'ntc  d'équations  différentielles. 
M.  UÉMBM  :  Sut  le  théorème  4e  BtuÊan  et  In  méthode  d'ap- 
prosùaation  de  Newton. 


SÉANCE  DU  20  MAI   1881. 

PRÉSIDENCE  DE  II.  DK  POLKKUC 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  une  application  de  lu  théorie  tirs  invariants 
différentiel-:  d'après  M.  Zeuthen. 

M,  Halphen  :  Sur  un  système  d'équations  différentielles. 

M.  Stephanos  :  Sur  la  relation  qui  existe  entre  la  théorie  des 
directions  de  3f.  Laguerre  et  la  Géométrie  des  sphères  de 
.if.  Lie. 

La  Société  royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig,  et  la  Société 
mathématique  d'Odessa  (Russie)  demandent  à  échanger  leurs 
publications  contre  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France. 

M.  F.  Briot,  capitaine  d'infanterie  de  la  marine,  adresse  un  Mé- 
moire intitulé  Théorie  des  équations  algébriques  et  essai  sur 
les  équations  transcendantes. 


OUVRAGES  ET  MEMOIRES  REÇUS  DEPUIS  LE  îî  .NOVEMBRE  1880. 


M.  Léop.  Hugo  :  Traduction  allemande  de  V.tperen  historiqu. 
v  Chasles. 
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MM.  le  Paige  et  F.  Folie  :  Mémoire  sur  les  courbes  du  troi- 
sième ordre  (lrc  Partie).  Bruxelles,  Hayez,  1880. 

M.  Zeuthen  :  Construction  du  huitième  point  commun  aux 
surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  sept  points  donnés. 

M.  Stephanos  :  Sur  quelques  surfaces  du  second  degré  dont 
les  deux  systèmes  de  droites  appartiennent  à  des  complexes  li- 
néaires. 

M.  J.  Guccia  :  Sur  une  classe  de  surfaces  représentables  sur 
un  plan. 

Académie  royale  de  Belgique  (Classe  des  Sciences)  :  Jugement 
du  Concours  annuel  de  1880. 

M.  Laisant  :  Introduction  à  la  méthode  des  q  noter  nions.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1881. 

M.  d'Ovidio  :  Note  sur  les  formes  binaires  du  cinquième 
ordre.  Note  sur  quelques  hyperboloïdes. 

Clebsch  (traduction  par  M.  Benoist)  :  Leçons  sur  la  Géométrie 
(deuxième  Volume).  Paris,  Gauthier-Villars,  1881. 

M.  Gomes  Teixeira  :  Journal  des  Sciences  mathématiques  et 
astronomiques  (Coïnibre,  vol.  I  et  II,  1878  et  1879). 

M.  Stephanos  :  Sur  la  théorie  des  connexes  conjugués. 

M.  Catalan  :  Note  sur  les  fonctions  Xw  de  Legendre.  Note  su?9 
la  quadrature  des  courbes  paraboliques.  Mémoire  sur  une  suite 
de  polynômes  entiers  et  sur  quelques  intégrales  définies. 

Extraits  de  trois  Lettres  adressées  par  M.  E.  Catalan  à  D.-B. 
Boncompagni. 

M.  Rodet  :  Note  sur  la  véritable  signification  de  la  notation 
numérique  inventée  par  Aryabhata. 

Note  sur  les  notations  numériques  et  algébriques  antérieure- 
ment au  xvic  siècle. 

M.  Gentv  :  Applications  mécaniques  du  Calcul  des  quater- 
nions. 


Problème  eoftetrna/il  toi  etatrbe»  planes  du  troisième  degré; 
par  M.  Hali'Iie*. 

(Séance  du  5  uoïenibre  .880.) 
1 .   Le  problème  que  je  me  propose  de  traiter  csL  le  suivant  : 

jLlnnt  donnée  une  courbe  pleine  du  tmisième  dc«rv.  trouver 
une  courbe  de  lu  troisième  dusse  qui  mut  tangente  à  la  proposée 
en  neuf  points. 

D'après  une  élégante  proposition  due  à  M.  Cremona  ('),  la  lien- 
sienne  et  la  caylcyenne  d'un  même  réseau  de.  coniques  sont  tan- 
gentes entre  elles  en  neuf  points.  Ces  courbes  sont  respectivement 
du  troisième  degré  ci  de  la  troisième  classe.  De  plus,  toute  courbe 
du  troisième  degré  est,  de  trois  manières  différentes,  la  hessienne 
d'un  réseau  de  coniques.  Il  lui  correspond  donc  trois  cavlevennes, 
qui,  toutes  trois,  donnent  des  solutions  du  problème  que  je  viens 
d'énoncer.  Ainsi  trois  solutions  sont  déjà  connues.  Il  s'agil  de 
reconnaître  s'il  en  existe  d'autres,  si  même  le  problème  est  déter- 
miné :  dans  un  cas  particulier,  en  effet,  comme  je  vais  le  montrer 
pour  commencer,  il  existe  une  infinité  de  solutions. 

Le  résultat  auquel  je  parviens  est  celui-ci  : 

i°  Si  la  cubique  donnée  est  èqttianharmonique,  le  problème 
admet  une  infinité  de  solutions.  Les  courbes  de  troisième  classe 
touchant  ta  cubique  en  neuf  points  forment  un  système  dont 
ne  font  pas  partie  les  trois  cayleyennes.  Ces  dernières  donnent, 
en  outre,  trois  solutions  isolées. 

a"  Si  la  cubique  n'est  pas  équianharmonique,  il  n'y  a  pas 
d'autre  solution  que,  les  trois  caylcyennes. 

J'entre  maintenant  en  matière,  et  j'avertis  le  lecteur  que  j'emploie 
les  caractères  italiques  pour  les  coordonnées  des  points,  les  carac- 
tères grecs  pour  les  coordonnées  des  droites.  Ainsi  .r„  x*,  x3  sont 
les  coordonnées  homogènes  du />o/«/  a-,  et  S,,  £ÏT  Ç,  les  coordonnées 
liomogènes  de  la  droite  £. 


tel  tma  teoi-ia  geometric/r  dette  e 
vslèmvs  /itinclue/sef  tmigeiitieh  île 
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2.  Soient  les  deux  courbes 

(i)  x\  4-  x\  4-  x\  =  o, 

i  l  i 

(q)  X,a^  +  \tx\  4-  X,a?f  =  o. 

Je  me  propose  de  déterminer  les  constantes  \  de  telle  sorte  que 
ces  courbes  se  touchent.  Je  fais,  pour  un  instant,  xz  =y2.  Le  pro- 
blème est  alors  le  même  que  celui  d'établir  le  contact  entre  une 
conique  et  une  droite  ;  les  deux  équations  se  changent  effectivement 
en  celles-ci  : 

La  condition  de  contact  est 

(3)  XJ  4-  X»  4-  X*  —  o. 

Soit  supposée  remplie  cette  condition.  La  conique  et  la  droite  se 
touchent  en  un  point/.  Mais  les  équations 

/y.3     •      VJ     •  •      /y»  3     •      v2     •  •      /yy  S     •      «,1 

'*  I  •  J\  •  •  **  2  •  J%  •  •  a  3  •  J  3 

font  correspondre  au  point  j'  /leii/*  points  x.  Donc,  sous  la  con- 
dition (3),  les  courbes  (i)  et  (2)  se  touchent  en  neuf  points.  Or 
la  courbe  (1)  est  une  cubique  équianharmonique,  la  courbe  (2)  est 
une  courbe  de  troisième  classe,  également  équianharmonique; 
ainsi  toute  cubique  équianharmonique  est  l'enveloppe  d'un 
système  de  courbes  de  troisième  classe,  dont  chacune  la  touche 
en  neuf  points. 

Cette  propriété  n'appartient  pas  aux  autres  cubiques;  pour  le 
faire  voir,  je  vais  d'abord  démontrer  un  lemme. 

3.  Lemme.  —  i°  Par  les  neuf  points  de  rebroussement  d'une 
courbe  de  troisième  classe  (a.)  passe  une  et  une  seule  courbe  du 
troisième  degré  (a). 

20  Si  l'on  donne  («),  la  courbe  (a)  de  troisième  classe  assu- 
jettie à  avoir  ses  neuf  points  de  rebroussement  sur  (a)  est  déter- 
minée de  trois  manières.  Il  y  a  exception  dans  le  seul  cas  où  (a) 
se  compose  de  trois  droites  :  s'il  en  est  ainsi,  il  y  a  une  infinité 
de  courbes  (a)  et  elles  sont  équian  harmoniques. 

ix.  7 


Désignons  par  W  une  racine  cubique  de  l'unité.  Les  coordonnées 
ponctuelles  des  neuf  points  de  rebroussemenl  s'obtiennent  de  la 
sorle  :  pour  l'un  d'eux  on  a 


Soit  la  courbe  I 


représentée  par  l'équation  lan^entiL'Ili' 


et  l'on  obtient  tous  les  autres  en  permutant  les  indices  i,  a,  3  et 
en  changeant  la  racine  cubique  <■>.  Par  ces  neuf  points  nous  devons 
mener  une  courbe  du  troisième  degré.  Je  partage  les  termes  de 
I ' équation  de  cette  courbe  en  trois  groupes  P„,  P,,  Ps,  comme  il 

suit  : 

P0  =  a,xj-+-  fl,.r}+  <tt.r\  ■+■  <àn.i\.rt.r-t, 

Pt  =<•/[. 7,.TJ  -t-rfj^O-J-l-l/iJjJ-J. 

en  Sorte  que 


p. 


Pi 


p. 


est  une  équation  générale  du  troisième  degré.  La  propriété  qui  dis- 
tingue les  trois  groupes  P»,  P,,  Pa  consiste  en  ce  que,  si  l'on  rem- 
place x{ ,  xi  par  mx,  et  ra,x3,  chacun  de  ces  groupes  se  reproduit 
multiplié  par  une  puissance  de  <■>  dont  l'exposant  coïncide  avec 
l'indice  de  ce  groupe.  Considérons  donc  successivement  les  trois 
points  (i,  i, —  ara),  (m,  ta*,  —  a«),(iuï,  w, —  ara),  où  to  est  mainte- 
nant imaginaire.  Étant  mises  dans  P0,  P, ,  P3  les  coordonnées  du 
premier  point,  nous  avons  les  trois  équations 

P.+      P|+      l'i=  o, 

P.  +  nP.+n'l'.-o, 
P.+  ^+ul'.^o, 


p»- 


P,  =  o,     P.— o. 


Les  équations  relatives  aux  autres  points  s'obtiennent  par  la  per- 
mutation des  indices  dans  ces  dernières  équations.  De  là  résulte 
cette  conséquence  :  P,  et  P2  sont  identiquement  nuls,  et  P0  a  la 
forn 


P« 


:l(j 


h  a*  )  -t-  (  i 
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Le  seul  cas  d'exception  où  P<  et  P2  ne  sont  pas  identiquement  nuls 
a  lieu  sous  la  condition  8a3  +  i  =  o,  qui  caractérise  la  réduction 
de  la  courbe  (4)  à  trois  points.  Ce  cas  écarté,  nous  trouvons  pour 
unique  solution  la  cubique 

(5)  x\-\-x\-\- x\  -\-6axxxtx*=zo, 

dont  le  paramètre  a  est  donné  par  la  formule 


(6)  a  = 


j  —  4*' 


Ceci  démontre  la  première  partie  du  lemme.  La  seconde  partie  s'en 
déduit  aisément.  Effectivement  les  courbes  (4)  et  (5)  étant  simul- 
tanément réduites  aux  équations  canoniques,  on  voit  que,  si  Ton 
donne  l'équation  (5)  pour  la  courbe  (a),  on  en  conclura  l'équation 
(4)  pour  la  courbe  (a),  et  le  paramètre  a,  susceptible  de  trois  déter- 
minations, sera  fourni  par  la  relation  (6). 

Il  y  a  toutefois  exception  pour  le  cas  où  l'équation  (5)  se  réduit 
à  son  dernier  terme,  xKx2Xz=o.  Ce  cas  provient  de  l'hypothèse 
a=  o.  S'il  en  est  ainsi,  la  courbe  (a)  a  une  infinité  de  détermi- 
nations, dont  la  forme  est 

et  dans  laquelle  les  coefficients  jjl  sont  entièrement  arbitraires.  On 
sait  en  effet  que,  pour  une  courbe  de  troisième  classe  équianhar- 
mon iq ne,  les  points  de  rebroussement  sont  distribués  sur  trois 
droites. 

C'est  aussi  le  même  cas  d'exception  qui  s'offre  si  l'on  suppose 
que  l'équation  (5),  bien  que  complète,  représente  trois  droites, 
c'est-à-dire  si  l'on  suppose  8«3-h  i  =  o.  Il  est  bien  vrai  que  l'équa- 
tion simultanée  des  trois  droites,  mise  sous  la  forme  (5),  conduit 
de  trois  manières  seulement  à  l'équation  (4).  Mais  l'équation  des 
trois  droites  peut  être  mise  d'une  infinité  de  manières  sous  la 
forme  (5).  Les  conclusions  sont  donc  ici  les  mêmes  que  dans  le  cas 
précédent;  la  seconde  partie  du  lemme  est  pleinement  justifiée. 

4.  Au  moyen  de  ce  lemme,  je  peux  maintenant  prouver  que  la 
cubique  éqitianharmoniquc  est  la  seule  cubique  qui  soit  tan- 


•>cntf.  fit  neuf  points  à  chacune  îles  Courbet  de  troisième  classe 
faisant  partie  d'un  système. 

Soit  (b)  une  cubique  donnée,  que  je  suppose  être  l'enveloppe  de 
courbes  (a)  de  troisième  classe,  touchant  chacune  [b)  en  neuf 
points.  Envisageons  une  de  ces  courbes  (a)  et  les  neuf  tangentes 
qu'elle  a  en  commun  avec  (b).  Ces  tangentes  lui  sont  aussi  com- 
munes avec  la  courbe  du  système  qui  diffère  infiniment  peu  de  (a). 
Elles  sont  donc  les  pivots  d'un  faisceau  tangcntiel  de  courbes  Je 
troisième  classe  *+  u.a'=  o.  La  cubique  (b)  est  tangente  aux  neuf 
pivots  de  ce  faisceau.  Son  équation  la rigenliellc  est  du  sixième  degré. 
Celle  équation  langentielle  a  donc  pour  premier  membre  une  forme 
quadratique  homogène  de  a  et  a'.  En  désignant  par  fi,  fi',  JS*  trois 
combinaisons  linéaires  convenables  de  a,  a',  je  peux  écrire  l'équa- 
tion tangenlielle  de  (b)  sous  la  forme 

J'en  conclus  que  la  cubique  (b)  est  l'enveloppe  des  courbes  du 
système  défini  par  l'équation 

(7)  >'p-*-a^'-t-f»"  =  o. 

Ces  courbes,  dont  l'une  est  (a),  sont  de  troisième  classe,  et 
touchent  chacune  (ô)  en  neuf  points.  Le  système  (7)  constitue  soit 
la  totalité,  soit  une  partie  du  système  supposé.  C'est  sur  ce  système 
{7)  que  je  vais  maintenant  raisonner.  D'après  la  forme  de  son  équa- 
tion, ce  système  a  une  caractéristique  égale  à  2  :  c'est  la  caracté- 
ristique v,  nombre  des  courbes  qui  sont  tangentes  à  une  droite 
donnée  arbitrairement.  Mais  par  un  point  de  (b),  qui  est  l'enve- 
loppe, passe  une  seule  courbe  du  système,  comptant  deux  fois. 
L'autre  caractéristique  p.,  nombre  des  courbes  qui  passent  par  un 
point  arbitraire,  est  donc  aussi  égale  à  2.  En  conséquence,  le 
système  (7)  constitue  la  coïncidence  principale  d'un  connexe 
d'ordre  3  et  de  classe  2,  connexe  qui  sera  représenté  par  une  équa- 
tion doublement  quadratique  entre  les  coordonnées  d'un  point  x 
et  celle  d'une  droite  l,/(x,  Ç)=  o. 

Envisageant  les  £  comme  des  constantes,  je  forme  l'équation 
tangenliellc  de  la  conique/^  o,  et  j'emploie  les  mêmes  lettres  £ 
pour  les  coordonnées  de  la  tangente.  Je  définis  ainsi  l'enveloppe 
des  droites  ;  qui  jouissent  de  cette  propriété  :  les  deux  points  z 


o. 


-   101  — 

situés  sur  £  et  correspondant  à  Ç  dans  le  connexe  coïncident  entre 
eux.  D'après  les  hypothèses,  la  cubique  (b)  fait  partie  de  cette 
enveloppe;  mais  cette  enveloppe  est  de  sixième  classe  comme  (/>). 
Donc  (b)  est  toute  cette  enveloppe. 

De  même,  les  points  x  par  chacun  desquels  passent  deux  droites 
lui  correspondant  dans  le  connexe  et  coïncidant  entre  elles  ont  un 
lieu  du  sixième  degré,  dont  l'équation  s'obtient  d'une  manière 
analogue.  Or  (6)  fait  partie  de  ce  lieu.  L'autre  partie  est  donc  une 
autre  cubique  (a),  qui  est  nécessairement  le  lieu  des  points  de 
rebrousse  ment  des  courbes  du  système. 

Ainsi,  dans  un  système  tel  que  (7),  toutes  les  courbes  de  troi- 
sième classe  qui  le  composent  ont  leurs  points  de  rebroussement 
sur  une  cubique  (a).  Gela  est  en  opposition  avec  le  lemme,  sauf 
le  seul  cas  où  ces  courbes  sont  équiauharmoniques,  et  où  leurs 
équations  sont  toutes  simultanément  réduites  à  la  forme 

(8)  H^Î+:^+-H^: 

Il  en  résulte  immédiatement  que  la  cubique  (b)  a  nécessairement 
une  équation  de  la  forme 

(9)  X, x\  -h  Xj^rJ  -h  à,  xj  =  o, 

et  Ton  retrouve  ainsi  le  seul  cas  possible,  qui  est  celui  dont  l'exis- 
tence a  été  prouvée  au  n°  2. 

5.  L'analyse  précédente  permet  de  tirer  encore  une  autre  con- 
clusion, comme  on  va  voir.  Cette  analyse  découle  de  l'hypothèse 
que  les  neuf  tangentes  communes  à  (b)  et  à  (a)  sont  les  pivots  d'un 
faisceau  langentiel  a  -+-  [xa'  =  o.  On  voit  ainsi  que  cette  hypothèse 
est  impossible,  sauf  le  cas  où  (b)  et  (a)  sont  représentées  simulta- 
nément par  des  équations  telles  que  (9)  et  (8). 

Ecartant  dorénavant  le  cas  tout  spécial  traité  dans  le  n°  2,  je 
peux  donc  dire  que,  si  une  courbe  du  troisième  degré  et  une 
courbe  de  troisième  classe  ont  neuf  contacts,  les  neuf  tangentes 
communes  nf  appartiennent  à  aucune  autre  courbe  de  troisième 
classe. 

A  quoi  j'ajoute  le  fait  corrélatif  :  les  neuf  points  de  contact  n  ''ap- 
partiennent à  aucune  autre  courbe  du  troisième  degré. 


C'est  celle  dernière  conséquence  qui  va  nie  permet  Ire  d'achever 
la  solution  du  problème;  je  ferai  maintenant  intervenir  la  représen- 
tation des  courbes  cubiques  par  les  fonctions  elliptiques. 

(î.  .l'envisage  un  argument  «;  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
cubique  proposée  (a)  sont  des  fonctions  uniformes  de  m,  aux 
périodes  ttt.  m',  avant  les  mêmes  infinis,  au  nombre  de  trois,  dans 
le  parallélogramme  des  périodes.  J'ajoute  encore  la  supposition  habi- 
tuelle que  l'argument  u  est  choisi  de  telle  sorte  qu'il  soit  nul  pour 
un  des  points  d'inflexion  de  (a). 

Je  cherche  une  courbe  de  troisième  classe  (a),  tangente  à  (a)  en 
neuf  poinls.  Soient  h„,  «,,  . . .  les  arguments  de  ces  neuf  points. 
D'après  un  théorème  bien  connu,  on  aura  entre  ces  arguments  la 
relation 

où  m  et  m' seront  deu*  nombres  enliers.  De  là  quatre  cas  à  distin- 


Le  premier  de  ces  cas  est  celui  où  les  neuf  points  appartiennent  à 
une  infinité  de  courbes  du  troisième  degré.  11  ne  peut  y  corres- 
pondre aucune  solution,  comme  je  viens  de  le  prouver  au  n°  5.  Il 
reste  donc  à  envisager  les  trois  autres  cas.  Je  vais  montrer  d'abord 
qu'à  chacun  de  ces  trois  derniers  correspond  une  solution  et  que 
ces  trois  solutions  fournissent  tes  trois  cayleyennes.  Je  ferai  voir 
ensuite  qu'il  n'existe  aucune  autre  solution. 

7.  Soit  À  l'une  quelconque  des  trois  demi-périodes -i  — i 

Prenons  les  arguments  cB,r,,. . .  ,i'„  des  neuf  points  d'inflexion  et 
ajoutons  À  à  chacun  d'eux.  Nous  formons  ainsi  neuf  arguments 
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*vo>  iVu  '*'-»»  •  •  •  »  dont  la  forme  générale  est 

mm         m' m' 

«•=-3-+  -3-+*. 

/w  et  m'  étant  des  nombres  entiers.  J'ai,  d'après  cette  forme, 

Ainsi  ces  neuf  arguments  iv  donnent  pour  somme  une  demi- 
période,  comme  il  doit  arriver  pour  les  arguments  des  neuf  points 
de  contact  de  (a)  et  de  la  courbe  cherchée  (a).  Je  vais  prouver 
qu'effectivement  les  arguments  w  déterminent  neuf  pareils  points. 
Je  prends  les  tangentes  en  ces  neuf  points,  et  je  détermine  la 
courbe  de  troisième  classe  (a)  tangente  à  ces  neuf  droites.  Il  faudra 
montrer  que  (a)  est  tangente  à  (a)  aux  neuf  points  dont  les  argu- 
ments sont  w0>  W\->  w2. 
J'observe  d'abord  que  le  groupe  w0,  wt ,  pp2,  . . .  n'est  pas  altéré  si 

1,1  ,  mm        m' m'  .  ,  , 

1  on  change  w  en  ±w  -\ — « — | 5—  >  m  et  m  étant  deux  entiers 

quelconques.  Les  dix-huit  substitutions  correspondantes  ont  une 
expression  très  simple  quand  la  cubique  est  représentée  en  coor- 
données ponctuelles  par  l'équation  canonique.  Elles  ont  pour  effet 
d'échanger  les  indices  1 ,  2, 3  des  coordonnées  x  et  aussi  de  changer 
xK ,  x2y  x%  en  MXK ,  (*)2x2,  #3,  co  étant  une  racine  cubique  de  l'unité. 
Les  mêmes  échanges  ont  simultanément  lieu  pour  les  coordonnées 
tangentielles.  De  là  résulte,  par  une  analyse  toute  semblable  à 
celle  du  n°  3,  que  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  (a),  déter- 
minée par  les  neuf  tangentes  que  j'ai  choisies,  est  réduite  à  la 
forme  canonique  en  même  temps  que  l'équation  ponctuelle  de  la 
courbe  (a). 

Les  courbes  (a)  et  (a)  ont  en  commun  neuf  autres  tangentes, 
qui  touchent  (a)  en  des  points  dont  je  désigne  les  arguments  par 
u'q,  <v'{,.  • ..  La  somme  des  dix-huit  arguments  devant  faire  une 
période,  j'ai  aussi 

(10)  «v'0  -+-  tv\  H-  ir',  •+- .  .  .  ==  h. 

En  outre,  l'équation  de  (a)  est  réduile  à  la  forme  canonique  en 
même  temps  que  celle  de  («).  Donc  la  courbe  (a)  reste  inaltérée 
par  les  dix-huit  substitutions  homographiques  qui  n  allèrent  pas 
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(")■  Ces  substitutions  conservent  donc  le  groupe  des  dix-huit 
points  it'n,  tv,,  . . .,  «>'„,  H'1,,  .  .  ..  Elles  conservent  déjà  le  premier 
groupe  de  neuf  points;  elles  conservent  donc  aussi  le  second.  En 


ulei 


ni    les 


uf 


;ubstiLuti 
•[irésen 


qui    changent    «■•' 
les    neuf  arguments 


par  l'expression  générale  »''0 


En  cm- 


ployant  une  des  neuf  autres  substitutions,  je  trouve  que  — 
coïncider  avec  un  des  arguments  précédents,  ce  oui  me  do; 


l  sous  une  autre  f'ornu- 


//  étant,  comme  A,  une  des  demi-périodes.  I 


Donc,  à  cause  de  (10),  A' coïncide  avec  A  elle  groupe  «•-'„,  w\,  ... 

avec  le  groupe  tv,,  w, Donc  la  courbe  (a)  est  tangente  à  la 

cubique  (a)  en  neuf  points,  comme  il/allait  le  démontrer. 

8.  La  courbe  (a)  ainsi  trouvée  est  réduite  à  la  forme  canonique 
en  même  temps  que  («).  Elle  est  choisie  de  trois  manières  diffé- 
rentes, suivant  la  demi-période  h  que  l'on  a  employée.  On  voit 
aussi  que  les  trois  courbes  (a)  obtenues  de  la  sorte  sont  les  seules 
qui  soient  réduites  à  la  forme  canonique  en  même  temps  que  (a). 
Cette  propriété  de  réduction  simultanée  a  lieu  aussi  pour  les  trois 
cayleyennes.  Par  suite,  étant  connu  le  théorème  de  M.  Cremona, 
on  peut  conclure  que  tes  trois  courbes  (a)  sont  les  cayleyennes 
des  trois  réseaux  dont  (a)  est  la  hessienne.  Je  vais  revenir  sur 
la  démonstration  directe  de  ce  fait;  mais,  pour  le  moment,  j'ajoute 
cette  conséquence  immédiate  de  l'analyse  précédente  :  Les  points 
de  contact  d'une  cubique  (a)  avec  les  cayleyennes  (a),  (a'),  (a") 
des  trois  réseaux  dont  (a)  est  la  hessienne  sont  des  points  sex~ 
tactiques  de  («),  de  (a.),  (a')  et  (a"). 
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Les  vingt-sept  points  sex tactiques  de  (a)  se  partagent  en  trois 
groupes  de  neuf  points  y  chaque  groupe  se  transformant  en  lui- 
même  par  les  substitutions  homo graphiques  qui  conservent  cette 
cubique.  Les  points  d'un  même  groupe  sont  les  points  de  con- 
tact avec  une  même  cayleyenne. 

La  seule  partie  de  cet  énoncé  dont  la  démonstration  immédiate 
ne  soit  pas  contenue  dans  l'analyse  précédente  consiste  dans  cette 
propriété  :  les  points  de  contact  sont  sextactiques  sur  (a),  (a'),  (a"). 
Mais  cela  résulte  par  dualité  de  la  propriété  qui  précède,  puisque  (a) 
et  (a)  jouent  un  rôle  symétrique  Tune  par  rapport  à  l'autre.  On 
retrouve  ainsi  cette  propriété  si  connue  que  la  liaison  entre  la 
hessienne  et  la  caylevenne  dyun  même  réseau  de  coniques  se 
conserve  dans  les  transformations  corrélatives. 

9.  Pour  la  commodité  du  lecteur,  je  place  ici  une  démonstration 
directe  du  théorème  de  M.  Cremona. 

En  prenant  pour  point  de  départ  une  cubique 

x\  ~*~  ^ï  ~*~  x s  ~*~  GXa?!  #i#a  =  o, 
on  a  pour  sa  hessienne  et  sa  cayleyenne  les  équations 

(  x\  -h x\  H- x\  -+-6axt xtx%=zo, 

(,l)  i  «ï  +\\  +«ï  +6«s,  s,  s,  =o, 

dans  lesquelles  les  paramètres  a,  a  sont  ainsi  déterminés  : 

a  2X*4-i     fi       i— 4X» 

6«=--îî-,     6«=— 5—  • 

La  symétrie  apparaît  d'ailleurs  si  Ton  pose 

(12)  2  fiX  =  —  1 . 

On  peut  effectivement  écrire,  au  lieu  des  précédentes,  les  équa- 
tions 

(i3)  6a  = r-; — ,     6a  = £—5 — . 

Ce  sont  ainsi  les  équations  (ia)et(i3)  qui  caractérisent  entre  les 
courbes  (i  1)  la  liaison  dont  il  s'agit  ici. 


I  dont  les  coordonnées  sonl 


D'après  (i3).  ce  point  est  sur  la  cubique  (a).  De  plus,  la  U111- 
gente  de  (a)  en  ce  point  a  pour  coordonnées 

A  cause  de  la  symétrie  des  équations  (|3),  il  est  nia  ni  teste  que 
cette  tangente  touche  aussi  la  courbe  (s)  el  que  le  point  de  con- 
tact avec  (a.)  est  le  même  qu'avec  (a).  Les  courbes  (a)  cl  («)  ont 
donc  entre  elles  un  contact  ;  leurs  équations  étant  toutes  deux  sous 
la  forme  canonique,  je  conclus  que  ces  courbes  ont  entre  elles  neuf 
contacts  :  c'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 

10.  J'arrive  maintenant  à  la  dernière  parLie  du  problème,  celle 
qui  m'a  présenté  le  plus  de  difficultés.  Il  s'agit  de  reconnaître  s'il 
existe  d'autres  solutions  que  les  précédenles.  Soit  (|3)  une  courbe 
de  troisième  classe,  différente  des  trois  cayleyenncs,  tangente  à(a) 
en  neuf  points.  Les  arguments  u0,u,,...  des  points  de  contact 
donnent  (n"8)  pour  somme  l'une  des  trois  demi-périodes  A.  Parmi 
les  cayleyenncs,  il  en  est  une  qui  louche  aussi  (a)  en  neuf  points 
dont  la  somme  des  arguments  est  h.  Soit  (a)  celte  caylcyenne. 

Par  les  mêmes  lettres  a,  fi,  je  désigne  les  premiers  membres  des 
équations  la  née  miellés  de  ces  courbes.  Ce  sont  deux  fonctions  des 
coordonnées  ;,  toutes  deux  du  troisième  degré.  J'envisage  la  fonc- 
tion -  tout  le  long  de  la  cubique  (a).  En  d'autres  termes,  je  con- 
sidère la  suite  des  valeurs  de  -  pour  les  diverses  tangentes  de  (a). 
Au  moyen  de  la  représentation  de  (a)  par  les  fonctions  elliptiques, 
-devient  une  fonction  doublement  périodique  de  u;  je  désigne 
cette  fonction  par/(«). 

La  fonction  f{u)  a  ses  zéros  et  ses  infinis  doubles;  les  premiers 
correspondent  aux  contacts  de  (a)  avec  (p),  les  seconds  aux  con- 
tacts de  (a)  avec  (a).  Donc /{«)est  le  carré  d'une  fonction  uni- 
forme. De  plus,  les  zéros  et  les  infinis,  pris  chacun  une  seule  fois, 
ont  la  même  somme  h.  Donc  la  racine  carrée  de  /(")  a  aussi  les 
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périodes  ro,  w!  comme  f(u),  ce  qui  n'arriverait  pas  si  les  deux 
sommes  n'étaient  pas  égales  entre  elles.  C'est  sur  cette  racine 
carrée  de  f{u)  que  je  vais  maintenant  raisonner.  Je  la  désigne 
par  <p(w). 

La  fonction  <p(w)  a  neuf  infinis  qui  nous  sont  connus  :  ce  sont 
les  arguments  w.  Ses  zéros  ne  nous  sont  pas  connus.  Mais  l'origine 
de  cette  fonction  nous  conduit  à  reconnaître  qu'elle  doit  jouir 
d'une  propriété  caractéristique  :  La  dérivée  <f'(u)  a  pour  zéros 
les  arguments  v  des  neuf  points  d'inflexion. 

Soient,  pour  le  prouver,  af,  (J|  les  symboles  de  a  et  p.  Pour  con- 
sidérer la  fonction  -  le  long  de  la  cubique  (a),  il  nous  faut  poser, 

en  désignant  par  xK ,  x2>  xz  les  coordonnées  d'un  point  de  (a),  qui 
sont  des  fonctions  de  uy  et  par  x\,  x\,  af9  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions, 

Ç I  —  JC 2  X >  — ~  X j  X m  ,       Çj  ——  X}X m  — -~  X^  X «  |       Ç)  —  «37 1 X m  — ~ *  X\X *  . 

Comme  on  le  sait,  on  tire  de  là 
A  désignant  le  déterminant 


A  = 


J?j        «Z*j 


Xt 


X 


xt 


xt 


X, 


X. 


J'ai  maintenant 

(j)=^=>(,W4. 

Le  numérateur  de  cette  dérivée  contient  donc  le  facteur  A.  Or, 
on  le  sait,  A  s'évanouit  en  chacun  des  points  d'inflexion.  Il  en  est 
donc  ainsi  de  la  dérivée  de/(w),  et  par  suite  aussi  de  'f'(w). 

Si  donc  la  courbe  ((3)  existe,  il  existe  aussi  une  fonction  uni- 
forme <p(w),  aux  périodes  ro,  n/,  ayant  pour  infinis  simples  les  neuf 
arguments  w  et  dont  la  dérivée  a  les  neuf  zéros  p.  L'existence 
d'une  telle  fonction  peut  déjà  être  considérée  comme  peu  pro- 
bable, eu  égard  aux  nombres  comparés  des  arbitraires  et  des  con- 
ditions. Toutefois  il  est  nécessaire  de  prouver effectivement  la  non- 


existence  6e  cette  ionction  :  c'est  ce  que  je  vais  l'aire.  La  solution 
géométrique  du  problème  est  ici  achevée,  celte  dernière  recherche 
appartenant  exclusivement  à  la  théorie  des  (onctions  elliptiques. 

11.  Je  ferai  usage  des  notations  employées  par  M.  Weierstrass, 
en  introduisant  la  fonction  flf(u).  Ou  pose 

La  somme  de  ces  trois  constantes  est  nulle  : 


On  pose  en  outre 

gt  =  —  i(elel  +  e1et+eIel), 

et  l'ou  a  de  la  sorle 

M)  **•(«)  =  iSV")-*.*^)-*.. 

L'équation  dont  dépend  la  division  des  périodes  par  3  se  trouve 
aisément  de  diverses  manières.  Il  est  tout  naturel  ici  de  la  chercher 
par  la  propriété  des  points  d'inflexion,  en  observant  qu'une  cubique 
est  ainsi  représentée  : 


=  ïV), 


=*(«). 


De  là  résulte  pour  le  déterminant  A  l'expression 

4  =  <e"(«)-*'(«)*"(«)- 

De(i4)  on  tire  successivement 

«•  =  6<.P- ■!•$■„ 

Substituant   dans   A  et   égalant  à  zéro  le  résultat,   ■ 
déterminer  Î(p)  l'équation  du  quatrième  degré 
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Les  quatre  racines  fournissent  huit  valeurs  de  e,  égales  et  de 
signes  opposés  deux  à  deux,  à  quoi  il  faut  joindre  la  neuvième  va- 
leur v  =  o. 

On  remarquera  que  la  dérivée  du  polynôme  F(#)  est 

relation  dont  la  raison  est  facile  à  trouver  et  qui  va  tout  à  l'heure 
être  utile. 

Je  distinguerai  les  arguments  v  par  de  doubles  indices,  en  po- 
sant 

mm       nm' 


J'ai  précédemment  désigné  par  h  une  des  trois  demi-périodes; 
je  conserve  cette  notation  et  je  désigne  par  e  celle  des  trois  quan- 
tités e,,  <?2,  e3  qui  correspond  à  la  même  demi-période,  par  e7,  é1 
les  deux  autres. 

Les  arguments  w  sont  définis  comme  la  somme  de  h  et  d'un 
quelconque  des  arguments  v.  Je  les  distingue  par  les  indices  cor- 
respondants en  posant 

07)  «'«,«=  <,«.»"+-*» 

et,  comme  h  est  une  demi-période,  on  a  simultanément,  pour 

m  4-  m'  =  3,     n  4-  /i'=  3, 

Pour  former  9(iv)  j'emploie,  suivant  la  définition  (17),  la  formule 
d'addition 

a*(iO*(i«)[*(i>)  +  9{u)]  -  jft [*(0  +  *(*)]  -ft- ^W^W 

*<*  +  «>= «[«no-tfw]1 

Ici  r  sera  l'un  des  arguments  ^/n,/!,  et  $(*>)  l'une  des  racines  x 
de  (i5);  w  sera  //,  #(w)  sera  e,  et,  suivant  (i4)>  ^('0  sera  m,l- 
J'ai  ainsi 

2e(.r-hé?)—  -^i(^  +  ^)— A'3 
a  (  x  —  e  Y 


expression  qui  se  simplifie  par  suppression  d'un  facteur  ( 
i.r  —  e)  dans  les  deux  ternies  de  la  fraction.  J'écris  dune 


*(*■>  = 


puis,  multipliant  les  deux  termes  par  (x  —  e*)(x  —  e")  et  lenant 

compte  de  (16),  j'obtiens 


.l'envisage  cette  même  expression  pour  les  quatre  racines  x  de  F(x) 
et  je  fais  la  somme 

Pour  abréger,  j'écris /imj„  pour  tf  («'„,„),  en  sorte  que  cette  der- 
nière relation  devient 


Celte  égalité  (18)  va  me  permettre  de  prouver  la  non-existence  de 
la  fonction  »(«),  à  laquelle  je  reviens  maintenant. 

là.  Désignons  par  Ç(u)  la  fonction  qui  sert  d'élément  simple  et 
dont  la  dérivée  est  —  ■£(  u).  D'après  sa  définition,  1»  fonction  y (u) 
a  la  forme 

î(U)„C+lB,,i,t(«-1v,), 


où  la  somme  des  coefficients  B  doit  être  n 
-•'(■)  =  ZB„,,,Î(h- 


ille.  J'en  déduis 


Faisant  ici  u=  Vkti,  je  dois,  suivant  les  conditions  imposées 
à  <p(«).  avoir  zéro  pour  résultat.  J'obtiens  ainsi  neuf  équations  qui 
comprennent  celle-ci,  SB  =  o.  C'est  donc  en  tout  neuf  équations 
homogènes  entre  neuf  inconnues,  cl  il  me  faut  prouver  qu'effecti- 
vement ces  équations  ne  peuvent  être  satisfaites  autrement  qu'en 
faisant  nulles  les  neuf  inconnues. 

Je  désigne  par  (A,  /)  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  s'  (yt,ti\. 
L'argument  iv„,jS—  s>k,i  coïncide  avec  «„,_»,„_/.  L'équation  {/■,  /) 


-  H4  - 

est  donc 

(  *>  0  0=2  B/Wf nPm-kt n-h 

Posons  pour  un  instant 

Si:=/?oo-l-/>oi-t-/>o!>  /i=  B004-  Boi4-  Boî, 
^a  =  /?io-+-/>ii4-/>ii>  7f=B10-+-B114-B11, 
~i  =  />m-I-/>ii  -H/'m»     ^»=  Bio-H  Bjt  4-  BM. 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  (00),  (01),  (02)  ;  ajou- 
tons de  même(ao),  (21),  (22),  et  aussi  (10),  (11),  (12).  Nous  avons 
ainsi  le  système 

-1 V,  «+-  ztyt  -h  z%y%  =  o, 

-  j/i  -+-  z*y  1  -H  zxyz  =0, 

à  quoi  nous  pouvons  joindre 

.Ti -H /1 -*-/»=<>. 

Comme  on  le  voit  sans  peine,  ce  système  n'admet  que  la  solution 
yK  =y2=ys=  o,  sauf  si  l'on  a,  en  prenant  pour  co  une  racine  cu- 
bique imaginaire  de  l'unité  : 

(19)  Zl-\-  CD<ZJ-hu>,£ï=0. 

D'ailleurs  ici  z2  =  z3,  et  cette  relation  (19)  devient 

Poo-+-'*PQi-'PiQ  —  Pti—'Pit=o, 

qui  ne  peut  avoir  lieu.  Effectivement,  à  cause  de  (18),  elle  se  ré- 
duit à pQO  =  pot,  ce  qui  est  certainement  inexact.  J'ai  donc  zéro 
pour  chacun  des>\  Ainsi 

/  B00H-  B0,  +  Boî=o, 

(20)  '  Bl0-hBI1-+-B,1  =  o, 

(  B,0+Btl  +  B„=o. 

Il  y  a  d'autres  conséquences  analogues;  on  les  obtiendra  par  des 
combinaisons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  rechercher.  Il  suffit  d'é- 
changer les  périodes  tît,  tît',  puis  de  changer  le  système  de  pé- 
riodes tb,  tu'  en  ces  deux  équivalents  (w,  ra-f-n/),  (tôt,  *T3-\-vsf). 


-  lia  - 

Tous  les  autres  changements  conduisent  ai 

x  mêmes  équations  : 

(  BH-t-B„+Bn:=c- 

(21)                                   B,1  +  B„+B„=o 

(  BM+B,t-+-B„=o 

/  Boa+Bll+B„=o 

l")                                   Bl9+Bli  +  Bll|  =  o 

(  B„+B01+B„=o 

/  Bm+Bh+Bh^o 

(a3)                                       B,14-B(l+B„  =  o 

[  B10-+-B„-i-B„=o. 

Ces  douze  équations  se  réduisent  .1  neuf  en   loul,  entiêremenl 

équivalentes  aux  neuf  équations  (fc,  l). 

Des  deux  dernières  (20)  et  de  la  première  (2a)  je  déduis 

B,„-i-B,(,+  B1I-+-B„  — B01)  =  o, 

et,  à  cause  de  la  première  (21), 

Bti+B„—  aB„=o. 

Eu  égard  à  la  première  équation  (a3),  j'ai  aÏDsi 


Scmblablemenl, 
Btl  +  B„: 


=  0,     B„,  +  B„  =  o. 


L'élimination,  devenue  très  facile,  conduit  ainsi  à  trouver  nulles 
toutes  les  inconnues  B. 

Donc  la  fonction  <p(«)  n'existe  pas  :  c'est  ce  qu'il  fallait  défini- 
tivement prouver. 
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Sur  les  conditions  de  convergence  de  certaines  séries  multiples; 

par  M.  Camille  Jordan. 

(Séance  du  17  juin  1881.) 

Eisenstein  a  établi  {Journal  de  Crelle,  t.  3o)  que  la  série 


oo         oe 


2d  Zt"  '  Zt  (»'?  -h  v*+... + v* 


y 


où  t>!,  . . .,  c,i  sont  des  fonctions  linéaires  des  variables  entières 
jt,,  .  . .  y  xn  par  rapport  auxquelles  on  fait  la  sommation,  est  con- 
vergente ou  divergente  suivant  qu'on  a 

2  jx  >  n     ou     2  \l  ^  n 

(pourvu  que  le  déterminant  des  fonctions  v  ne  soit  pas  nul). 

La  démonstration  de  cet  illustre  auteur  peut  être  simplifiée  et 
généralisée  comme  il  suit  : 

Considérons  d'abord  la  série 


S  = 


(x\  -h...-hxj)^ 


où  xt  j . . . ,  x„  prennent  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles,  le 
système  o,  o,  ...  excepté. 

Soit  j'  un  entier  quelconque.  Le  nombre  des  systèmes  de  valeurs 
de  X\,  . . . ,  xn  non  supérieures  àv  en  valeur  absolue  est  évidem- 
ment (sy-f-i)" — 1.  Celui  des  systèmes  de  valeurs  où  l'une  au 
moins  des  variables'est  égale  ky,  les  autres  ne  surpassant  pasj', 
sera 

(2j  +  1)"—  1  —  [(2V  — -  i)n—  1]  =  n.2n-lyn~i-\- 

Chacun  des  termes  de  la  série  S  correspondants  à  ces  systèmes 

de  valeurs  étant  évidemment  compris  entre  -r-  et  ~. =-r->  leur 

somme  sera  comprise  entre 

n.2n~lyn~l  -h...              n.2n-xyn-1 -+-... 
: et      ' 

ix.  8 


l,a  série  S  sera  Jonc  comprise  entre  T  el  —  T,  T  désignait!  lu 

somme 

V  "■'-.---^ ■■■. 

Or,  pour  que  T  soit  convergent,  il  faut  et  il  suilil,  comme  on 
sait,  qu'on  ail 

Soit  main  tenant  F  une  fonction  homogène  el  de  degré  k  des  va- 
riables r,,.. .,  x„,  laquelle  reste  finie  el  positive  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  réelles  de  ces  variables;  soit  •l'une  autre  fonction 
de  ces  variables,  de  degré  inférieur  à  o.k.  La  série 

sera  convergente  ou  divergente  (abstraction  faile  des  termes  qui 
deviendraient  infinis)  suivant  qu'on  aura 


Soient,  en  effet,  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  F  pou 
tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  des  variables  qui  satisfont  à  !; 
relation 


La  fonction —t>  ne  dépendantque  des  rapports  des 

{&*  +  ,,, -i-xiy 
variables,  restera  constamment  comprise  entre  M'  et  m".  D'autre 
part,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  des  variables,  la  fonc- 
tion  jj  tendra  vers  zéro,  car  elle  est  inférieure  à 

~^j>  xt  désignant  la  plus  grande  des  variables;  or  il  est  clair  que 

celle  dernière  quantité  lend  vers  zéro,  son  dénominateur  étant  d'un 
degré  plus  élevé  que  son  numérateur. 

Donc,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  des  variables,  le 


-  Wi  - 
rapport  des  termes  de  la  série  U  à  ceux  de  la  série 

-22 =— * 

sera  compris  entre  les  deux  quantités  positives  ^ et  — — 

£  étant  aussi  petit  que  Ton  voudra.  Donc,  pour  que  U  soit  conver- 
gente, il  faut  et  il  suffit  que  V  le  soit,  ce  qui  donne  la  condi- 
tion (i). 


Etude  sur  les  courbes  gauches  unicursales; 

par  M.  Genty. 

(Séance  du  i*r  juillet  1881.) 

1.  —  Considérations  générales. 

1.  Soient  /j,  /2,  /3,  fs  quatre  fonctions   d'une  variable  arbi- 
traire /;  les  équations 

x\  y.  z:  «'=/,:/,:/,:/„ 

ou,  sous  une  forme  plus  simple, 

fi'-/**  y  3  •  .a 

représentent  une  courbe  C,  lieu  des  points  m  qu'on  obtient  en 
donnant  successivement  à  la  variable  t  toutes  les  valeurs  possibles. 
Lorsque  les  fondions  fuf^f*,f\  seront  des  fonctions  algé- 
briques et  entières  de  degré  m  par  rapport  à  la  variable  t}  je 
dirai  que  la  courbe  C  est  une  courbe  unicursale  ou  rationnelle 
d'ordre  m. 

2.  Soient  de  même  F,,  F2,  F3,  F.%  quatre  fonctions  de  deux 
variables  arbitraires  indépendantes  t  et  u,  les  équations 

x  :  v  :  z  :  w  =  F,:  F,  :  F3:  F4, 

ou  simplement 

F  •  F.  •  F  •  F 


représentent  une  surface  S,  lieu  des  courbes  en  nombre  infini 
qu'on  peut  obtenir  en  établissant  une  relation  quelconque  entre  les 

variables  t  et  il. 

3.  Les  équations 

dans  lesquelles  il  n'entre  qu'une  seule  variable  arbitraire,  repré- 
sentent, soit  le  cûne  qui  a  son  sommet  au  point  w  et  qui  contient 
la  courbe  gauche  C,  soit  la  perspective  de  celte  courbe  sur  le 
plan  W  =  o,  l'œil  étant  placé  au  sommet  \v  du  tétraèdre  de  réfé- 


ï.   Les  points  d'intersection  de  la  courbe  G  avec  le  plan 


sont  donnés  par  l'équation 

(•)  M  •-»!/. +  «/,  +  /!/■.  =  o. 

Dans  le  cas  des  courbes  rationnelles  d'ordre  m,  ceLte  équation 
est  algébrique  et  d'ordre  m.  Donc  un  plan  coupe  une  courbe  uni- 
cursale  d'ordre  m  en  m  points. 

5.  Lorsque  l'équation  (i)  du  paragraphe  précédent  est  identique, 
la  courbe  C  est  située  tout  entière  dans  le  plan  donné. 

Réciproquement,  pour  que  la  courbe  C  soit  plane,  il  faut  qu'on 
puisse  trouver  un  plan 

lw  +  my+ns->rpw  =  o 

qui  la  contienne  tout  entière,  et  tel,  par  suite,  que  l'équation 

W  +  ™/,+  »/.+/>/.=  o 

soit  satisfaite  identiquement.  On  obtient  ainsi,  dans  le  cas  d'une 
courbe  rationnelle,  m  -t-  i  équations  entre  lesquelles  il  restera  à 
éliminer  /,  m,  n  et/»,  ce  qui  donnera  en  tout  m  —  2  conditions. 

Pour  m  =  a,  il  n'y  a  aucune  condition  à  remplir,  et,  par  suite, 
toute  courbe  unicursale  du  second  ordre  est  une  courbe  plane. 

Soient,  en  effet, 

a,tt+b1t  +  c1;  «,(*-!-  b,t  +  ct;  a,t* -h  btt -h ct;  ait*  +  btt  + 1\ 
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les  équations  générales  d'une  conique;  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  celte  courbe  est  située  dans  le  plan  qui  a  pour  équation 


JV 


y 


w 


=  o. 


=  o. 


a\     ai      az     ak 
bt     bt     bz     bk 

Cx       Cj       cs       CK 

Pour  m  =  3,  les  équations  de  la  courbe  sont 

et  Ton  voit  immédiatement  que  la  condition  à  remplir  pour  qu'elle 

soit  plane  est 

tf,     rt2     ûr3     ak 

bi     bt     b%     b> 

*-'l  Ct         ^3         ^k 

dt     dt     d%     dk 

6.  On  obtient  de  même  les  conditions  qui  doivent  être  remplies 
pour  que  la  courbe  C  puisse  être  placée  tout  entière  sur  une  qua- 
drique.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  l'équation  d'une  quadriqnc 
quelconque,  d'y  remplacer  les  coordonnées  courantes  x,  v*  z  et  \v 
par/!,/2,/3  et/4  respectivement,  et  d'exprimer  que  l'équation 
en  t  ainsi  obtenue  est  identique.  On  obtiendra  un  certain  nombre 
de  conditions  entre  lesquelles  on  éliminera  les  dix  coefficients 
inconnus  qui  entrent  dans  l'équation  de  la  quadrique. 

Pour  m  =  2,  on  n'afque  cinq  équations  qui  ne  suffisent  pas  pour 
déterminer  ces  dix  coefficients;  donc,  on  peut  placer  une  conique 
sur  une  infinité  de  quadriques. 

Pour  m  =  3,  on  n'a  que  sept  équations;  on  peut  donc  faire 
passer  une  infinité  de  quadriques  par  une  cubique  gauche. 

Pour  m  =  4>  ona  neuf  équations,  qui  déterminent  complètement 
une  quadrique  contenant  la  courbe.  Ainsi,  en  général,  on  ne 
peut  faire  passer  qu'une  seule  quadrique  par  une  quartique  gauche 
rationnelle. 

En  général,  en  éliminant  les  dix  coefficients  inconnus  entre 
l<'S2/«  +  i  équations  de  condition,  on  obtient  im  —  8  relations 
pour  exprimer  que  la  courbe  C  peut  être  placée  sur  une  qua- 
drique. 


passant  pur  une  cour 

arêtes  doubles; 

On  bien, 

La  perspective  d'une  eoitrlie  unicut 
placé  en  nu  point  ipielconque,  est  un 

LcoAnf  qui  passe  par  I»  courbe el  dont  le  sommet  est  au  point 
supposé  quelconque,  a  évidemment  pour  équations 


aie  d'ordre  m,  l'œil  étant 
courbe  plane  unicursulc. 


(') 


Pour  que  ce  cône  ail  une  arêle  double,  il  faut  qu'on  puisse  trou- 
er deux  valeurs  t  el  ~  de  la  variable  satisfaisant  aux  équations 

/aO_/t(0_/»(0 

AW    AW    JiW 

Il  reste  à  faire  voir  que,  dans  le  casoù/,  ,/jel/j  sont  des  fonctions 

entières  de  degré  m,  le  svslème  des  équations  1 1)  a ■ '■ 

solutions  distinctes.  Voici  une  démonstration  assez  simple  de  ce 
théorème  bien  connu. 

Les  équations  (i)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

l/i(0/i(*)-/t(*>/i(0  =  o, 

(a)  /1(0/.{-)-/1(-)/.(')  =  o. 

l/i(')/.(-)-/1(-)/,(')^o. 

Ces  trois  équations,  si  l'on  y  considère  t  et  t  comme  des  coor- 
données cartésiennes,  représentent  des  courbes  dont  les  points 
communs  auront  pour  coordonnées  les  valeurs  cherchées  de  t  et  z. 
Les  premiers  membres  de  ces  équations  débarrassées  du  fac- 
teur t  —  t  sont  d'ordre  m —  i  en  t  et  t,  et,  comme  ils  sont  symé- 
triques par  rapport  à  ces  deux  variables,  ils  sont  de  la  forme 

Al— '**-■  +  ..., 

le  degré  des  termes  négligés  étant  inférieur  à  celui  du  premier. 

Les  courbes  représentées  par  les  deux  premières  équations  (  3  l 
ont  donc  4  I'"  —  '  '"*  points  communs.  Mais  elles  ont  toutes  deux  h 
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H n fini,  sur  chacun  des  axes,  un  point  multiple  d'ordre  m  —  i,  et 
ces  points  comptent  pour  i(m  —  i)2  points  d'intersection  qui  ne 
conviennent  pas  à  la  question. 

D'un  autre  côté,  ces  mêmes  courbes  ont,  parmi  leurs  points 
communs,  tous  ceux  qui  ont  pour  coordonnées  deux  racines  quel- 
conques différentes  de  l'équation 

/»(0=o, 

et  ces  points,  dont  le  nombre  est  égal  à  n(n  —  i),  ne  sont  pas 
situés  sur  la  troisième  courbe.  Donc,  enfin,  le  nombre  des  points 
communs  aux  trois  courbes  qui  conviennent  à  la  question  est 
égala 

4(/i  — i)*— a(/i  —  i)*— /i(/i  —  i)  =  (/i  —  i)(n  —  a). 

D'ailleurs,  à  un  point  d'intersection  ayant  pour  abscisse  X  et 
pour  ordonnée  [x,  en  correspond  un  autre  ayant  pour  abscisse  [x  et 
pour  ordonnée  X,  et  ces  deux  points  fournissent  évidemment  le 
même  point  double.  Donc  le  nombre  des  points  doubles  apparents 

de  la  courbe  gauche  est  égal  à • 


II.  —  Du  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer 

une  courbe  unicursale  dy ordre  m. 

8.  Les  équations   générales   d'une    courbe   gauche  unicursale 
étant  mises  sous  la  forme 

(0  f\\fx\f%\U 

on  voit  immédiatement  qu'elles  renferment  4(m  -H  î)  coefficients. 
Mais  la  variable  indépendante  t  peut  évidemment  être  remplacée 
par  une  autre  t,  liée  avec  elle  par  une  équation  de  la  forme 

ati  -+-  bt  ■+-  c-  -+-  d—o, 

et  l'on  peut  disposer  des  coefficients  a>  b>  c  et  d  de  manière  à 
donner  à  quatre  des  coefficients  de  la  courbe  des  valeurs  choisies 
à  volonté.  En  d'autres  termes,  il  n'existe  dans  les  équations  (i) 
que  \  (  m  -+-  i  )  —  4=4  m  coefficients  véritablement  arbitraires  ;  ce 


I 


qui  montre  qu'il  faut  4"'  conditions  pour  déterminer  une  courbe 
gauche  rationnelle  d'ordre  m. 

9.  On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  de  la  manière  sui- 
vante. 

Remarquons  d'abord  qu'un  point  donné  d'une  courbe  gauche 
équivaut  à  deus  conditions.  En  effet,  si  le  point  (xt,j^t,  S,,  «',)  est 
situé  sur  la  courbe,  on  pourra  trouver  une  valeur  de  t  satisfaisant 
AUX  relations 

En  éliminant  /entre  ces  trois  équations,  on  obtient  deux  relations 
entre  les  coefficients  des  équations  de  la  courbe. 

Ou  encore,  si  le  point  donné  est  le  sommet  «■  du  tétraèdre  de 
référence,  les  équations  de  la  courbe  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

=pi>  *pit  fi  étant  des  fonctions  d'ordre  m  —  i  seulement,  et  l'on  voit 
qu'elles  renferment  deux  coefficients  de  moins  que  les  équations 
générales. 

Si  a  est  donné,  les  équations  ci-dessus  renferment  trois  coeffi- 
cients de  moins  que  les  équations  générales.  Ainsi  un  point  donné 
pour  une  valeur  donnée  de  la  variable  équivaut  à  trois  condi- 
tions. 

Ceci  posé,  étant  donnés  trois  points  d'une  courbe,  on  peut  faire 
en  sorte  que  ces  trois  points  correspondent  à  des  valeurs  données 
d'une  variable  indépendante  convenablement  choisie.  Soient,  en 
effet,  t„  tît  t3  les  valeurs  de  la  variable  actuelle  qui  correspondent 
aux  points  donnés  ;  ~  la  nouvelle  variable  à  introduire  ;  ?, ,  t,,  -ct  les 
valeurs  données  de  cette  variable  qui  doivent  correspondre  aux 
points  donnés.  On  établira  entre  t  et  t  une  relation  de  la  forme 

al-,  -t-bt-t-c?-i-d  =  o, 

et  l'on  déterminera  les  coefficients  a,  b,  c  et  el,  à  l'aide  des  rela- 


les 

coefficients  a,  b,  c  et  </,  à  l'aidt 

«/, 

ï,-f-  bt,  -t-ct,  +  rf=o, 

at, 

i,-t-  bt,  +  ctt-i-ri=o. 

att 

:,+  4l1+c:1  +  i/  =  o. 
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En  éliminant  ay  b,cetd  entre  les  quatre  équations  qui  précèdent, 
on  obtient  la  relation  qui  lie  t  et  7  sous  la  forme 


tz 

t 

te 

1 

*1T1 

tx 

M 

I 

fjT, 

tx 

^î 

I 

tl*3 

<a 

T» 

I 

=10. 


D'après  cela,   on    peut   considérer  trois   points  donnés  d'une 

courbe  comme  équivalant  à  neuf  conditions.  Comme,  d'ailleurs, 

l'un  des  coefficients  peut  toujours  être  supposé  égal  à  1 ,  il  manque 

encore 

4  ni  •+-  3  —  9  =  4  ni  —  6 

conditions  pour  déterminer  la  courbe,  soit  im —  3  points,  qui 
avec  les  trois  points  donnés  font  en  tout  im  points. 

10.  Le  problème  qui  consiste  à  trouver  les  équations  d'une  courbe 
gauche,  connaissant  4m  conditions  auxquelles  cette  courbe  doit 
satisfaire,  peut  être  impossible  ou  indéterminé.  Il  sera  impossible 
toutes  les  fois  que  les  conditions  données  sont  incompatibles  avec 
l'existence  même  de  la  courbe  en  question  ou  d'une  courbe  plane 
du  même  ordre.  Le  problème  sera  au  contraire  indéterminé  quand 
les  conditions  données,  incompatibles  avec  l'existence  d'une  courbe 
gauche ,  sont  au  contraire  compatibles  avec  l'existence  d'une 
courbe  plane  du  même  ordre.  Un  exemple  suffira  pour  éclaircir  la 
remarque  qui  précède. 

Une  cubique  gauche  est  déterminée  par  six  points;  mais,  si 
quatre  des  points  donnés  sont  dans  un  même  plan,  le  problème 
est  impossible,  puisqu'un  plan  ne  peut  pas  rencontrer  une  cubique 
gauche  en  plus  de  trois  points.  Mais  si  les  six  points  donnés  sont 
dans  un  même  plan,  il  y  aura  une  infinité  de  cubiques  planes 
satisfaisant  à  la  question,  puisqu'il  faut  huit  points  pour  déter- 
miner une  cubique  plane  unicursale,  et  le  problème  sera  indéter- 
miné. 

11.  Comme  application,  cherchons  les  équations  d'une  cubique 
gauche  déterminée  par  six  points,  savoir  les  quatre  sommets 
du     tétraèdre     do    référence,     rt    les    points   (^Tj.J'i,  zl9  ivf  )   et 

(  -^lii    V-»,  Z^ ,  W-t  ). 

«         »/        «   /  m  7  »     ! 


■ 


Les  équations  générales  d'une  cubique  gauche  circonscrite 
tétrai-dro  di:  référence  sont  é  vide  m  ment 


(-  =  ■  t  —  p'  t  —  y-JZ-è 

Nous  supposerons,  ce  qui  est  permis  (9),  que  les  deux  autres 
pointa  doivent  correspondre  aux  valeurs  t  =:  oo  et  /  =  o  de  la  va- 
riable, et  nous  aurons 


l)r  sorte  que  les  équations  de  la  cubique  sont 


t.r,  —  x,  '  (r«— v,  '  (3,— :,  '  /<!■,—  .r, 

là.  Cherchons  encore  les  équations  générales  des  quar  tiques  qui 
passent  par  sept  points  donnés,  savoir  les  quatre  sommets  du 
tétraèdre  de  référencée!  les  points (x,,y,,  z,,  iv,),  (x-t,yi.s?,wi) 

Une  quartique  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence  et  passant 
au  point  (x,,_y,,  z„  iv(  )  pour  (=eo   i  pour  équations 

-*.(<-'i)  .  r>(t-?>)  .  J,«-Ti)  .  »■■(*- 3.) 
'-■       '       *-?       '       '-Y       '       '-S 

Si  celte  courbe  doit  passer  au  point  (^i,/i,  -3,  tvs)  polir  /=  o,  un 

aura 


X  étant  une  indéterminée,  et  l'on  aura,  pour  les  équations  de   la 
courbe, 

■r,f  —  J-xj-,  _  ,rtt~}.^y.  ,  :,t  —  XfJi  .  »■,<  —  ),5.r. 
i  —  a        "       ;  —  fi       '       (  —  y  /  —  S 
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Si  enfin  la  courbe  doit  passer  au  point  (^3,  Va,  £5,  ws)  pour 


=  1 ,  on  aura 

§ 

xy  —  Xa  xt        v,  —  Xpy,        zx  —  \^zt 

(ï*!  —  Xoiï'j 

1  —  a                 1  —  (3                1  —  y 

i-8 

^3                        Y*                       zz 

«s 

—  I*. 


[A  étant  une  nouvelle  indéterminée.  Des  équations  précédentes,  on 
tire 


r ,         3  - , 

fxx3—  lxt       r        {xy3—  Xj, 


jXS8  —  S,  %  [Xlf>,— -«>, 

Y=   5 »        0  = r » 


et  les  équations  de  la  courbe  deviennent 

tXx(\ï.Xi —  \xt)  —  \xi(]ï.Xi — Xy  ) 
t(\kXz—  \xt)  —  (px3—  xx) 

.  t.Yi  l  V-  Va  —  * ,rt )  —  X  y, (  [x  y,  —  y,  ) 

b    t>5|  (  [X  C]  —  AZ}  )  —  A  Jj(  {ACg  —  5|) 
/(|XS,—  X-3,)  —  ([AS*—  5,) 

.  *«t  (  fr  wy—  a  (Va)  —  Xt*>t(  fx<r3  —  wt  ) 

elles  ne  renferment  plus  que  deux  coefficients  inconnus  :  donc  un 
point  de  plus  suffira  pour  déterminer  la  courbe;  on  reconnaît 
d'ailleurs  sans  peine  qu'il  passe  huit  quartiques  gauches  unicur- 
sales  par  huit  points  donnés. 

13.  Une  courbe  gauche  rationnelle  d'ordre  n  n'a  point,  en  géné- 
ral, de  point  double,  ni  à  plus  forte  raison  de  point  multiple  d'un 
ordre  de  multiplicité  supérieur  à  2.  En  effet,  il  faut  qu'on  puisse 
trouver  deux  valeurs  t  et  t  de  la  variable  telles  qu'on  ait 


(1) 


Ad)     y;(o     Mt)     Mt) 

/i(')         /«(')         /a(~)         /♦(*) 


Or  ces  relations  fournissent  trois  équations  distinctes  entre  t  et  7, 
qui  n'ont  en  général  aucune  solution. 

Si  on  élimine  /  et  7  entre  ces  équations,  on  obtient  la  condition 
à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coefficients  des  équations  de  la 
courbe  pour  qu'elle  ail  un  point  double.  On  voit  donc  que  la  con- 
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dilion   d'existence  d'un  poinL   double  est  une  condition  simple. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  on  pourra  tirer 
îles  équations  qui  précèdent  le  système  des  voleurs  /  et  -  de  la  va- 
riable qui  correspondent  au  point  double.  Si  ces  valeurs  sont  réelles 
et  inégales,  le  point  correspondant  est  un  véritable  point  double, 
c'est-à-dire  un  point  de  croisement  de  deux  brandies  réelles  de  la 
courbe.  Si  ces  valeurs  sont  imaginaires,  on  a  un  point  isolé.  Si  enfin 
t  =  -,  le  point  correspondant  est  un  point  stationnaire  ou  de  re- 
brousse ment.  On  voit,  par  suite,  que  deux  conditions  doivent  être 
remplies  pour  que  la  courbe  ail  un  point  de  rebroussement. 

On  obtient  les  conditions  pour  que  la  courbe  ait  deux  points 
doubles  eu  écrivant  que  les  équations  (i)ont  deux  systèmes  de  so- 
lutions communes,  et  ainsi  de  suite. 

li.  De  même,  pour  que  la  courbe  ail  un  point  triple,  il  faut 
qu'on  puisse  trouver  un  système  de  trois  valeurs  (,  tc!  h  de  la 
variable  satisfaisant  aux  équations 

/.<<>  :/.<<>  :/«<o  :/*<*î=/.(*î  !/»<*)  :#(*)  :AW 
=/(•)  :/.:«)  :/•(*)  :/*(•). 

Or  ces  relations  fournissent  six  équations  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  t,  t  et  8  ;  on  obtiendra  ainsi  trois  conditions  aux- 
quelles la  courbe  doit  satisfaire. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  sans  peine  que  la  condition  d'exis- 
tence d'un  point  multiple  d'ordre  n  équivaut  à 


■i{n 


0- 


conditions  simples. 


15".  Un  point  double  donné  d'une  courbe  gauche  équivaut  à 
quatre  conditions  ou  à  deux  points  simples.  En  effet,  si  le  point 
double  donné  est  le  point  te,  les  équations  de  la  courbe  pouvant  se 
mettre  sous  la  forme 


étant  de»  fonctions  d'ordre 


(3  pou 
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être  des  quantités  réelles  ou  imaginaires;  et  Ton  voit  que  ces  équa- 
tions renferment  quatre  coefficients  de  moins  que  les  équations 
générales. 

Un  point  triple  équivaut  de  même  à  six  conditions;  et  en  géné- 
ral, un  point  multiple  d'ordre  n  donné  équivaut  à  2/1  conditions, 
c'est-à-dire  à  n  points  simples. 

16.  Si  le  point  w  est  un  point  de  rebroussement,  les  équations 
de  la  courbe  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

-  .D  -a  ■    /* 

et  Ton  reconnaît  sans  peine  qu'elles  renferment  cinq  coefficients 
de  moins  que  les  équations  générales;  un  point  de  rebroussement 
équivaut  donc  à  cinq  conditions. 

17.  Il  est  clair  que  si,  dans  les  conditions  qui  doivent  détermi- 
ner une  courbe  gauche  rationnelle,  on  fait  entrer  l'existence  d'un 
ou  de  plusieurs  points  multiples,  on  en  pourra  arriver  à  des  cas 
d'impossibilité  ou  d'indétermination.  On  sait,  par  exemple,  qu'une 
courbe  gauche  d'ordre  m  ne  peut  pas  avoir  un  point  multiple 
d'ordre  m  —  i ,  puisqu'un  plan  mené  par  ce  point  et  deux  autres 
points  de  la  courbe  la  couperait  en  m  -h  i  points,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Si  donc,  pour  déterminer  une  courbe  gauche  d'ordre  m,  on  donne 
un  point  multiple  d'ordre  m —  i,  le  problème  sera  en  général  im- 
possible. Mais  si  les  conditions  données  conviennent  à  une  courbe 
plane  d'ordre  m  (qui  peut  avoir  un  point  multiple  d'ordre  m  —  i), 
le  problème  deviendra,  en  général,  indéterminé. 

18.  Comme  nouvel  exemple  de  détermination  d'une  courbe 
gauche,  nous  allons  chercher  les  équations  générales  d'une  quar- 
tique  gauche  ayant  un  point  de  rebroussement  au  point  x>  passant 
aux  trois  autres  sommets  du  tétraèdre  de  référence,  et  en  deux 
autres  points  donnés  (x{,y{y  z{,  (V|  ),  (x2>  J'i*  5a>  w'a)- 

Les  équations  de  la  courbe  sont  de  la  forme 


-  HÉ 

Si  non? 

supposons  que  les  deux 
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pondre  M 
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j: 
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ayant  son  sommet  au  point  stationnaire. 

19.  La  condition  de  rencontrer  une  droite  donnée  est  une  con- 
dition simple,  car  si  la  droite  donnée  est  l'arête  xy  du  tétraèdre  de 
référence,  les  équations  de  la  courbe  sont  de  la  forme 

et  l'on  voit  qu'elles  contiennent  un  coefficient  de  moins  que  les 
équations  générales.  Par  exemple,  les  équations  d'une  cubique 
gauche  rencontrant  les  six  arêtes  du  tétraèdre  de  référence  sont 

»,(!-»)('-?)('- Y)  :<■,(! -a)(J-  8)('-') 

:«.(«- ?>(<-«>('-i>:«i«-7><«-'  )('-',)• 
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et  elles  ne  renferment  plus  que  six  coefficients  réellement  indéter- 
minés. 

La  condition  de  toucher  un  plan  est  de  même  une  condition 
simple;  car  si  le  plan  donné  est  la  face  x  =  o  du  tétraèdre  de  ré- 
férence, les  équations  de  la  courbe  seront  de  la  forme 

et  elles  ne  renferment  que  ^m  -+-  3  coefficients. 

Ainsi  les  équations  d'une  conique  tangente  aux  quatre  faces  du 
tétraèdre  de  référence  sont 

ax(t  -*)*  :  at(t  _p)«  :«,(/-  T)i  :«,(£_  3)t. 

Les  points  de  contact  ont  pour  coordonnées 

o  *t(«-P)«,'    *,(»  — y)1.     ^(«-8)1, 

<*i(7  —  *)f.     «i(ï— ?)f.  o,  av(T  — 8)«, 

«i(3  — a)1,     «2(o— fi)*,     a,($_T)«,  o, 

et  Ton  vérifie  sans  peine  que  ces  quatre  points  sont  situés  dans  un 
même  plan. 

Si  l'on  donne  en  outre  deux  points  de  la  conique,  elle  sera  com- 
plètement déterminée.  Soient,  en  efFet, 

(•*!!  ?u    ~i>    w,),      (At%    v„    -„    IV,) 

les  deux  points  donnés,  et  supposons  qu'ils  doivent  correspondre 
aux  valeurs  t  =  oo  et  t=  o  de  la  variable.  Nous  aurons 

^i  :  ji  :  ^i  :  «•,  =  a,    :  «f2    :  <is    :  ak, 
^î  :  ri  :  **  r  «•,  =  a,  a*  :  at$*;  arf  :  akfr, 

d'où 

«i  =  J?!>      «t=V|»      «a=-if      «*=«•„ 

•=*\/§-  ?=VI'  -VI'  8=VI- 


et  les  équations  de  la  conique  sont 


\/D'4Vl)' 
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Ces  équations  ne  représentent  en  réalité  que  huit  coniques  dis- 
tinctes, car  deux  systèmes  d'équations  dans  lesquels  les  radicaux 
correspondants  ont  des  signes  contraires  représentent  évidemment 
la  même  courbe. 

Ijîs  plans  de  ces  huit  coniques  ont  pour  équation  géuérale 


Ces  plans  ont  entre  eux  des  relations  de  position  très  intéres- 
santes, m;iis  que  nous  ne  pouvons  étudier  ici  sans  nous  écarter  mi 
peu  trop  de  notre  sujet. 

20.  Cherchons  encore  les  équations  d'une  conique  qui  rencontre 
les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  et  qui  passe  par  deux 
points  donnés.  Si  les  côtés  du  quadrilatère  donné  sont  quatre  are:  tes 
du  tétraèdre  de  référence,  et  si  l'un  des  points  dounésfx, ,_>-,,  z,,  w,) 


conique  seront  de  la  forme 

^1ti-a)(/-p):-r(((-P)(/_-ï):51(/--r)(ï_S):«-l(ï-5)tï-«). 

Supposons  maintenant  que  le  second  point  doive  correspondre 
à  la  valeur  o  de  la  variable,  on  aura 

x,  »?  —  xt. 


et   ces  équations  montrent  immédiatement  que  les  deux  points 
donnés  ne  peuvent  pas  être  quelconques  ;  elles  donnent  en  effet 


(i) 


.TiW,' 


ce  qui  montre  que,  le  point  (x,,ru  s,,  <v,)  étant  donné,  le  second 

point  doit  être  situé  sur  la  surface  du  second  ordre,  qui  a  pour 

équation 

,    .  xz  vw 

(»  irr^'r—- 
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C'est  qu'en  effet  toutes  les  coniques  qui  passent  par  le  point 
(#o  y\  i  z\  i  w\  )?  et  qui  rencontrent  les  côtés  du  quadrilatère  gauche 
donné,  sont  situées  sur  la  surface  du  second  ordre  déterminée  par 
le  quadrilatère  et  le  point,  et  qui  est  représentée  par  l'équa- 
tion (a). 

Ainsi,  en  général,  le  problème  est  impossible;  mais,  si  la  condi- 
tion (i)  est  satisfaite,  il  devient  indéterminé. 

III.  —  Tangente. 

21.  Les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  gauche  étant 

yif    /î>    ya>    yV> 
celles  d'un  point  infiniment  voisin  seront 

/i+/i*i    /*+/**>    /•+/.*,    /*+/»*, 

f1  désignant  la  dérivée  de  la  fonction  /  prise  par  rapport  à  la  va- 
riable l.  Or  ces  deux  points  sont  situés  sur  la  droite  qui  a  pour 
équations 

(i)  «A  ■+-  </',  :  «A ■+■  </.  :  »/•+  »A  •  «/»+  */*> 

dans  lesquelles  on  regarde  £  comme  une  constante  et  le  rapport  - 

comme  une  variable  arbitraire.  Les  équations  (î)  sont  donc  celles 
de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  t. 

Le  point  (/', , /',,/', ,  Ak )  est  évidemment  un  point  de  la  tan- 
gente ;  il  correspond  à  u  =  o. 

22.  Les  équations 

(i)  x\ y\z  =  ufx+  <>A  :  w/iH-  «'/i  :  "/»+  <'/» 

représentent  le  plan  mené  par  la  tangente  à  la  courbe  gauche  et  le 
point  w,  c'est-à-dire  le  plan  tangent  au  cône  projetant  la  courbe 
sur  le  plan  cv  =  o. 

L'équation  de  ce  plan,  mise  sous  la  forme  ordinaire,  est 

x       y-      z 
(2)  A      A      A     =<>• 

J  \         S  %         ./  3 

ix.  9 


■ 


Les  équations  (i)  peuvent  être  considérées  comme  représentant 
la  tangente  à  la  courbe  plane,  perspective  de  la  courbe  gauche  sur 
te  plan  «'  =  o,  l'œil  étant  placé  au  somme)  opposé  du  tétraèdre  de 
référence. 

Si  dans  l'équation  (a)  on  regarde  x,  y  et  z  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  donné,  elle  donnera  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  la  courbe  plane.  Or  cette  équation  est 
évidemment  de  degré  n(m — i)cal;  donc  une  courbe  plane  unî- 
cursale  d'ordre  m  et  de  la  classe  a(m  —  i). 

Cette  expression  donne  également  le  nombre  des  tangentes  de  la 
courbe  gauche  qui  rencontrent  une  droite  donnée,  ou  enfin  l'ordre 
de  sa  développable  osculatrîce. 

23.  Les  tangentes  en  un  point  double  ou  en  un  point  mullîple 
d'ordre  queleonquc  s'obtiennent  sans  difficulté.  Il  suffit  pour  cela 
de  remplacer,  dans  les  équations  générales  de  la  tangente,  /  par  les 
valeurs  de  cette  variable  qui  correspondent  au  point  double  ou  au 
point  multiple. 

Soit,  par  exemple,  une  courbe  d'ordre  m  ayant  un  point  triple, 
au  sommet  tv  du  tétraèdre  de  référence.  Ses  équations  seront  de  la 
forme 

Î':'F,:'F*:  («-■)(<-P)(<-ï>' 
et,  en  appliquant  la  règle  précédente,  on  reconnaît  sans  peine  que 
les  points  où  les  tangentes  au  poiut  triple  rencontrent  le  plan 
«v  =  o  ont  respectivement  pour  coordonnées 


?■(■>, 

*(•), 

?.(*>,    o; 

?.(?). 

<?.(?), 

».(?),    o; 

?.(T). 

f.(T). 

?a(f).     °- 

En  sorte 
dinaire. 

que 

les 

équations  des  tangentes  sont, 

sous 

la  forme 

Sw 

_   y 

?.(*)' 

X 

ï7(T) 

_    y 

=  ilîî): 

?itï>       ?i(Y)       ?i(T) 
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Soit  encore  une  quartique  gauche  ayant  un  point  de  rebrousse- 
ment  au  point  x  et  passant  par  les  autres  sommets  du  tétraèdre  de 
référence.  Les  équations  sont  de  la  forme 

(t  —  z)*  '  t—  p#  t  —  y  '  t  —  8* 

et  Ton  reconnaît  sans  peine  que  la  tangente  au  point  de  rebrous- 
sèment  rencontre  la  face  opposée  en  un  point  qui  a  pour  coordon- 
nées 

at  aj  a± 

a  —  p       a  —  y       a  —  * 

Dans  le  cas  où  la  quartique  considérée  passe  par  deux  autres 
points  ûxes,  a2,  a3,  as,  (î,  y  et  S  sont  des  quantités  connues,  et  a 
est  un  coefficient  variable  (18).  Dans  ce  cas,  le  lieu  du  point  où  la 
tangente  de  rebroussement  perce  le  plan  x  =  o  a  pour  équations 

a.  az  a* 

y  :  z  :  w—     *    •         • 


C'est  donc  une  conique  circonscrite  à  la  face  du  tétraèdre  de  ré- 
férence située  dans  ce  plan. 

24.  La  condition  de  toucher  une  droite  donnée  est  une  condition 
triple.  Si,  par  exemple,  la  droite  zw  est  tangente  à  une  courbe 
gauche  rationnelle,  les  deux  fonctions  f\>f%  auront  en  commun 
un  facteur  (  t  —  a)2  ;  de  sorte  que  les  équations  de  la  courbe  pour- 
ront se  mettre  sous  la  forme 

(*-«)f?i  :('-«)fTi:/i:/*. 

et  elles  contiennent  trois  coefficients  de  moins  que  les  équations 
générales.  Une  tangente  donnée  avec  son  point  de  contact  équivaut 
à  quatre  conditions,  puisqu'alors  on  connaît  la  valeur  de  a  qui 
entre  dans  les  équations  précédentes. 
Les  équations 

:a1(«-P)1(*-Y)1:«»(«-Y)1(«-8)«:fl4(£-8)«(£-.«)1 
représentent  évidemment  une  quartique  gauche  inscrite  dans  un 
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quadrilatère  gauchi- 

iivanl  les  tnén 

es  sommels  que  le  tétraèdre  de 

référence  . 

Les  points  de  cor 

lact  onl  pour 

coordonnées 

o 

o 

».(?-Tl'      «.(«-«' 

*»— XÏ 

"    v> 

Oi(T-ï)1 

o 

",("-?)" 

»,(«-Ô" 

.'1  Ion  a 

o 

..      if> 

-ï)'      («-«" 

(P-T)' 

» 

(,-S)- 

=  o: 

(«—•)> 

lï-51' 

o                  o 

o 

t«-W    (> 

-8)'          o 

donc  ces  quatre  points  sonl  situes  dans  un  même  plan. 

Deux  autres  points  donnés  suffiront  pour  déterminer  la  courbe; 
mais  il  est  facile  de  voir  qu'elle  a  nécessairement  un  point  double, 
et  que,  par  suite,  quinze  conditions  suflisenl  pour  la  déterminer. 
Donc  les  deux  points  donnés  ne  pourront  pas  être  quelconques,  et 
il  devra  exister  entre  leurs  coordonnées  une  relation  qu'il  est  facile 
de  trouver. 

Soient  en  effet  (x,,  j„  z„  w,),  (x3,v3,  -j,  H'a)  les  coordonnées 
des  points  donnés,  que  nous  supposerons  devoir  correspondre  aux 
valeurs  t  =  ■.  oo  et  t  —  o  de  la  variable.  Nous  a 

■^î  : y\  '.  =i  :  »i  =  «i  :  «* :  «i  :  «i 

■*.  :  r,  :  =,  :  «■* = a,  **  p*  :  a,  p»  Y'  :  «»  t' 

d'où,  en  éliminant  </,,  at,  a„  «,,  a,  |3,  y  et  o, 


résultat  qu'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  :  Toutes  les 
quartiques  gauches  unicursales  inscrites  dans  un  quadrilatère 
gauche  et  passant  en  un  point  donné  sont  situées  sur  la  qua- 
drique  déterminée  par  le  quadrilatère  et  le  point  ('). 

('  )  IVote  de  la  Rédaction.  —  Ce  résultat  est  immédiai  si  l'on  remarque  que,  par 
l'une  de  ees  courbes,  passe  une  quadrique,  et  une  seule,  qui  est  évidemment  celle 
de  l'énoncé,  puisque  rctle  surface  et  la  courbe  considérée  onl  neuf  points  com- 
muas. H.  P. 
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IV.  —  Plan  oscillateur. 

25.  Le  plan  osculateur  au  point  t  de  la  courbe  gauche  C  est  le 
plan  mené  par  les  trois  points  infiniment  voisins 

(/i+/W»    A+Adt,    A+Adt,    fi+Adt), 

(fi  +  ^Adt+Aidc,  ft  +  *Adt+Adt*>   ■■■)■ 

Or  ces  trois  points  sont  situés  dans  le  plan  qui  a  pour  équa- 
tions 


(0 


/i  ■+-  «A ■+■ "/; 

:  A  +  «/,  -t-  «y,  :/,  +  "/,  ■+•  •»/;  :/*  ■+-  «A  +  vf„, 


ou  bien,  sous  forme  ordinaire, 


(2) 


a? 

y 

0m 

w> 

/. 

h 

/. 

A 

/,. 

A 

A 

A 

/, 

r. 

A 

r. 

—  o. 


Les  équations  (i)  ou  (2)  sont  donc  celles  du  plan  osculateur. 

Les  points  (/^/i, /„/,),  [fnAïA'f*)  sont  deux  points  du 
plan  osculateur  de  la  courbe  gauche  au  point  (/i,/a,/3,/i). 

26.  On   voit  immédiatement  que  le  plan  osculateur  au  point 
t=.  a  de  la  courbe 


/1 


:  ?i  :  ?s  :  <?* 


a  pour  équation 


y 

?t(«) 


?i(a) 


=  0. 


De  même,  les  plans  osculateurs*au  point  double  (l  =  a,  £  =  (5) 
de  la  courbe 


/. 


(<_a)(£_P)- 


onl  respectivement  pour  équation? 


I         ■ 

H- 

*<•>    *(•> 

*<0 

?;<">  ?'.<"> 

?.(■) 

I  ?.(P) 
I  ?;<p> 


*u»l 


Le   plan  oscillateur  au  point  de  rebroussetnent  {t  =  *)  de  la 
courbe 


a  de  même  pour  équation 


M»)     *<*>     f»W 

mple,  la  quartique  Eauche(23ï 
il,  I  —  At        a,    __    m,  il. 


Suent,  pare 


(t- 


■JF 


Le  plan  oscillateur  au  point  de  rebroussement  ■ 
équation 


i  bien,  en  développant. 


i)  ■  pour 


*)  = 


Si  cette  quartique  passe  en  deux  points  donnés.  iest  nn  coefficient 
variable,  et  Ton  nott  que  le  plan  oseubteur  an  point  de  rebrousse- 
Beat  enveloppe  une  cône  quartique.  dont  la  base  sur  le  plan  r=o 
est  une  conique  circonscrite  à  la  lace  du  tétraèdre  de  référence 
située  dans  ce  pian. 

Le  plan  oôculateur  au  point  f  =  a  de  la  courbe 


A  :Jx 
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tangente  à  l'arête  xy  du  tétraèdre  de  référence  a  pour  équations 


w 


=  o. 


Soit,  par  exemple  (24),  une  quartique  unicursale  tangente  à  un 
quadrilatère  gauche  ayant  mêmes  sommets  que  le  tétraèdre  de 
référence 

ai(*_«)i(*_p)i 

rM'-PW'-Y^M'-YH'-^rM'-W'-^ 

les  plans  osculateurs  de  la  courbe  en  ses  points  de  contact  avec  les 
côtés  du  quadrilatère  ont  pour  équations 


x 


_       y 


y        __ 


«i(«-P)f       MP-Y)"     «t(P-Y)1       «s(T-*) 

Z  W  W  X 


a\i> 


*.(T  — *)*       a4(a-8)"     a4(a-8)*       «^«-p)1' 
ces  quatre  plans  se  coupent  donc  ea  un  même  point. 

27.  Si  x,y,  z  et  w  sont  les  coordonnées  d'un  point  donné  de 
l'espace,  l'équation 


(i) 


x 

A 


y     - 


/l         f\        Jl        JK 

A 


=  o, 


y i    y*    /3 

résolue  par  rapport  à  l,  donnera  les  points  de  contact  des  plans 
osculateurs  menés  à  la  courbe  par  ce  point.  Il  est  facile  de  voir  que, 
dans  le  cas  d'une  courbe  unicursale  d'ordre  m,  cette  équation  est 
d'ordre  3  (  m  —  2  )  en  t. 

Désignons  en  effet  par  A/  la  fonction  définie  par  l'équation  sui- 
vante : 

A/=m/-*/; 

la  fonction  dérivée  A/  est  d'ordre  m  —  1  en  t. 
De  même  la  fonction  A2/,  définie  par  l'équation 

A»/=  A(  A/)  =  (m  -  i)(m/-  if)  -  t(mf-tf)' 
=  m(m  -  1)/-  2  (m  -  1)  */  -+-  **/", 

sera  d'ordre  m  —  2,  cl  ainsi  de  suite. 


Ceci  posé, 


-1*1- 

nnaîl  immédiatement  qu'un  ;i 


/■  fi  A  A 
A  A  A  A 
A    f,    A    A 


V",     V5    V.    VI 

A      A,      A, 


ce  qui  montre  que  l'équation  (i)  est  d'ordre  3 (ai- 


a  )  en  (.  Telle 


est  la  classe  d'une  courbe  gauche  unicursale  d'ordre  m. 

28.  Quand  une  courbe  gauche  unicursale  a  un  point  de  rebrous- 
sement,  sa  classe  diminue  de  deux  unités.  Soient,  en  effet, 

les  équations  d'une  courbe  gauche  ayant  un  point  de  rebrousse- 
ment  pour  /  =  o,  au  point  x.  L'équation  générale  du  plan  oscilla- 
teur est 


/. 

<'?. 

/'=, 

0  ?l 

/. 

(<•?.)' 

<«•*)' 

('"?.)' 

A 

<<*?iP 

(/•;.)• 

C?.)' 

Je  dis  que  t3  est  facteur  dans  le  premier  membre  de  cette  équation. 
It  suffît  pour  s'en  assurer  de  vérifier  que  I1  est  facteur  dans  le  dé- 
terminant 


CM' 


(**•»)' 

('*<?.)' 


ou  simplement  dans  le  déterminant 

le1?.)'    (ï*?4)'  r 

et  on  le  reconnaît  1res  simplement  en  développant  les  termes  de  ce 
déterminant. 

On  démontrerait  de  même  que  si  une  courbe  gauche  unicursale 
d'ordre  m  a  un  point  multiple  pour  lequel  p  branches  de  la  courbe 
ont  la  même  tangente,  la  classe  de  la  courbe  est  égale  à 

3(m-a)-a(/>-i). 
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29.  Un  plan  osculateur  donné  d'une  courbe  équivaut  à  deux 
conditions.  On  exprime  en  effet  que  le  plan 

Ix  4-  m  y  4-  nz  4-  p  w  z=z  o 

oscule  la  courbe  C,  en  écrivant  les  conditions  pour  que  l'équa- 
tion 

ait  trois  racines  égales. 
Autrement,  les  équations 

représentent  évidemment  une  courbe  ayant  un  contact  du  second 
ordre  avec  le  plan  x  =  o,  et  Ton  voit  que  ces  équations  renferment 
deux  coefficients  de  moins  que  l'équation  générale. 

30.  Cherchons,  comme  exemple,  les  équations  d'une  cubique 
gauche  dont  on  donne  six  plans  oscillateurs,  savoir  les  quatre  faces 
du  tétraèdre  de  référence  et  les  deux  plans 

/  x  4-  m  y  4-  n  z  4-  p  w  =  o, 
lxx  4-  mxy  4-  nxz  4-/>i*v  =  o. 

Les  équations  de  la  courbe  seront  de  la  forme 

M<-*)3:M<-P)3:M<-y)3:M<-S)8, 

et  nous  achèverons  de  les  déterminer  en  exprimant  que  chacune 
des  équations 

l  ax(t  — %)*-+- m  at(t  —  $)*-+- n  az(t  —  y)3-+-/>  a4(*  — 8)'=:o, 
'i«i(*  —  a)34-m,rts(^—  $)*-+-  nta3(t  —  y)3-H/>i«4('  —  &)3  =  o 

a  trois  racines  égales. 

Pour  simplifier  les  calculs,  nous  supposerons,  ce  qui  est  permis, 
que  la  racine  triple  de  la  première  équation  doit  être  égale  à  o,  et 
celle  de  la  seconde  à  l'infini. 


Nous  aurons  alors  les  relations 


/fl,l+ll 

ï  a.f.  +«  a,Y  +p  o,S  =  o. 

l  a,B'-t-i] 

a,p*-i-n  n,Y*  +  /'  «tS'^o, 

la^+r 

ï  a,P'+«  «.y'+P  at3J  =  o, 

•      l,at     -w 

i«i     +  /i|tzt     +/»,it     —  °> 

/,  a,  a  -S  n 

,fllfl -H /..a.Y +/»,<*.«=<», 

/.c^'+r 

,a,  p*+ n,  a,  ?'-(-/>,«*  3*  =  o. 

es  trois  premières  on  tire 

/a,  a 

ma^ 

lfJ--fJtï-£)l2- 

h       Cï— *«*—*><•— tî 

Les  trois  dernières  donnent  de  même 


(l'- 

ïHï 

-«»»—»)    n-s)(*-")i»-ï) 

«,ai                                   —  />,«, 

(*— 

■>(•— PMP-»)     («— »(»—• r»rt— •) 

on  a  donc 

/a       mfl       />y       /)î 

v;  -  m,  -  s;  -  « ; 

d'où 

■  = 

i       p       m'     '        «'             />  ' 

(f- 

-T)<T  — *H«  — P)       (n.,«)(n,/>HP,»0 

=  î(«.«)(iW)(Ai»)Kra?. 

en  posant  (fflLfl)  --  m,  n  —  mnt ...,  avec  des  expressions  analogue: 
pour  a3,  «a,  at  ;  les  équations  de  la  courbe  sont  donc  enfin 


("»i«)(«irt (/-i»)  ('-7) 

-2j(«,p)(/>, <)(<>«>(<- ^)' 

ïî Q>,)(/,  »■)(».*)('-  5)' 
-g('-.)(—)(-.')('-Î-> 
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31 .  Cherchons  encore  les  équations  d'une  cubique  gauche  oscula- 
trice  aux  quatre  faces  du  tétraèdre  de  référence  et  passant  en  deux 
points  donnés  (xlf yif  zt,  wt),  (x29 y*t  **,  ^2)  pour  *  =  00  et 
t=  o,  respectivement. 

Les  équations  de  la  courbe  seront  de  la  forme 

et  Ton  aura 

at  :  at  :  a3  :  ak—  xx  :  yx  :  zx  :  wx  ; 

ax  a»  :  a,pJ  :  a3^  :  ak  88  =  xt  :  yt  :  s,  :  w,  ; 
les  équations  de  la  courbe  sont  donc 

m 

Il  y  a  81  solutions,  dont  une  seule  est  réelle. 

32.  Les  équations  d'une  courbe  gauche  étant 

nous  avons  vu  que  les  équations 

sont  celles  de  la  courbe  plane  perspective  de  la  courbe  gauche  sur 
le  plan  w  =  o,  l'œil  étant  placé  au  point  w.  Or,  il  est  évident  que 
les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  de  la  courbe  gauche  qui 
passent  par  l'œil  se  projettent  suivant  les  points  d'inflexion  de  la 
courbe  plane;  ces  points  sont  donc  déterminés  par  l'équation 


/.•  /, 

h 

/,  /, 

A 

=0; 

a  a 

r* 

cette  équation  exprime  ainsi  que  trois  points  infiniment  voisins  de 
la  courbe  gauche  plane  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  rationnelle 'd'ordre  m,  l'équation  ci- 


dessus  peut  être  remplacée  parla 


.-.nlc(S7) 


elle  est  donc  d'ordre  'S  (m —  2);  ainsi,  une  courbe  plane  unieur- 
sale  d'ordre  m  a  3(w — a)  points  d'inilexion.  Un  point  de 
rebroussement  diminue  ce  nombre  de  deux  unités,  et,  en  général, 
un  point  multiple,  dont/-  tangentes  coïncident,  le  diminue  de 
n(p  —  1)  unités. 


V.  —  l'Ians  onvutat/'urs  stationnaîres. 

33.  La  condition  pour  que  quatre  points  consécutifs  d'une 
courbe  gauche  soient  dans  un  même  plaji  s'obtient  en  substituant 
dans  l'équation  du  plan  oscillateur,  qui  contient  trois  points  consé- 
cutifs de  la  courbe,  les  coordonnées  d'un  quatrième  point  voisin, 


(/,  +  3/.  dt  +  if,  fit1  +fi  rf**, 


ce  qui  donne 

/.  /.  /.  /■ 

r,  r,  /,  a 

a  r,  /■  r. 

A  A  a  n 

telle  est  l'équation  qui  détermine  les  points  de  contact  des  plai 
osculateurs  statioooaires. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  courbe  unicursale,  l'équation  c 
dessus  peut  être  remplacée  par  la  suivante  (27)  : 

A'/,      "h      •>"/.      •>'/. 
»■/,      A</,     A'/,     V, 

V,     V,     i/-.     V. 

Donc  elle  est  d'ordre  4(m  —  3)  en  (,  et  l'on  voit  qu'une  courbe 
unicursale  d'ordre  m  a,  en  général,  4  ('"  —  3)  plans  oscillateurs 

stationnâmes. 
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34.  On  démontre  très  simplement  que  si  une  courbe  a  un  point 
de  rebroussement,  le  nombre  des  plans  stationnaires  diminue 
de  trois  unités,  de  sorte  que,  si  une  courbe  a  k  points  de  rebrous- 
sement, et  si  R=  o  est  l'équation  d'ordre  k  en  t  qui  détermine 
ces  points,  l'équation  qui  donne  les  plans  stationnaires  prend  la 

forme 

R3A  =  o, 

et  alors  l'équation 

A  =  o 

est  une  équation  d'ordre  4{m  —  3)  —  3 A*  qui  détermine  les  points 
de  contact  des  plans  stationnaires  véritables. 

De  môme,  si  une  courbe  gauche  unicursale  a  un  point  multiple 
pour  lequel  p  branches  de  courbes  ont  la  même  tangente,  le 
nombre  des  plans  stationnaires  diminue  de  Z(p  —  i)  unités. 

Ainsi  une  quartique  gauche  a,  en  général,  quatre  plans  oscula- 
teurs  stationnaires  ;  si  elle  a  un  point  de  rebroussement,  elle  n'a 
plus  qu'un  seul  plan  stationnaire.  Une  quintique  gauche  ayant 
deux  points  de  rebroussement  a  deux  plans  stationnaires;  une 
sextique  gauche  avant  quatre  points  de  rebroussement  est  de  la 
quatrième  classe  et  elle  n'a  aucun  plan  stationnaire. 

3o.  Un  plan  stationnaire  donné  d'une  courbe  gauche  équivaut  à 
trois  conditions. 

On  obtient,  en  effet,  la  condition  pour  que  le  plan 

Lt  -+-  my  -+-  nz  -hpiv  =  o 

soit  un  plan  oscillateur  stationnaire  d'une  courbe  donnée,  en  ex- 
primant que  l'équation 

a  quatre  racines  égales,  ce  qui  donne  trois  conditions.  Autrement 
les  équations 

(*-*)*?i:/t  :/»:/* 

représentent  évidemment  une  courbe  ayant  pour  plan  osculateur 
stationnaire  x  =  o,  et  l'on  voit  qu'elles  renferment  trois  coeffi- 
cients de  moins  que  les  équations  générales. 
Par  exemple,  les  équations 


-  in  - 

sont  les  équations  générales  d'une  quartique  gauche  rapportée  à 
ses  plans  oscillateurs  stationnaires  supposés  réels. 

Soient  (ï|,7„î„  w,),  (x2,yt,  st,  wt)  deux  point  donnes  de 
la  courbe  correspondant  aux  valeurs  /  =  oo  ,  et  t  —  o  delà  variable, 
nous  aurons 


:/«:* 


-a,  ;  a,  :  a,  ;  ot; 


cl  les  équations  de  la  courbe  sont 


de  même  signe,  6'4  solutions  sont  réelles  et  G.j  sont  imaginaires. 
Dans  le  cas  contraire,  il  n'y  a  aucune  solution  réelle. 

Si,  au  lieu  de  donner  deux  points  pour  achever  de  déterminer  la 
courbe,  on  donne  deux  plans  osculateurs, 

/  x  -H  m  y  ■+-  n  zA-p  w  =  o, 
l1x-{-m1y-t-nlz  -\-pt  w  —  o, 

□ous  aurons  à  exprimer  que  chacune  des  équations 

l  a,  <*-«)»  +  m  a,(ï-p)'  +  «  «.('-* Y  +  P  Mf-8)»  =  o, 
W -«)*-»-  «.  ii(*-P)*-»-»iOi('-T)*+/»ia»(*-*)4  =  o 

a  une  racine  triple. 

Si,  pour  simplifier  les  calculs,  nous  supposons  que  ces  racines 
soient  zéro  et  l'infini,  nous  aurons 


/a,« 

+ 

m  a 

? 

+  n 

f»t*-i-p  a» S" 

/«,. 

+ 

n  a 

pi 

+  n 

o,Y*-f-^  a»  S' 

/a,i 

+ 

■n  a 

P* 

+  n 

a,v*+/>  a»  6* 

/,a, 

n,a 

-t-n 

«1       +/>|Bl 

/,a,a 

4- 

n,a 

P 

+  » 

«.Y  +/>.«*  a 

;,a,i 

-H 

n,a 

P' 

+  « 

«»7'-*-/»i«»S* 
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Les  trois  premières  équations  donnent 

lax  a*  —  ma,  p* 


(P  — T)lT  — «)(*  — P)        (T-*K*-«>(«-7> 


(3  — «)(«— P)(P  — 3)       («  — P)(P  — Y)(ï  — «) 
Les  trois  dernières  donnent  de  même 

l\d\  — mtaf 

(P  — T)(Tf  — 3)(3  — P)  ~  (T-8)(8-«)(a-Y) 
__ n\<*i  __   —Pi<*k 


($_a)(at_p)(P_a)     (a_?)(P_T)(T_a) 

On  déduit  de  là 

/a* mp1 «7* pà* 

/,    ~~  mt   ~~  nt   ""  j5T' 
d'où 

■=V^'  '=V^'  '=v/f'  8=vf 

_  (p-TUT-»)(»-P)  _  i  (\f^J)(\fihp)Wptm) } 

lt  /1  Imnp 

en  posant 

sfnï^n  —  \jmnv  •=  {sjmïn) . . . 

avec  des  valeurs  analogues  pour  a%,  a^,  a*.  Les  équations  de  la 
courbe  sont  donc 

:^(v^)(v^)(v/^)(^^)4 
:  ^v/V)(v/^)(v/^)(^-y/^)4 

VI.  —  Points  d'inflexion  linéaire  et  tangentes  singulières. 

36.  Cherchons  maintenant  les  conditions  pour  qu'il  existe  sur 
une  courbe  gauche  un  point  d'inflexion  linéaire,  c'est-à-dire  un 
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: ,.  .i  ri  i  tel  que  les  deux  points  infiniment  voisins  Je  la  courbe  soient 
situés  avec  lui  sur  une  même  ligne  droite. 

Les  conditions  qui  expriment  que  trois  points  de  la  courbe  sont 
en  ligne  droite  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

if,   /.   /.   /.  il 

/.    /,    /,    A   =°. 

1/,   /*,  r,  a  I 

le  premier  membre  de  celte  équation  représentant  le  système  de 
déterminants  qu'on  obtient  en  omettant  successivement  une 
colonne.  On  a  ainsi  deux  équations  distinctes  entre  lesquelles  on 
éliminera  t  pour  obtenir  la  condition  cherchée. 

37.  Les  équations  du  paragraphe  précédent  expriment  qu'en  un 
point  d'inflexion  linéaire,  le  plan  oscillateur  est  indéterminé.  Si 
donc  il  exisle  sur  une  courbe  un  point  d'inflexion  linéaire,  et, 
l'équation  générale  du  plan  osculaleur  est  divisible  par  t — 3, 
et  par  suite,  elle  n'est  plus  que  du  degré  3(/« — î)  —  i  en  I. 
Ainsi  l'existence  d'un  point  d'inflexion  linéaire  diminue  d'une 
unité  la  classe  de  la  courbe.  Une  quartique  gauche  ayant  un  point 
d'inflexion  linéaire  est  de  la  cinquième  classe;  elle  est  de  la  qua- 
trième classe  seulement  si  elle  a  deux  points  d'inflexion. 

Les  équations 

(*-«)»  *:<*-.)'*  :/■:/» 

représentent  évidemment  une  courbe  ayant  un  point  d'inflexion 
linéaire  pour  t  ==  oc;  la  tangente  d'inflexion  est  l'arête  zw  du  té- 
traèdre de  référence.  Il  résulte  de  là  qu'une  tangente  d'inflexion 
linéaire  donnée  d'une  courbe  gauche  équivaut  à  cinq  conditions;  si 
le  point  de  contact  est  donné,  la  tangente  d'inflexion  équivaut  à 
six  conditions. 

38.  Un  plan  mené  par  une  tangente  d'inflexion  d'une  courbe 
gauche  et  un  point  infiniment  voisin  est  un  plan  stationnaire,  puis- 
qu'il contient  quatre  points  infiniment  voisins  de  la  courbe.  Je  dis 
qu'un  tel  plan  compte  pour  deux  dans  le  nombre  des  plans  station- 
naires  de  la  courbe  gauche. 
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Soient  en  effet 


«*?!:''?.:/»:/* 


=  o. 


les  équations  d'une  courbe  gauche  ayant  un  point  d'inflexion  pour 
/  =  o.  Les  plans  stationnaires  sont  donnés  par  l'équation 

(<'?.)'       (<»<?.)'      A     A 

(<w   <«•*)'  a  a 

Pour  reconnaître  que  t2  est  facteur  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation,  il  suffit  de  vérifier  qu'il  est  facteur  dans  le  déter- 
minant 

(*•?!)'       CVPi)- 

ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

Ainsi,  une  quartique  gauche  ayant  deux  points  d'inflexion 
linéaire  n'a  pas  d'autre  plan  stationnaire  que  les  plans  osculateurs 
en  ces  deux  points. 

39.  Plus  généralement,  les  équations 

représentent  une  courbe  unicursale  ayant  un  contact  d'ordre  n  —  i , 
pour  t  =  cl,  avec  l'arête  zw  du  tétraèdre  de  référence  ;  la  classe  de 
cette  courbe  est  égale  à  3 (m  —  2)  —  (n —  2),  et  le  nombre  de  ses 
plans  osculateurs  stationnaires  est  égal  4 

4(/w  —  3)  —  2(n  —  2). 

En  outre  de  ces  plans,  il  existe  un  plan  ayant  avec  la  courbe 
un  contact  d'ordre  n  au  point  l  =  <x;  l'équation  de  ce  plan  est 


x 


_    r 


?l(«)  ?!(«)' 

il  compte  pour  2(71  —  2)  plans  stationnaires  ordinaires. 

40.  Par  exemple,  les  équations 

(*-«)»(t-p)»' 


IX. 


0)*:  (*  —  ï)n(t  —  *)n 

10 


représentent  une  courbe  gauche  d'ordre  in,  ayant  un  contact 
d'ordre  H  —  i  avec  les  cotés  du  quadrilatère  gauche  xyziv.  Les 
points  de  contact  ont  respectivement  pour  coordonnées 


("-?)• 

(«'— »J> 

o 

o 

W—  if 

(?-») 

?>■ 

o 

0 

f»-«) 

■)" 

<«—,)■ 

u 

o 

„  o  <P-ï>"      (?-■)" 

-«)•      (i-j)"  o  o 


Donc  ces  quatre  points  sont  situés  dans  un  même  plan, 
l-cs  plans  osculalcurs  de  la  courbe  en  ces  points  ont  respective- 
ment pour  équations 


(,-!)• 


(8-. 


et  l'on  voit  qu'ils  se  coupent  en  un  méi 
données 

<*-P>",     (Y-P)".     (T-< 


:  point  ayant  pour  coor- 
(24)    et  (26)   pour  la 


Les    résultats   obtenus   précédemmenl 
quartique  gauche  sont  des  cas  particuliers  des  théorèmes  qui  pré- 
cèdent. 


-  Plans  surosculateurs. 


■Il  ■  On  oblient  d'une  manière  générale  les  conditions  pour  que 
le  plan 

/ x  -+-  m  y  ■+■  n  s  -i-  pw  —  o, 
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ail,  avec  la  courbe  gauche  unicursale  G,  un  contact  d'ordre  n  —  i , 
en  exprimant  que  l'équation 

a  n  racines  égales,  ce  qui  donnera  n  —  i  conditions. 
Il  est  évident  que  les  équations 

représentent  une  courbe  ayant  avec  le  plan  x  =  o  un  contact  d'ordre 
n  —  i  pour  t=  a;  et  Ton  voit  qu'un  plan  donné  ayant  avec  la 
courbe  un  contact  d'ordre  n  —  i  équivaut  à  n  —  i  conditions. 
Par  exemple,  les  équations 

ax  (t  —  a)™  :  at(i  —  P)*  :  a,(/  —  y)*  :  ak(t  —  *)~ 

représentent  une  courbe  unicursale  d'ordre  m  ayant  avec  chacune 
des  faces  du  tétraèdre  de  référence  un  contact  d'ordre  m  —  i . 
Les  points  de  contact  ont  pour  coordonnées 

o  «î(«—  ?)m      «»(*  —  ï)m      a4(a  — 8)w 

«!(?-«)"•  o  o,(?-ï)'»      a4(P  — «)"• 

Si  m  est  un  nombre  impair,  on  a 


m 


o  «,(P-Y)m      «*(P-*)m. 

af(8-P)      «,(«-7)"  o 


=  o, 


ce  qui  montre  que  les  points  de  contact  de  trois  des  faces  du  té- 
traèdre sont  dans  un  même  plan  avec  le  sommet  correspondant. 
Comme  cas  particulier,  les  points  de  contact  de  trois  plans  oscilla- 
teurs d'une  cubique  gauche  sont  dans  un  même  plan  avec  leur 
point  d'intersection. 

42.  Deux  points  donnés,  (^f,j,,^,,  cv«),  (x2,  yl9  zif  w,)  delà 
courbe  suffisent  pour  la  déterminer  complètement.  On  peut  sup- 
poser en  effet  que  ces  points  correspondent  aux  valeurs  /=oo  et 


-  m  - 

/  =  ii  ilt  Ih  variable,  et  les  équations  de  la  combe  sont 

llî.    Le  plan  osculateur  de  la  courbe  a  pour  équation 

«,<<_»)••           «,(<-?>"          o.ll-T)»           o.(l-S)- 
»,((.—•>*-<      «.('-r-V-1      «,(l-ï>""      «,((-!)—' 
»,(<-«)—'      »,(<-?)"-■      o,(l—  7I— ■      n,(t  —  Jl— ■ 

■a  bien,  en  développant  le  premier  membre. 

-"-(p  — rK-f  —  3>f3  —  ?>          (T-8)(i-«l(»-YI 
<",K-«)—                 '            «,(<-P|— ■ 
.|8-»)(»-pi|J-î)        ■  (,_jn<!>— ,)(,-«> 

' 

M*— Jl"  '                      «i(<  —  8)"-" 

■qualion  du  degré  3<  wi  —  2),  ainsi  que  cela  doit  être. 

Les  plans  oscillateurs  stationnaires  de  la  courbe  sont  donnés 
par  l'équation 

-a)»-'      (t-p)»-'      (I  — t)— ' 

_«)«-»      (*_£)»-»      (*_Tf)— « 

qui,  développée,  devient  simplement 

(/_.)■- <((_P)— i(|_T)— i(«_B)— 1  =  0; 

la  courbe  n'a  donc  pas  d'autre  plan  stalionnaire  que  ses  plans 
surosculatcurs.  L'on  voit  en  outre,  et  il  est  facile  de  démontrer 
directement,  qu'un  plan  sutosculateur  ayant  avec  la  courbe  un 
contact  d'ordre  m — i  tient  la  place  de  m — 3  plans  station- 
naires. 
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VIII.  —  Développable  osculatrice. 
ii.   Si,  dans  les  équations  générales  de  la  tangente 

A  -*-  "/i  :  A  +  «/,  :/»  -+-  «/3  :/*  -+■  "A» 

on  regarde  t  et  u  comme  des  variables  indépendantes,  ces  équa- 
tions représenteront  la  développable  osculatrice  de  la  courbe 
gauche  C. 

Nous  obtiendrons  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  iv  =  o, 

f 
en  faisant  a  = —  -£-•>  ce  qui  donne 

*  :y  :  *  =  (/i/»)  :  (AT») :  (AA)- 

Chacun  des  déterminants  qui  entrent  dans  cette  équation  est 
d'ordre  2  (m —  i)  en  t;  donc  la  section  plane  de  la  développable 
osculatrice  et  par  suite  la  développable  elle-même  sont  d'ordre 
a(m— i)  (22). 

La  classe  de  la  développable  est  égale  à  celle  de  la  courbe  elle- 
même,  c'est-à-dire,  en  général,  à  3(/n  —  a). 

Un  point  de  rebroussement  diminue  d'une  unité  l'ordre  de  la 
développable,  et  de  deux  unités  sa  classe. 

Un  point  multiple  tel  que  p  branches  de  courbe  qui  s'y  croisent 
ont  la  môme  tangente  diminue  l'ordre  de  la  développable  oscu- 
latrice de  p  —  i  unités  et  sa  classe  de  2  (p  —  1). 

Aussi,  la  développable  osculatrice  d'une  cubique  gauche  est  du 
quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe;  celle  d'une  quartique 
unicursale  générale  est  du  sixième  ordre  et  de  la  sixième  classe; 
celle  d'une  quartique  ayant  un  point  de  rebroussement  est  du 
cinquième  ordre  et  de  la  quatrième  classe;  celle  d'une  quintique 
ayant  deux  points  de  rebroussement  est  du  sixième  ordre  et  de  la 
sixième  classe,  etc. 

45.  La  section  plane  de  la  développable  osculatrice  étant  une 
courbe  unicursale  d'ordre  im  —  2,  elle  a  en  général 

(2/tt  —  3)(2/W— -  4)  ,  a 

- —  —  2  m2  —  7  m  -4-  6 

2 


points  doubles  ou  points  de  rebroussemenl.  Or  il  est  facile  de 
voir  que  les  points  de  la  courbe  gauche  situés  dans  le  plan  de  la 
section  sont  des  points  de  rebrousse  ment  de  cette  section.  Soient, 
par  exemple, 

les  équations  d'une  courbe  gauche  qui  passe  par  le  sommet  xdu 
tétraèdre  de  référence,  pour  t  =  o.  Les  équations  de  la  section  de 
la  développable  osculatrice  parle  plan  iv  =  o  étant,  en  général, 

(/,/,)  :(/./J  :</./,). 

on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  deux  déterminants  contiennent 
ts  en  facteur. 

Donc  une  section  plane  de  la  développable  osculatrice  a  en  gé- 
néral 

îff«»-8nn-6=a(m-i)(m-3) 

points  doubles  autres  que  ses  points  de  rencontre  avec  son  arête 
de  rebroussemenl.  Il  existe  donc  sur  la  développable  une  courbe 
double  d'ordre  a(m  —  i)(»n  —  3). 

Ainsi  la  développable  osculatrice  d'une  cubique  gauche  n'a  pas 
de  courbe  double;  celle  d'une  quartique  gauche  unicursale  a  une 
courbe  double  du  sixième  ordre,  etc. 


46.  Si  la  courbe  gauche  a  k  points  de  rebroussemenl,  l'ordre  de 
sa  développable  osculatrice  est  égal  à 


et  l'ordre  de  sa  courbe  double  est  égal  à 
(am_*_3)(am-*-$) 


■  )(« 


-3)- 


Un  point  de  rebroussemenl  diminue  donc  de  im  —  4  unités 
l'ordre  de  la  courbe  double  de  la  développable  osculatrice  d'une 
courbe  gauche  unicursale  ;  deux  points  de  rebroussement  dimi- 
nuent cet  ordre  de  4"'  —  9  unités,  etc.  Ainsi  la  développable  os- 
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culatrice  d'une  quintîque  gauche  ayant  un  point  de  rebrou ssemenl 
a  une  conique  double  ;  la  courbe  double  de  la  développable  oscula- 
trice  d'une  quintique  gauche  ayant  deux  points  de  rebroussement 
est  du  cinquième  ordre  ;  celle  relative  à  une  sextique  gauche  ayant 
quatre  points  de  rebroussement  est  du  quatrième  ordre,  etc. 

c 

47.  Une  tangente  d'inflexion  linéaire  d'une  courbe  gauche  est 
une  arête  de  rebroussement  de  la  développable  osculatrice. 

En  effet,  les  équations  de  la  courbe  étant 

celles  de  la  développable  osculatrice  sont 

t^x  -*-  u{t**xy  :  ^t  +  Mt^tl'i/j  +  tf/,  :/* +- uj\, 

et  la  section  par  le  plan  quelconque  w  =  o  a  des  équations  de  ta 
forme 

Il  en  résulte  qu'un  point  d'inflexion  linéaire  diminue  d'une  unité 
l'ordre  de  la  courbe  double  de  la  développable  osculatrice.  Par 
exemple,  la  développable  osculatrice  d'une  quartique  gauche  ayant 
deux  points  d'inflexion  linéaire  a  une  courbe  double  du  quatrième 
ordre.  Une  section  plane  de  cette  surface  a  quatre  points  doubles 
et  six  points  stationnaires. 

IX.  —  Nombre  maximum  des  points  doubles 
d'une  courbe  gauche. 

48.  Nous   avons  vu  qu'une    courbe   unicursale    d'ordre    m   a 

(m  —  \)(m — a)        .  111  1  1 
points  doubles  apparents  dont  plusieurs  peuvent 

devenir  des  points  doubles  effectifs  ou  des  points  de  rebrousse- 
ment. Nous  allons  chercher  quel  est  le  nombre  maximum  des  points 
doubles  effectifs  d'une  courbe  unicursale  d'ordre  m  (l). 


(  '  )  Note  de  la  lié  ci  action.  —  Il  est  évident  que  ce  maximum  aura  lieu,  lorsque 
le  nombre  des  points  doubles  apparents  atteindra  son  minimum.  Or,  M.  Halphen 
a  établi  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXX, 
p.  38 1)  que  ce  dernier  est  égal,  pour  une  courbe  gauche  quelconque,  au  plus  grand 


Une  telle  courbe  peut  toujours  être  considérée  comme  l'inter- 
section partielle  de  deux  surfaces  algébriques,  d'ordre  jt  el  /  res- 
pectiTement.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  en  outre  soivanl  une 
courbe  C  d'ordre  m,  et  l'on  a 

Si,  d'ailleurs,  on  désigne  par  À  el  A'  les  nombres  des  points 
doubles  appparents  des  courbes  C  el  C  respectivement,  on  a 
(Su-xos,  Gtometry  of  titrée  dimensions,  seconde  édition,  p.  373) 

, „      fut  — «')f  u.  — I  )<»  —  !> 


Le  maximum  du  nombre  des  points  doubles  effectifs  de  la 
courbe  B  correspond  évidemment  au  minimum  de  A.  Or  on  a,  en 
remplaçant  v  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (0, 

(»-»'X,.-.>(=^-'-i) 


Cherchons  le  minimum  du  produit 

,.,  (,_„(^_,) 

pour  une  valeur  connue  de  m'.  Si  l'on  prend  la  dérivée  de  ce  pro- 
duit par  rapport  à  fx,  et  qu'on  l'égale  à  zéro,  il  vient 


entier  continu  dans 


(=?)■ 


sujet,  notre  Mémoire  s 


le*  courba  gauche*  algébrique*  {Bulletin,  t.  I,  p.  1G9.)  Il  soit  de  11  que  le  nombre 
cherché  est  égal  an  pins  grand  entier  contenu  dans 
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Il  est  facile  de  voir  que  la  valeur  négative  de  |x  correspond  à  un 
minimum,  et  la  valeur  positive  à  un  maximum.  Et  comme  p.  est 
nécessairement  un  nombre  entier  positif,  on  voit  qu'on  obtiendra 
le  minimum  de  l'expression  (a)  et,  par  suite,  celui  de  A,  en  faisant 
jjL=  a.  (Nous  excluons  le  cas  de  [x=  o,  qui  ne  signifie  rien,  et 
celui  de  [jl  =  i,  qui  est  relatif  aux  courbes  planes.) 

Donc  le  nombre  minimum  des  points  doubles  apparents  d'une 
courbe  gauche  unicursale  et,  par  suite,  le  nombre  maximum  de 
ses  points  doubles  effectifs  correspondent  au  cas  où  la  courbe  est 
tracée  sur  une  quadrique. 

Or,  si  une  courbe  gauche  d'ordre  m  tracée  sur  une  quadrique 
rencontre  en/?  points  les  génératrices  de  cette  surface  et  en  q  points 
ses  directrices,  le  nombre  des  points  apparents  de  cette  courbe  a 
pour  expression  (Chàsles) 

£=  P(P  —  0-ha(g  —  0 

2 

avec  la  relation 

p  -\-qz=.m. 

Si  m  est  un  nombre  pair,  le  minimum  de  h  s'obtient  en  faisant 
p  =  q  =  —  j  et  il  est  égal  à 

H_  m(m  —  a) 

Si  m  est  impair,  le  minimum  a  lieu  pour 

m  -\-i               m  —  i 
p  = ,     q= , 


et  il  a  pour  expression 


Hl___ 


On  a  d'ailleurs 

(m  — i)(m— -a)       m(m— -a) (m  —  a)1 

*  4        ~~ 4       ' 

(m  —  i)(m  —  a)       (m  —  i)s  __  (m —  i)(m  — 3) 

ï  4      -  4 

Donc,  enfin,  le  nombre  maximum  des  points  doubles  effectifs 


d'une  courbe  gauche  unïcursale  d'ordre  m  a  pour  expression 
8_  <«-»)■ 


lorsque  m  est  un  nombre  pair,  et 


8i  = 


mpair. 

iche  a,    au  plus,    un  point  double,  une 
,  une  sexlique  gauche  quatre,  et  ainsi  de 


lorsque  m  est  un  nombre 

Ainsi  une  quartique  g 
qtiintique  gauche  deux, 
suite. 

L'équation  (i)  montre  que,  si  m  est  pair,  on  pourra  prendre 
pour/w'  un  nombre  pair  quelconque  pour  obtenir  une  courbe  ayant 
le  plus  grand  nombre  possible  de  points  doubles  effectifs  ;  de  même, 
si  m  est  un  nombre  impair,  on  pourra  prendre  pour  m'  un  nombre 
impair  quelconque.  La  quantité  A' a  pour  minimum  dans  le  premier 


et  dans  le  second  cas 


4 


X.  —  Divisions  homo graphiques  tracées  sur  une  courbe  gauche 
unicursale. 


fit*)  :/«(')  :/»(')  :/.(«), 

tes  équations  de  deux  courbes  gauches  unicursales,  d'ordres  m  et 
m' respectivement.  Les  équations  de  la  droite  qui  jointdeux  pointa 
f  et  t  de  ces  courbes  sont 

(')A(i)+«T1W:/.(0  +  «î.('):/1(')  +  «î«<-):/ao  +  «ï.(')- 

Si  l'on  établit  entre  t  et  t  une  relation  quelconque,  les  équa- 
tions (i)  représenteront  une  surface  gauche  qui  contient  les  deux 
courbes  données. 
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Si  la  relation  entre  t  et  x  est  de  la  forme 

(2)  *?-hA*-i-Bt-i-C  =  o, 

à  un  point  de  la  première  courbe  correspondra  un  seul  point 
de  la  seconde  et  réciproquement.  Nous  dirons  alors  que  les  points 
t  et  t  forment  sur  les  deux  courbes  des  divisions  homographiques. 

Dans  ce  cas,  les  équations  (1)  représentent  une  surface  réglée 
d'ordre  m  -+-  m'. 

On  obtient  en  effet  les  équations  de  la  section  de  cette  surface 
par  le  plan  tv  =  oen  faisant 

„-     ùiîl 

ce  qui  donne 

x\y\  *=/,(0T4(*0-/*(0?i(*)  :  •  •  •> 

et  si  Ton  remplace  t  par  sa  valeur  en  fonction  de  t  tirée  de 
l'équation  (2),  les  équations  ci-dessus  seront  d'ordre  m  •+-  m' en  t. 

Ainsi  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  de  deux  divi- 
sions homographiques  formées  sur  deux  droites  quelconques  en- 
gendre une  quadrique. 

Si  les  divisions  sont  faites  sur  une  droite  et  sur  une  conique,  la 
surface  réglée  est  du  troisième  ordre,  etc. 

50.  Le  plan  tangent  de  la  surface  gauche  en  un  point  t  de  la 
première  courbe  a  pour  équation 

x  y  z  w 

/i(0  /•(<)  /»(0  /*(0 
A(0  /,(0  A(0  /4(0 
?i(*)     ?î('c)     ?»C0     ?*(*) 

Cette  équation  est  évidemment  d'ordre  2m-\-mf — 2  en  t; 
donc  le  plan  tangent  en  question  enveloppe  une  surface  dévelop- 
pablc  de  la  classe  im-\-m!  —  2. 

De  même  les  plans  tangents  de  la  surface  gauche  aux  différents 
points  de  la  seconde  courbe  enveloppent  une  surface  développable 
de  la  classe  2  m' -H  m  —  2. 

51.  Soient  maintenant  deux  points  /  et  z  d'une  même  courbe 


=  0. 


gauche  C  liés  entre  eux  par  ta  relation  d'homographie 

nous  dirons  que  ces  points  forment  sur  la  courbe  deux   divisions 
homographiques. 

Quand  on  a  ainsi,  sur  une  même  courbe,  deux  systèmes  de  points 
homographiques,  il  existe  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  deux 


points 


.   considéré 


appartenant 


k  l'un  des  systèmes,  coïncide  avec  son  homologue  dans  l'autre. 
Si  l'on  fait,  en  effet,  dans  l'équation  (i),  t  =  -,  il  vient 


double. 


*'  +  (A-t-B)6-i-C=o, 
du  second  degré,  dont  chaque  racine  foi 


52.  La  droite  qui  joint  les  points  correspondants  de  deux  divi- 
sions homographiques  formées  sur  une  même  courbe  unicur- 
sale  d'ordre  m  engendre  une  surface  gauche  S  dont  l'ordre  est 
égalàafm  — i). 

En  effet,  cette  surface  a  pour  équations 

/,(0  +  «/«(*):/i(0-r- «/".(*):...■ 

Ses  points  d'intersection  avec  la  droite 

«ie  +  bi  '  a*8  -•-  *i  :  c»e  -+-  b,  •  rt*8  +  b* 
sont  donnés  par  l'équation 

Ait)    /,(t)    /,(o    /,(i) 

/.(t)      /,(t)      /,(t)      A(t) 

a,  «,  a,  at 

b,  b,  é,  /\ 

dans  laquelle  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  sont  de  la  forme 

A  (("t"-'  —  t«-"t*)  —  A  (*  —  t)  p»-1t*-', 

Mais  le  premier  membre  est-  divisible  par  t  —  t.  Si  l'on  fait  la 
division,  le  terme  de  l'ordre  le  plus  élevé  prend  la  forme  \C"~'  im~  ' . 
Si  donc  en  remplace  ensuite  t  par  sa  valeur  en   fonction  de  t, 
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tirée    de   l'équation    d'homographie,    on    obtient   une  équation 
d'ordre  a  (m  —  i)  en  t. 

La  surface  2  contient  évidemment  les  tangentes  à  la  courbe  aux 
points  doubles  des  divisions  homographiques. 

53.  La  courbe  C  est  évidemment  une  courbe  double  de  la  sur- 
face gauche  2;  en  chaque  point  a  de  cette  courbe,  la  surface 
a  deux  plans  tangents  qui  ont  respectivement  pour  équations 


et 


a: 

y 

A* 

W 

/.(«) 

/.(«) 

/»(«) 

/*(«) 

/,(«) 

/,(«) 

/,(«) 

/«(«) 

A(b) 

ft(b) 

/.<*) 

/»(*) 

X 

y 

M* 

W 

/«(«) 

/,(«) 

/.(«) 

/»(«) 

/,(«) 

/,(«) 

/,(«) 

/*(«) 

A(c) 

Me) 

M") 

/*(c) 

=  o, 


=  o, 


6  et  c  étant  les  homologues  du  point  a  considéré  comme  apparte- 
nant successivement  au  premier  et  au  second  système  des  divi- 
sions homographiques. 

Aux  points  doubles  des  divisions  homographiques,  ces  deux 
plans  se  confondent  en  un  seul;  donc,  les  points  en  question  sont 
des  points  de  rebroussement  de  la  surface  gauche,  les  plans  tan- 
gents de  rebroussement  sont  les  plans  osculateurs  de  la  courbe. 

54.  Si  deux  divisions  homographiques  formées  sur  une  courbe 
sont  telles  que  deux  points  homologues  t  et  t  sont  réciproques,  on 
dit  que  les  divisions  sont  en  involution.  L'équation  d'homographie 

est  alors 

h  +  A(f  +  i)  +  B=o; 

elle  ne  contient  que  deux  coefficients  arbitraires,  de  sorte  que  deux 
groupes  de  points  conjugués,  par  exemple  les  deux  points  doubles, 
suffisent  pour  définir  une  involution. 

La  droite  qui  joint  deux  points  homologues  d'une  involution 
formée  sur  une  courbe  gauche  unicursale  d'ordre  m  est  une  sur- 
face gauche  S  d'ordre  m  —  i . 


On  verrait  en  effet,  comme  précédemment,  que  les  points  d'in- 
tersection de  la  surface  avec  une  droite  quelconque  sont  donnés 
par  une  équation  du  degré  sflM —  i)  en  (;  mais,  si  t  est  une  ra- 
cine de  celte  équation,  le  point  homologue  t  en  sera  évidemment 
une  autre,  et  il  est  clair  que  ce  couple  de  racines  ne  donnera 
qu'une  génératrice  de  S,  et,  par  suite,  qu'un  seul  point  d'intersec- 
tion avec  la  droite  considérée.  On  n'a  donc  que  m  —  i  points  d'in- 
tersection en  tout,  et  tel  est  par  suite  l'ordre  de  2. 

Ainsi,  la  droite  qui  joint  les  points  homologues  d'une  involu- 
lion  sur  une  cubique  gauche  engendre  une  quadrique.  Une  seconde 
division  en  involution  déterminera  une  seconde  quadrique;  mais 
on  reconnaît  sans  peine  que  deux  divisions  en  involution  sur  une 
même  courbe  ont  un  couple  de  points  homologues  communs;  donc 
les  deux  quadriques  ont  une  droite  commune. 

Deux  involutions  formées  sur  une  quartique  unicursale  déter- 
minent de  même  deux  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  ayant 
une  droite  commune.  L'intersection  de  ces  deux  surfaces,  qui  est 
du  neuvième  ordre,  comprend  donc  cette  droite,  ta  courbe  donnée 
et  une  seconde  quartique. 

La  surface  gauche  S  contient  évidemment  les  tangentes  de  la 
courbe  C  aux  points  doubles  de  l'involutton  ;  ses  plans  tangents  en 
ces  deux  points  sont  les  plans  osculateurs  de  la  courbe. 

35.  Les  plans  tangents  de  la  surface  S  aux  différents  points  de 
la  courbe  C  enveloppent  une  surface  développable  A  dont  je  vais 
calculer  la  classe. 

L'un  de  ces  plans  tangents  a  pour  équation 


/■<«>  /.(')  /.(')  A<»> 
/,(')  /,(')  /,(')  /,(<) 
/,(')     /.(')    /iW     /.(') 

Cette  équation  est  d'ordre  a{m —  1}  en  tel  d'ordre  m  en  t; 
mais  on  reconnaît  sans  peine  que  son  premier  membre  est  divi- 
sible par  (t  —  t)s.  Si  donc  on  supprime  ce  facteur  et  qu'on  rem- 
place t  par  sa  valeur  en  fonction  de  /,  on  obtiendra  une  équa- 
tion d'ordre  3(m  —  2)  en  /;  donc  l'ordre  de  la  développable  A 
est  égal  à  3(m  —  a). 
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56.  Si  une  courbe  gauche  a  un  point  double  et  que  les  valeurs 
li  et  tt  de  la  variable  qui  correspondent  à  ce  point  soient  un  groupe 
d'une  involution  formée  sur  la  courbe,  la  surface  gauche  engendrée 
par  les  droites  qui  joignent  deux  points  homologues  de  l'involution 
est  d'ordre  m  —  a.  En  effet,  dans  ce  cas,  l'équation  d'ordre 
a  (m  —  i)  en  t,  qui  détermine  les  génératrices  de  la  surface  gauche 
situées  dans  un  même  plan  avec  une  droite  donnée  est  évidemment 
satisfaite  pour  t=?  t{  et  t=  t%  ;  en  supprimant  de  cette  équation  les 
facteurs  t —  ii9  t  —  tty  son  degré  devient  égal  ia(m  —  a),  ce  qui 
montre  que  l'ordre  de  la  surface  gauche  est  égal  km  —  a. 

Si,  par  exemple,  on  a  sur  une  quartique  gauche  à  point  double 
un  système  de  points  en  involution,  dont  le  point  double  forme  un 
.  groupe,  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  de  l'involution 
engendre  une  quadrique. 

Il  en  est  de  même  évidemment  si  le  point  double  est  remplacé 
par  un  point  de  rebroussement  qui  soit  un  point  double  de  l'in- 
volution considérée. 

La  présence  de  deux  points  doubles  parmi  les  groupes  d'une  in- 
volution formée  sur  une  courbe  réduira  de  même  à  m  —  3  le  degré 
de  la  surface  gauche  engendrée  par  la  droite  qui  réunit  deux 
points  correspondants  de  l'involution.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une 
involution  déterminée  sur  une  quintique  gauche  ayant  deux  points 
doubles,  par  ces  points  doubles  eux-mêmes,  la  surface  engendrée 
est  une  quadrique. 

57.  Cherchons  enfin  l'ordre  de  la  surface  gauche  S  engendrée 
par  une  droite  qui  rencontre  en  trois  points  une  courbe  gauche 
nnicursale  d'ordre  m. 

Soient  t  et  t  deux  des  points  de  rencontre  de  la  droite  mobile, 
dans  l'une  de  ses  positions,  avec  la  courbe  donnée.  Les  points  de 
rencontre  de  la  surface  S  avec  une  droite  quelconque 

afi  h-  bx  :  a,ô  -+-  bt  :  a3ô  -+-  b%  :  a40  -h  bk 
seront  donnés  par  l'équation 

/i(0     A(0     /i(0    /♦(<) 
/i<*)    /t(*)    /iCO    /*(*) 

a{  nt  «3  a± 

|      b\  bt  b3  b> 


(i) 


=  o. 


ë 


Mais,  (  étant  un  point  donné  de  la  courbe,  le  cdne  qui 
sommet  en  ce  point  et  s'appuie  sur  la  courbe  est  d'ordre  m  - 


arêtes  doubles.  Chacune  de  ces  droites  rencontre  la  courbe  en  deux 
points  -;  donc  l'équation  qui  lie  les  valeurs  t  et  t  de  la  variable  qui 
entrent  dans  l'équation  (i)  est  d'ordre  (m  —  a)(m  —  3)  par  rap- 
port à  -,  et,  comme  elle  est  évidemment  symétrique  par  rapport 
à  £  et  t,  elle  est  de  la  forme 

(a)  A((-t)i"-')i*-^-h...=o, 

les  termes  négligés  étant  d'ordre  inférieur  au  premier. 

Mais  l'équation  (i)  est  elle-même  symétrique  en  (  et  t  et  de  la 
forme 

Ci)  \'(t  —  T)"-'-f-    ...=0. 

Il  est  facile  maintenant  de  trouver  le  degré  de  l'équation  en  / 
résultant  de  l'élimination  de-:  entre  les  équations  (2)  et(3). 

Considérons  en  effet  dans  ces  équations  /  et  ?  comme  des  coor- 
données cartésiennes.  L'équation  (2)  représentera  alors  une  courbe 
plane  d'ordre  a(m —  z)(m  —3)  ayant  un  point  multiple  d'ordre 
(m  —  3)(m  —  3)  à  l'infini,  dans  la  direction  de  chacun  des  axes. 

De  même  l'équation  (3)  représentera  une  courbe  d'ordre 
2  (m —  1)  ayant  des  points  multiples  d'ordre  m  —  ■  à  l'infini  sur 
les  axes. 

Ces  courbes  ont 

4(m-i)(i»-a)(in-3) 
points  communs. 

Mais  de  ce  nombre  il  y  a  lieu  de  retrancher  les  points  à  l'infini, 
qui  représentent 

3(ra-i)(m-a)(m-3) 

points  de  rencontre  ordinaires  ;  il  reste  donc  seulement 

2(m-i)(m-2)(m-3) 

points  de  rencontre  à  distance  finie. 

Remarquons  en  outre  que,  les  deux  courbes  étant  symétriques  par 
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rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  positif  des  axes,  à  un  point  de 

rencontre  (*,t)  en  correspond  un  autre  (t,  t);  il  n'y  a  donc  en 

réalité  que  (m — i)(m —  a)(m  —  3)  points  de  rencontre  donnant 

des  génératrices  distinctes  de  la  surface  gauche.  Comme  d'ailleurs 

chaque  génératrice  rencontre  la  courbe  en  trois  points,  on  n'obtient 

en  réalité  que 

(m  —  0(m  —  2)  (m  —  3) 

3 

points  de  rencontre  de  la  droite  considérée  avec  la  surface 
gauche  2.  Tel  est,  par  suite,  l'ordre  de  cette  surface  (l).  Par 
exemple,  une  corde  qui  s'appuie  en  trois  points  d'une  quartique 
gauche  unicursale  décrit  une  quadrique;  les  cordes  triples  d'une 
quintique  gauche  unicursale  générale  engendrent  une  surface 
gauche  du  huitième  ordre,  ayant  la  quintique  pour  courbe  triple. 

58.  Si  une  courbe  unicursale  d'ordre  m  a  un  point  double,  le 
cône  d'ordre  m  —  2,  qui  a  son  sommet  en  ce  point  et  s'appuie  sur 
la  courbe,  fait  évidemment  partie  du  lieu  des  cordes  triples  ;  donc 
l'ordre  de  la  surface  gauche  S  est  diminué  de  m  —  2  pour  chaque 
point  double.  Ainsi,  pour  une  quartique  gauche  à  point  double, 
S  est  d'ordre  zéro,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  cordes  triples 
que  celles  qui  passent  au  point  double.  Pour  une  quartique  gauche 
ayant  deux  points  doubles,  2  est  une  quadrique;  pour  une  sextique 


(*)  Note  de  la  Rédaction.  —  Plus  généralement,  on  sait  que  le  degré  de  la  sur- 
face, lieu  des  sécantes  triples  d'une  courbe  gauche  du  degré  m,  à  A  points  doubles 
apparents,  est  égal  à 


(m  —2)  I  h  —  ^m(m  —  1)  I 


l'ordre  de  multiplicité  de  la  courbe  étant  d'ailleurs  h  —  m  -+-  2. 

Pour  h  =  -  (m  —  1)  (m  —  2),  on  a  résolu  le  problème  posé  par  l'auteur.  On  peut 

aussi,  si  l'on  veut,  chercher  le  nombre  des  sécantes  quadruples  d'une  courbe  gauche 
unicursale  du  degré  m.  Il  est  égal,  en  général,  à 

-  h(h  —  f\ttt  -hii) j  m(m  —  2)  (m  —  3)(/n  —  i3). 

Pour  h  —  -  (m  —  1)  (m  —  2),  on  trouve 

-^(m-2)(m-3)3(/n-4).  ,j    p 

IX.  Il 
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gauche  avant  quatre  points  doubles,  S  est  une  surface  gauche  du 
quatrième  ordre,  etc. 

Dans  un  prochain  Mémoire,  nous  étudierons  les  propriétés  des 
courbes  gauches  nnicursales  du  quatrième  et  du  cinquième  ordre. 


Note  sur  une  formule  de  Gatlttf  par  M.  N.  Somkk. 
(Séance  du  |S  juillet  1881.) 
La  propriété  fondamentale  et  la  plus  simple  de  la  fonction  T(jr), 


défini 

par  l'intégrale 


•  des  valeurs  à  partie  réelle  positive  de  la  variable  x 


consiste  dans  l'équation  aux  différences  finies 

r(*-M)m«r<»>, 

On  en  tire  aisément  le  théorème  célèbre  de  Gauss. 

En  effet,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier  positif,  on  aura 

'(=^M;~H'(-:> 

et,  si  l'on  élimine  x  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 


'© 


Mais  le  rapport  de  l'expression  — p —  se  réduit  aisément  au 

produit  des  rapports  dans  lesquels  les  valeurs  de  la  variable  ne 
diffèrent  que  de  l'unité,  à  savoir 

FQ-t-n)  _      F(x  +  n)      F(x-hn-i)        F(g  +  a)  F(ar-w) 
F(x)  F(*  +  «  — 1)  F(x-hn—  a)*"  F(x  +  i)      W^rj 

Cette  transformation,  appliquée  au  second  membre  de  l'équa- 
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tion  (i),  conduit  au  résultat  suivant 


=  n 


ou,  en  posant 

r(?)r(ï±l\...r(*  +  n-') 

<■>      ' n  "  L    "    -»<->■ 

On(j7)  =  /l3>„(^-|-l). 

Cette    dernière    équation    admet    pour   solution    particulière 

i 
©,,(#)  =  A    ou  A  =  -  »  et  la  solution  générale  sera 

0„( x)  étant  une  fonction  périodique  telle  que  §n{x)  =  b„(x  4-  i). 
D'après  cela,  l'équation  (2)  devient 

T(Z)r(Z±±)...T(*  +  H-t) 

Remplaçons-y  n  par  le  produit  m/i  de  deux  nombres  entiers,  ce 
qui  fournit 

(4)  t(JL)t(£±±\..t(*+™-*)t( 

j     \mn)    \  mn  )        \       mn       )    \   mn   )         \       mn       J 


et  composons  le  produit 


M  —  e„ •••M 

//i  /      V     m     J  \         m 


m*nx, 


\mn)    \  mn   )         \      m     )        \.       mn         I 


m-l 


/l 


ilans  lequel  le  numérateur  du  second  membre  e 

M  vertu  de  l'équation  (4}i  tandis  que  le  dénominateur  s'exprime  par 

en  vertn  de  l'équation  [H).  En  substituant  ces  valeurs,  on  aura 

tt6  qui  peut  s'écrire 

et  si  l'un  désigne    "  u.    par  &„(!■),  ou  trouve  uéfinitivemenl 

v7" 
(S)  *,W~-  _3*fcL 


'■fô)'-(î^i)-'"(£±^=iy 


où   naturellement  o«(x)  =  <rw(x-r- 1).  Pour  /i  =  oo,  la  fonction 
T„{x)ne  pourra  dépendre  que  de  x,  et,  en  posant  lima-,,{.r)  =  - 
l'équation  (5)  fournira,  pour  n  =  ao  , 


/<*) 


(6) 


«(*) 


/(jMgiMffgfl) 


/(*) 


où  /(*)=y(x  +  i).  On  s'assure  aisément  que  cette  expression 
de  ffot(^)  satisfait  identiquement  à  l'équation  (5),  pour  chaque  va- 
leur de  m  et  de  ».  C'est  donc  l'expression  la  plus  générale  de  la 
fonction  Tm(x). 

D'après  cela,  l'équation  (3)  pourra  prendre  la  forme 
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Mais  le  premier  membre  ne  devient  assurément  infini  pour  aucune 
valeur  de  x,  à  partie  réelle  positive  et  finie;  quant  au   second 


i 

—  or 


membre,  le  facteur  ri*     T(x)  possède  la  même  propriété  ;  donc,  ou 
le  second  facteur 


/(f)/(^i)-/(£±^j) 


qui  est  une  fonction  périodique,  ne  doit  pas  non  plus  devenir  infini, 
et  par  conséquent  ne  sera  qu'une  constante  an,  indépendante  de  x; 
ou  les  infinis  de  ce  facteur  doivent  coïncider  tous  avec  les  zéros 
de  r(#),  de  sorte  que  le  produit  de  ce  facteur  par  T(x)  reste  tou- 
jours fini  :  mais  alors  les  infinis  dont  il  s'agit,  et  la  manière  dont 
se  comporte  la  fonction  périodique  dans  ces  infinis,  seraient  indé- 
pendants de  /i;  ce  qui  est  évidemment  inadmissible.  On  doit  donc 
admettre  définitivement 

/(;>(£^)-/(£±F:) 

— - t. — : =rt». 


X      X  -+■  I 


On  tire  de  là,  en  remplaçante  successivement  par 
—  et  faisant  la  multiplication  des  résultats, 


— ,  —  —  ■  ■   >  •  •  •  > 
m        ni 


ni 


J  \  mn  )J  \   mn   )  \         nui         ) 

/(5)/(^)-/(£j^Eiy 


am 


où  le  premier  membre  est  évidemment  égal  à  — —  •  Donc,  en  éclian- 
géant  entre  elles  les  lettres  m,  «,  on  trouve 

et  on  en  conclut  aisément 

n~^an-=  m~y/a^n-=z  constante  absolue  rt, 
c'est-à-dire  (tn=  an~*.  La  formule  (i),  devenue  maintenant 


permet  de  déterminer  «  par  les  valeurs  r(i)  =  i,r(-J=yî::  il 
suffit  d'admettre  ,v  =  i,  n  =  a.  et  on  trouve 

a  —  dâH.  c.  q.  f.  i>. 

A  notre  connaissance,  on  n'a  pas  encore  cherché  le  terme  com- 
plémentaire dans  le  produk  qui  représente  T(x).  En  nous  bornant 
au  cas  de  la  variable  réelle,  nous  avons  trouvé,  au  moyen  d'une 
méthode  générale,  le  résultat  suivant 

r(ar-t-i)=  — .'••-*■  ••* (,f+-i)* 


><o<. 


Sur  /es  courbes  de    Clebsch  dont  les  coordonnées  s'expriment 
en  fonction,  elliptique  d'un  paramètre;  par  M.  G.  Humbext. 

(Séance  du  18  novembre  1881.) 

Considérons  les  cinq  fonctions 

P,(-)  =  tt,(  =  >, 

P,W=e,(-+?), 

■•.(')=•.(«+¥)■ 


P.W  =  9,(=  +  ^). 


Les  fonctions  8|  sont  formées  avec  les  périodes  w,  a 
Les  fonctions  P(s)  satisfont,  aux  relations 
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On  en  conclut  aisément  les  cinq  relations  suivantes,  du  second 
degré, 

P?  =  aP,P5-4-£PaP4, 

P\=aP,Pl-hbP,P„ 
(')  \>*=al\Pt+bPêPu 

l>\  =  al\l\  +  bVÈl\. 

a  est  une  constante  qui  dépend  de  </,  et  b  =  - 


a 


On  a  aussi  une  équation  de  troisième  degré,  de  la  forme 


(3) 


P* 


xplpîp3=îxP4p;-hvP5P5, 


que  Ton  ne  peut  déduire  d'une  combinaison  linéaire  des  précé- 
dentes, multipliées  par  des  facteurs  du  premier  degré  en  P«, 
P  P 

Dans  cette  dernière  équation,  A,  p.  et  v  sont  des  constantes  fa- 
ciles à  exprimer  en  fonction  de  a. 

On  a  ainsi  six  équations,  entre  lesquelles  on  éliminera  PJ,  PJ, 
P4P5,  P.,,P5;  on  obtiendra  ainsi  une  relation  entre  les  trois  fonc- 
tions Pn  P2  et  P3. 

Le  résultat  de  cette  élimination  est  évidemment  le  détermi- 
nant 


0 

0 

0 

bP> 

ciPt 

p? 

0 

b 

0 

0 

0 

pî-p.1% 

0 

0 

0 

a\\ 

*P| 

p? 

I 

0 

0 

0 

-aP3 

APtP. 

0 

0 

I 

—  al\ 

0 

ftp.p, 

0 

0 

0 

jxPJ 

vp* 

P»-hXP,P,P, 

=  o. 


Eflec  tuant,  on  trouve  aisément 


o  =  P\  4-  P\  h-  a*p»  -+-  PJ  P}  P,  (3  a*  -4-  Jjj— pjP,P,(  2  a  -h  a*). 

On  a  formé  ainsi  une  équation  homogène,  du  cinquième  degré 
en  Pn  P„  P3;  il  est  clair  qu'on  formerait  de  la  même  manière 
une  équation  analogue  entre  trois  quelconques  des  fonctions  P. 

Il  v  a  plus  :  je  dis  qu'il  existe  une  relation  de  même  nature 
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1',.  Pi 

Soi. 

Irois  inactions  linéaires  (juclrninjucs, 
Ps- 

niais  < 

1'.. 

lisuncles 

.  ie 

V  -s.'P.-t-.... 

On  cri 

P,  =  X  -+-  m  l\  +  «  IV 
P,  =  Y-t-w/Pt  +  /i'P,. 
P^Z-mTP.-i-VP,. 

\.  \  ,  '/,  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  li 
Portons  'is  videurs  de  P,,  P,,  P,  dans  les  équations  (i) 
On  aura  des  relations  de  la  forme 

,  V, 

w. 

(■-i 

/A   P!t-BPi  +  CP,P,-rF,P,  +  »1 
1  A'  P»  ^ 

P,  +  T, 

=  o. 

'  a»p;- 

-T- 

=  o. 

(»■> 

mp;  +  np>p,-i-. ..  +  /,= 

o. 

Dans  ces  relations,   A,  B,  C.  . . .,  A",  . .  .,M,  N,  ...    sont  des 

constantes,   F(.  ♦,,  V»,  ....  V, y,  sont  des  fonctions  de 

X,  V,  Z,  homogènes  et  dont  le  degré  est  marqué  par  l'indice. 

Des  équations  (i')  on  tirera  des  valeurs  de  P',  P*,  P,,  P,,  de  la 
forme 

p;—  /.P^/.P,^;,. 

où/,, y,.  ;,  sont  des  fonctions  de  X,  Y,  Z,  homogènes  et  de  degré 
marqué  par  l'indice. 

En  portant  ces  valeurs  dans  (a'),  on  ramènera  celte  équation  à 
la  forme 

,31  Pj,F,-Pi+,^Z)-o. 

Si,  entre  les  équations  (i  '  )  et  ^  3"),  on  élimine  P* .  P*.  P,  Ps.  P, 
et  Pf  on  trowver»  une  relation  homogène  et  du  cinquième  degré 
eo  X.  \  *  l. 
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Dans  cette  relation  entreront  les  six  arbitraires,  //?,  ny  m\  /*',  m\ 
a"  et  aussi  a. 

Or,  soient  x  et  y  deux  fonctions  doublement  périodiques  d'une 
variable  l,  ayant  cinq  infinis  et  les  mêmes,  dans  le  parallélogramme 
des  périodes,  qui  seront  5o>'et  to. 

On  aura,  d'après  une  proposition  connue, 

_  A1P1(*^g)4-A,P>(*-4-a)4-...-f-A5PfiU4-a) 

•*-"  C,J)l(/  +  a)  +  ...+C,l)i(<  +  «) 

B1P1(^a)+...  +  Bil,l(fi-a) 


y  = 


C,  P,  (t  -h  a)  h-  .  .  .  -4-  C,P5  (*  -h  a) 


On  aura,  d'après  le  théorème  précédent,  une  relation  du  cin- 
quième degré  homogène  entre  les  fonctions 

A,P,(/H-a)H-  ..  ., 
BiP,(/4-a)-h.... 

Ci  P,  (*-+-«) 


c'est-à-dire  une  équation  du  cinquième  degré  entrer  etj',  que 
Ton  saura  former. 

Ainsi  les  coordonnées  x  ely  de  la  courbe  de  Clebsch,  du  cin- 
quième ordre,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

U/  11/ 

^  =  a0  ■+-  «i  -jj  (  t  —  p,  )  4- . . .  4-  o,  jj-  (*  —  pg), 
^  =  *•  -H  *i  y  (<  -  ?i)  +  ...  "H  *•■}!■(«  -  P*), 

avec  «!  -4- . . .  -H  «5  =  o  et  bx  -+- . . .  -f-  65  =  o,  sont  les  coordon- 
nées d'une  courbe  du  cinquième  degré,  dont  l'équation  s'obtiendra 
en  suivant  la  marche  qu'on  vient  d'indiquer. 

On  sait  que  Clebsch  a  démontré  que  cette  courbe  du  cinquième 
degré  a  son  maximum  de  points  doubles  moins  i . 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  une  propriété  de  cette 
courbe. 

Considérons    quatre  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  P,. 

P  P 

1  » l  ù> 


On  pourra,  eu  les  L-umliiuaiil  linéairement,  écrira 


l'orltms  les  valeurs  de  F,,  I',,  l'a,  l\,  déduites  de  ces  équations, 

s  les  relations  (i). 
Elles  prendront  la  forme 

Pf-hJ>«F,  -t-Fj  -o, 
l'ï-t-IM",  -F,  =  u, 


F,,  Ki,  F',,  .  . .,  Fj  étant  des  fonctions  homogènes  de  \,  V,  '/.,  T 
île  degré  marqué  par  l'indice. 

On  en  déduira,  en  éliminant  l'j  et  F.,,  les  trois  relations 


1  '    '"' 

F, 

1      F,      F, 

1     F, 

F, 

'    '*'1 

P, 

=  o, 

i     F,     F, 

—  o, 

'        ^L 

F'. 

1  '    K 

K 

i    i-   f; 

1        Pf 

F1; 

On  a  aussi  tro 

s  relii 

(ions  du  troisième  degré  e 

homogènes  e 

X,  Y,  Z,   T,  ma 

s   qui 

doivent  se 

éduire 

ù  deu 

\,  car 

si    elle 

étaient  distinctes 

on  c 

a  tirerait  de 

valeurs  constantes 

pour^ 

y  y. 

-p  ~) ce  qui  est 

impossible. 

Ces  équations  peuvei 

t  s'écrire 

* 

-+-  F*,  1-,  -t-  F" 

*,  —  o 

■h 

+  t*  *t  +  F 

*,  — 0 

* 

+  Fî*,+  P 

*,  =  0 

On  ne  conservera 

que  les  deux  suivantes  : 

! 

*,  r  F 

—  F*, }+  4;  ( 

-  F,  l  -+-  *,  ( 

■"  -  K 

)  —  o, 

i  X,  \ ,  'L,  T  satisfont  à  deux  équations  lin 
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gènes  de  troisième  degré;  ou  bien  la  courbe 


jc  r=.  aQ  -+- 


Y  —  b0  -+- 


5   —  C* 


où  Ton  a 


a, 

ir 
11 

(<- 

-?,)-4-. 

II 

.  .  H-  rtj  y. 

b% 

n 

(<- 

■?!)■+-. 

1 1' 

. .  -h  b$  jt 

C\ 

u 

(<- 

-Pi)  +  . 

1 1 

.  .  -+-  Cj   jr 

«i 

I-+-. 

. .  -haé 

—  O, 

&j 

H". 

.  .     H  ^3 

-o, 

C\ 

-h  . 

.  .  -t-  C"5 

—  o, 

y.- </-?,), 


c-iu 


e-P»>. 


est  l'intersection  de  deux  surfaces  de  troisième  ordre  qui  ont  une 
conique  commune,  car  les  équations  (4)  sont  vérifiées  par 

<!>,=:  o,     *,  =  o. 

Si  entre  les  équations  (4)  on  élimine  Z,  on  trouvera  en  X,  Y  et 
T  l'équation  homogène  et  du  cinquième  degré  dont  nous  avons 
parlé.  Le  résultat  de  l'élimination  sera  en  réalité  une  équation  du 
neuvième  degré,  qui  se  décomposera  en  une  équation  du  cinquième 
et  deux  du  second,  puisqu'il  y  a  une  conique  dans  l'intersection. 

Donc  on  peut  dire  que  la  courbe  de  Clebsch  du  cinquième  degré 
est  la  perspective  d'une  partie  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du 
troisième  ordre  qui  ont  une  conique  commune.  Une  étude  plus 
approfondie  permet  de  conclure  que  ces  deux  surfaces  sont  tan- 
gentes tout  le  long  de  cette  conique,  qui  contient  d'ailleurs  le 
point  de  rencontre  des  directrices  rectilignes  de  chaque  surface, 
situées  dans  son  plan  (  '  ). 


(')  Note  de  la  Rédaction.  —  Les  formules  relatives  aux  courbes  gauches,  inter- 
section complète  ou  partielle  de  deux  surfaces  algébriques,  montrent  facilement 
que,  si  deux  surfaces  cubiques  sont  tangentes  tout  le  long  d'une  conique,  elles  se 
coupent  en  outre  suivant  une  quintique,  qui  est  en  général  du  genre  deux.  Ce 
genre  s'abaisse  à  un  si  le  point  de  rencontre  des  directrices  rectilignes  de  chaque 
surface,  situées  dans  le  plan  de  la  conique,  est  sur  la  conique;  d'où  il  faut  con- 
clure que  ce  fait  a  lieu  comme  l'indique  l'auteur.  On  sait  d'ailleurs  que  la  quin- 
tique du  genre  un  est  l'intersection  partielle  de  deux  surfaces  cubiques  qui  ont 
déjà  une  courbe  gauche  du  quatrième  degré  commune  à  trois  points  doubles  ap- 
parents :  comme  cas  particulier,  la  quintique  est  encore  du  genre  un,  si  les  deux 
surfaces  passent  l'une  et  l'autre  par  deux  coniques  qui  aient,  sur  la  droite  d'inter- 
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■:ï  "  '■■■■.'.'!■■.  —  Le  procéda  de  calcul  donné  plus  haut  pour  former 
une  relutiou  entre  trois  des  fonctions  I', ,  Pa,  . . . ,  Pa  peut  aisément 
se  gfatodJHft 

On  arrive  ainsi  à  former  l'équation  d'ordre  n  qui  lie  les  coordon- 
nées x  ilj»  des  courbes  de  Clehsch  à  n  transcendantes. 


Théorème  d'Arithmétique;  par  M.  Whu.. 


t& 


■>■» 


Si  u»  nombre  N  est  décomposé  en  plusieurs  parties,  de 
<|ue  l'on  ail 

N  =  »-?+-.. .  +pq  -t-Mx  +  ...  +  rtt. 

l'cxprr-smu  .  i .  a. 3 M  est  divisible  par  le  produit 

,i.i.S...»H"  »  3- --?)■•  .(i.a.J.. . /)•(!•■•'• '-f)-*^»-»-*  -  P.»* 
xtt.i.i...f,).-.ii.>.J...r>-ti.i.3.  ._*)'(i.».3...<) 


EXTRAITS  DES   PROCÈS-VERBAUX. 


SÉANCE  Dr  3  JUIN  19*1. 


firVC*rtt*  c  MM.  Rrrjwrt.  BrW*  ;P.~-  IVaVjry^.  Leçon». 
rVaVc  Sduatt.  ptvjf«*rj.  JUat>  sa  aVwiiw  swaawv  {par  MM.  ISe- 
<a»tt  rt  Fuaiwt.  s»w*  «tue  ww»h«  aV  la  Seràètë- 
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Communication  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  représentation  des  cercles  par  des  points 
de  r espace. 


SÉANCE  DU  17  JUIN  1881. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   LBMONNIBR. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  les  conditions  de  convergence  de  certaines 
séries  multiples. 

M.  Halphen  :  Sur  un  Mémoire  de  Riemann. 


SÉANCE  DU  1er  JUILLET  1881. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   LB1I0NNIER. 

Elections  :  MM.  Gruey,  Ducup  de  Sl-Paul,  Sonine,  StarkoflT, 
présentés  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Le  m  on  nier  et  Picquet, 
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VAtyjlIANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint-Michel,  12,  à  Paris. 
YANEGEK,  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

VAZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 
VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
YOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 
WAIXKENAER,  élève-ingénieur  des  Mines,  boulevard  Haussmann,  i35,  à  Paris. 
WKILL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Rome,  i/j,  à  Paris. 
WEYR  (D*  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 
WEYR  (D'Emile),  professeur  à  l'Université,  Marokkanergasse,  1,  à  Vienne  (Autriche). 
WORMS  DE  R01ILLY,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Balzac,  7,  à  Paris. 
ZEUTHEX,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


Modifications  survenues  depuis  le  1"  janvier  1881. 

DÉCKDÉS. 

RIENAY1E  (Alexis),  chef  de  bataillon  du  Génie. 
SAINTE  GLAIRE-DEYILLE,  membre  de  l'Institut. 

DÉMISSIOMMAIRLS. 

BACH,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 
ROOFFET,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


flHIT  (  Mail  lnQ 
im  M  HIKT. 

MITUM  (de),  cupil.inc  .Ici  SWt, 

IHffllTi\  pntaMar  a  ri  DiwtJal  it'ilMw  [m  45  in  il%Um 
jUliin,  iiiy.iic.ir  [m.  v.'-in  riftnini  iilwlihâiifri 

TltlV,  professeur  m  Ivree  il»  Omini. 

WtLSIl,  capitaine  d'Arlillerie  («M.  !,2  du  règlement  administrai 


sVKKES,  professeur  de  Mjili,Mi,iii<|iir-i  spéciales  un  Ivrée  de  .Maneill*. 

tttïLil,  eléve  Hlmc  a  l'École  dis  Mine.. 

*5TM,  professeur  de  Matlicmaliaue.  sociales  an  I..-.,.  de  K™ 

ItKIWUll  (l*  prince  Hallhaaar). 

HUIT.  NgMiaat 

MÉWrT,  mrrnhr,,  de  l'Institut. 

UM1(f.).  MfIMM  d'Infanterie  do  I»  Marine. 

CNtM*,  hfslkw  dM  Pont,  et  "1  |    f 

HEITlUtS,  nuAlM  d'Infanterie. 

ESC1BY,  professeur  au  Prylanee  militaire. 

rLMltT,  professeur  a  l.i  Façultu  de.  Sciences  de  Nancy. 

GHRStT,  professeur  a  la  [acuité  des  Science*  de  Toulume. 

'.'il  II.   doyen  de  la  Faculté  fa*  5riencc.de  Clerm  ont- Ferre  nd. 

■UUIEI  (iVSifrisniond',  députe  au  tl1l<l|l>|  ■IllWinil 

mit.  répétiteur  à  l'Ecole  centrale  de.  Art.  ut  Manufactura.. 

lu  «H    raaifC  de  cours  à  la  Faculté  lilire  ,1e»  Sciences  de  Lille, 

l  HHSSlÊsK,  élève  ufam  a  l'École  de.  Mine*. 

LECMSC,  lugé-nieur  de*   Mines,   maître  de  conférences   ■  la  Faculté  dea  Science*  de 

Caen. 
10\SCIU)M'S  (ConiERRE  t».;,    professeur  de  Mathématique*  spéciales  au  lycée  Charle- 

magne. 
■H.ÏSTK  i,  conseiller  d'Elnt.  a  Upsal. 

PÏLLEi,   professeur  a  la  l'acuité  des  Sciences  de  Ctermont-r'errand. 
flIOTT  (Joseph),  S.  H. 

PUCI  (Barlholoméo),  professeur  à  l'Université  d'Olfurd. 
MOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 
SHiT-Nri.  ;i)vti-p  m:\  capitaine  d'Arlilloric. 
SCILltf.L  (l)'  Vicier),  professeur  à  Waren, 
SCIOUTC.  professeur  à  Groniiifjue. 
$nm  (  H.),  professeur  à  l'Université  de  Varsovie. 
STlRkOrV  (Alexis),  professeur  à  l'Ecole  de  commerce  d'Odessa. 
ItDTIM,  professeur  h  l'Un iver.it.;  de  Copenhague. 


Liste  dei  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  m  allié  nia  tique  de  France  échange  son  Bulletin. 
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Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etats-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

American  Journal  of  Mathcmatics  (rédacteur  M.  Sylvester,  à  Baltimore). 

Annali  di  Matcmatica  (rédacteur  M.  Rrioschi,  a  Milan). 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Muller,  à 
Christiania). 

Casopy  pro  péstovâni mathematiky  a  fytify  (rédacteur  M.  Studnicka,  à  Prague). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battaglini,  à  Naples). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  dos  Sciences  et  Lettres  de  Milan. 

J  ah  r  bue  h  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

J ornai  de  Sciencias  Maternât icas  e  Astronomicas  (rédacteur  M.  Gomes  Teixeira,  à 
Coimbre). 

Journal  de  r  École  Polytechnique. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  à  Berlin. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipsig). 

Ma  thés  is  (rédacteurs  MM.  Mansion  et  Neubourg,  à  Gand). 

Réunion  des  officiers,  à  Lille. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,  à  Harlem  (Hollande). 

Société  mathématique  de  Kharkoff  (Russie). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  do  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 

Société  philomathique  de  Paris. 

Société  mathématique  de  Prague. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 

Université  Royale  de  Pise. 

Tidskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  à  Copenhague). 

Tij'dschrift  i*oor  Vormleer  rekenkunde  en  de  beginselen  der  Viskundc  (rédacteur 
M.  Versluys,  à  Groningue). 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


Article  premier.  —  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'a- 
vancement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  —  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux  Mathématiques. 

Art.  3.  —  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
non  résidents. 
Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  —  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
sont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
une  demande  signée;  2°  obtenir  à  Tune  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  —  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  —  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

i°  Des  membres  du  bureau; 

2°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris.' 

Art.  7.  —  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  —  Le  bureau  est  composé  de  : 

i  président; 

4  vice-présidents; 

i  secrétaires; 

2  vice-secrétaires; 

i  trésorier; 

i  archiviste. 


Art.  9.  —   I-c  président  est  élu  pour  un  an. 


Deux  d'entre  M\  sont  remplacés  chaque  année. 

ï*e*  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

I*  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  —  Le  président  n'est  pas  rééligihlc  immédiatement  dan*  les 
mêmes  fonctions. 

Art.  il.  —  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  l'ont  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  â 
tour  de  rôle. 

ART.  12.  —  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  a  participer  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  —  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

ÀKT.  11.  —  Les  ressourres.de  la  Sociélé  se  composent  :  i"  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixe  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  a"  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscription*  perpétuelles,  le  produit 
de  !■  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Sociélé  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.   13.  —  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société; 
ce  compte  rendu  sera  publié  dans  le  ffitllelin. 


RÈGLEMENT  ADMINISTRATIF. 


CHAPITRE  PREMIER. 

:0N  CITIONS    h'adïiissio: 


1.  Les  conditions  à  remplir  pour  devei 
1°  D'être  présenté  par  deux   membres 


-  de  la  Sociélé  sont  : 
t  adressé  une  demai 
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3°  D'obtenir,  à  Tune  des  séances  suivantes,,  les  suffrages  de  la  majorité 
des  membres  présents  (art.  4  des  statuts). 

2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission, 
montant  à  10  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 

CHAPITRE  II. 

TRAVAUX    KT    PUBLICATIONS  DE   LA   SOCIÉTÉ. 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux  élec- 
tions pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
.séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  du  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

40.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  inscription;  les  communications  des  personnes  étran- 


gères  à  U  Société  onl  lieu  après  celles  des  membres,  saufles  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

L«s  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
au\  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès -verbal. 

1 1.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

it.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  référé  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

13.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membre*,  a  décide  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  dis- 
tribué gratuite  aïeul  i  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions'  stipulées  entre  le  conseil  de  U  Société  et  les  éditeurs 
chargé*  de  U  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  »  l'approba- 
tion île  la  Société. 

Bëimpreaion  Jet  ourmgei  ancien t  et  publication  de$  mémoire* 
vrigûttULr. 

15.  La  Société,  voulant  concourir  ans  progrés  des  Mathématiques  par 
tons  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  daas  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  pri\  réduit  i  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CHAPITRE  III. 
»nnc«sT«iTio>  ne  lv  sacrât. 

IT.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et,  s'il 
est  nécessaire,  an  moyen  de  «Vu\  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
LfcMs  le  eus  déganté  de  TO».  le  plus  âgé  l'emporte. 

I*.  L'élection  du  président  sente  donne  lien  an  vote  de  tons  les  membres 
al*.  Tout  menât**  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
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électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les 
procès- verbaux  des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sons  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

11  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque  ;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 
Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  ducs  à  la 
Société. 

25.  II  tient  un  registre  des  recettes  et  des  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de  la 
Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obliga- 
toire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  Il  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

X.  2 


31.  >nr  U  proportion  de  cinq  memiare*.  le  «oit;  penl  a«»ir  lira  lu  -•(•lia 

32.  Sur  la  demamlr  tic  cinq  mriuhrrs,  il  peut  être  («il  appel  »  la  Société 
de*  décisions  qui  n'auraienl  juï  rtr  prises  aux  deux  lier*  tics  voix  an  sciu 
du  rnuseil. 

33.  Le*  procès-verbaux  île»  séanees  dn  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
■a  registre  coté  et  parafé  pat  le  secrétaire;  il  doivent  être  sijtncs  par  le 
préûdeat  et  le  seerctain-  qui  a  tenu  la  plane,  1er  rrmn>  doivent  être 
parafés  et  les  noU  rajés  appruaiés. 

31.  Le  conseil  se  rénuit  daas  U  dernière  quiaxaioe  île  décembre  pour 
e  vintinrr  l'état  de»  affaires  île  la  Siwiilé,  iKunncf  la  commission  de  compta 
ImIiI*  charger  de  vérifier  la  firMion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  ehirpêe  de  vérifier  relie,  île  1  arrhivtMr 

3ô_  »>*  deux  rnammiMU  ne  peuvent  être  composées  de  mnias  de  trois 
membres;  elles  fini  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  romeil  désigne  annuellement,  a  la  oémc  époque,  les  membre' 
qui,  adjoints  aux,  deux,  secrétaire*,  compostât  la  commission  permanente 
d'iMpresbiun  pour  la  publication  do  Bulletin  et  l'inseTliuti  de»  notas  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Cette  rumnaisuiut  teille  â  ce  qu'il  »e  s'introduise  dans  Les  publications 
rien  d'étranger  Jt  la  Scieuoe. 

37.  Le-  rormbi  r»  élus  tir  la  i-ommis«iou  d'impression  mhii  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV. 

rHOrulÉTÉS,   aCrKSrS   ET  MÎnrrSES   I 


.   Le*   versements  des  n 


mbres  résident?  et  r 


sidrnls 


i*  Ou  droit  d'admission,  montant  à  10  francs: 

a''  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  celte  cotisation  annuelle  s'élève 
10  francs,  payables  d'avance,  et.  pour  les  membres  non  résidents,  à  iSfran 
également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occ 
pal  ions  habituelles,  ou  v  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

MU  Le*  nouveaux  membres  devront  paver  la  lotalilé  de  la  eotisati, 
quelle  que  soil  l'époque  de  leur  admission. 
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41.  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  coti- 
sation annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. 

43.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les  -j^-  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V. 

REVISION  DES  STATUTS  CONSTITUTIFS  OU   DU   RÈGLEMENT   ADMINISTRATIF. 

47.  Toute  proposition  de  revision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règle- 
ment administratif  ne  pourra  être  prise  en  -considération  que  si  elle  est 
signée  collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  revision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


AVIS. 


La  Réduction  a  l'honneur  de  prévenir  MM.  les  Autours  que  le 
(liHisfiil  île  tii  Société  mathémalique,  dans  sa  séance  du  iti  décem- 
bre i88l,  »  pris  les  décisions  suivantes: 

i °  Iji  Société  prendra  à  sa  charge  la  moitié  de  la  dépense 
dix  tirages  à  part  d'auteur,  pour  cinquante  exemplaires  et  au- 
dessous. 

■i"  Pour  plus  tu  einqitaiite  exemplaires,  ta  Société  payera  la 
moitié  du  prix  de  cinquante  exemplaires,  au  tarif  jixé  pour 
te  tirage  à  cinquante  exemplaires. 


11  résulte  de  la  que  les  auteurs  auront 
suivantes  ; 


débourser  les  sommes 


NOHIE 

Pour  '/,  feuille 

•     V,      » 

3,65 
4. .5 

4,*5 

5, DO 

6,75 
8,5o 

i3,a5 

19,75 

ïî, 5o 

Si, 00 

33,75 

38, 5o 

76,™ 

-     V,     - 

6,i5 

■J.ii 

11,35 

w.,,1 

3o,95 

Î9.75 

49 -'5 

96,75 

*      '     " 

b,9° 

B,l5 

12,73 

*i,  7-> 

34,7S 

45,75 

56,75 

,,,,,5 

dont  ils 
Villars. 


>nt  facturés  directement  par  l'imprimerie    Gauthier- 


BULLETIN 


DE     LA 


r  r 


SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE. 


MEMOIRES   ET   COMMUNICATIONS. 


Sur  les  courbes  d}  unsystème  linéaire  trois  fois  infini  qui  touchent 
une  courbe  algébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 
ordre;  par  M.  Liwdemanu. 

(Séance  du  6  janvier  1882.) 

Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  demande  d'effectuer 
l'élimination  des  paramètres  x,  \  jjl,  des  variables  homogènes  xK, 
x2f  Xzj  des  différentielles  dxiy  dx2,  dx3,  des  différentielles  du 
second  ordre  d2xif  d2x2}  d2xz  et  des  différentielles  du  troisième 
ordre  d* xK,  d*x2,  rf3#s,  entre  les  équations  suivantes,  dans  les- 
quelles <p,  ^,  y,  (o  désignent  des  fonctions  entières  et  homogènes 
d'un  même  ordre  et  f  une  telle  fonction  d'un  ordre  égal  ou  diffé- 
rent, savoir  : 

cp  -h  X<J>  -+-  X^  -+-  [X(0  =  o, 

dy  -+-  *.dty  -+-  X*fy  -+-  [/.doi  =  o, 
d*<p  -+-  xrf*<J>  -f-  Xrf1^  -+-  [xcPto  =  o, 
cPcp-Hxcf^-f-X^^-f-  [icPco  =  o, 

/  =0,     df=z  o,     </*/  =  o,     d*f  =  o. 

Pour)  arriver,  nous  avons  dû  traiter  d'abord,  dans  I  et  II,  les  cas 
où  il  ne  s'agit  que  des  différentielles  du  premier  ou  du  deuxième 
ordre,  cas  pour  lesquels  les  résultats  sont  déjà  connus,  mais  nous 
les  présenterons  sous  une  forme  nouvelle.  III  est  consacré  au  pro- 


blême  proposé.  La  mure  h  c  (|ue  nous  allons  suivre  offre  cet  avan- 
tage qu'elle  peut  s'appliquer  d'une  fai-on  analogue  aux  cas  plus 
compliqués  ;  on  peut,  en  effet,  résoudre  par  des  calculs  semblables 
le  problème  relatif  à  un  contact  d'ordre  v,  après  avoir  abordé  celui 
qui  concerne  un  contact  d'ordre  y —  i .  Le  dernier  paragraphe  est 
consacré  à  quelques  observations  auxquelles  donnent  lieu  les  ré- 
sultats obtenus  combinés  avec  la  loi  de  réciprocité  de  M.  Brill. 

M.  Ki  v  ( '  )  s'est  aussi  occupé  du  problème  actuel;  il  a  effectué 
l'élimination  des  différentielles  et  des  paramètres;  mais  il  n'est  pas 
parvenu  à  séparer  du  résultat  le  facteur 

*n  &*|  f>>  étant  des  constantes  qui  servent  à  fixer,  par  l'identité 
A'4-=  i ,  les  valeurs  absolues  des  coordonnées  jrt,  J"j,  Xj. 


I.  —  t'vrtltt'U  t/rt /ire/nier o/drv. 

I.  Désignons  par  n  l'ordre  de  la  courbe  primitive,  cl  supposons 
qu'elle  soit  représentée,  en  coordonnées  homogènes,  par  l'équa- 
tion 

/=<>     ou    /(r.x.J-.l^o. 

Les  dérivées  de  /  par  rapport  à  xt,  xït  x,,  multipliées  par  h, 
seront  désignées  pary"(,  _/",,  fz,  de  sorte  que 

■"       n  Ot,       •"       n  àz-,       ■"        n  Ja-, 
N'otre  premier  problème  est  de  déterminer  les  courbes  d'un  fais- 


qui  touchent  la  courbe  primitive.  A  cet  eflet,  il  suffit  de  déter- 
miner sur_/"  =  o  les  points  de  contact  des  courbes  demandées  ;  ces 
points  sont  les  points  de  coïncidence  d'une  certaine  correspondance 
qui  est  donnée  par  notre  problème  entre  les  points  x  et)'  de  _/"=  o. 
Par  chaque  point  y  de  cette  dernière  passe  une  courbe  du  fais- 


—  £*  — 


ireau,  donnée  par  l'équation 


?o(7)    'fi(J) 


=  o. 


Pour yi  =  Xi,  cetle  équation  est  satisfaite  identiquement;  nous 
cherchons  de  tels  points  x  sur  y  =  o,  pour  lesquels  elle  est  encore 
satisfaite  si  Ton  pose  Yi  =  Xi  -+-  <lx(  ou 


la) 


f\dxx  -+-ftdxt  -h/sdxz  =  <>• 


Par  cette  substitution,  elle  devient 


<><pu 


çpo(^)  <pi(*) 


=  o. 


Les  quantités  dxi  sont  déterminées  par  (2)  et  par  une  identité  de  la 
forme 


(3) 


X'i  dfcri  -h  Ârj  dxt  -h  A't  dxi  =  o, 


les  k'i  étant  des  constantes  telles  que 


k\xx  -+-  ktxt  -+-  À*3  j-a  —  1 


On  tire  de  (2)  et  (3) 


<3") 


p  </#,  = /,  *,  —  X,/3, 
pdjrt=fikt  —  *3/i, 
f  pdx3=/lkt  —  kxft. 


Par  l'introduction  de  ces  valeurs  dans  notre  déterminant,  et  en 
désignant  par  (ç^'/J  le  déterminant  des  fonctions  <p,  ']>,  y,  on 
trouve 

(?o/A-)    (©,/*) 


<i) 


=  o. 


Il  s'agit  de  séparer  du  premier  membre  le  facteur 

kx  =  kxxx  -+-  X-j^j  -+-  A3 xZy 

par  lequel  il  doit  être  divisible.  C'est  en  se  servant  de  la  notation 
symbolique  que  Ton  peut  effectuer  cette  séparation  de  la  manière 
la  plus  facile.   Faisons  donc,  .v  étant   l'ordre  des  courbes  du  fais- 


-  SI  - 

KM, 

?.m=*i.  nf»)-»,  /<»)=«;. 

l/érp 

■iliun  (4)  devient 

K»o*>?,-  (jo*)!,!»;-'*-'  ?ï'  =  o. 

Rclat 
l'iden 

ivemcnl    à    l'expression   entre    crochets,    nous  opérons 
lilé 

par 

(««*)P,-(P«*)«,-:(«P*)«X-(.!I«>*,. 

En 

égard  aux  conditions  a*  =  o,  kg  =  i ,  il  vient 

(5) 

(»«?)«}-■*->  r,'=o. 

d'où 
lions 

il  «ai 

de 
o,  y 

t  i|ue  Iff  /loi/tts  de  contact  cherches  sent  /es  i 
/=  o  OMG   /«  Jacobienne  des  trois  courbe» 
,  =  o  ;  résultai  qui  est  d'ailleurs  connu  (  '  ). 

II.  —  Contact  du  deuxième  ordre. 

ntet 
f 

■*vc- 

3. 

N.-., 

>  supposons  donné  un  système  linéaire  dépendant 

de  deux 

paramètres,  savoir 

(6)  ?  +  X*  +  nX  = 


Dans  notre  édition  des  leçons  de  Clcbsch  (2),  nous  avons  fait  re- 
marquer que  l'équation  de  la  courbe  d'ordre  j,  qui  appartient  an 
système  (6')  et  qui  louche  la  courbe  f  =  o  en  un  point  x,  est  donnée 
par  l'équation 

le  point  variable  ayant  les  coordonnées^,-;  ou  bien,  en  appliquant 


(')  Voir  CiEBacii,  Vorlesungen  liber  Géométrie.  I.  I.  p.  j6o.  note;  l 
dans  la  tradurlion  de  M.  Rcuoist. 
(■)  /bit t.,  I.  1.  p.  \:fi:  i.  H,  |J.  ihj  ilmis  la  traduction  de  M.  Ik-mml. 
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la  notation  symbolique, 


Cette  même  formule  peut  s'écrire  sous  la  forme  suivante  : 


(7) 


?00  +00  xOO       ° 

?,(*)  tyi(x)  Xi(ar)  /^ar) 

tp,(j?)  ty*(x)  yt(x)  ft(x) 

?j(*)  ^s(a?)  X3(*)  /»(*) 


=  o, 


où  nous  avons  posé 

11  est  aisé  do  vérifier  que  l'équation  (  7  )  satisfait,  en  effet,  aux 
conditions  demandées.  D'abord  le  premier  membre  s'évanouit  iden- 
tiquement pour^  =  x,  car  on  a 

tp(ar)  =  xx  cpi  -h  xt  <p,  -4-  a:,  <?a 
<|/(*)  =  ar^i  +  a?t<J/t  -h  ar8+, 
^(a?)  =  irtxi  ■+-  *îXî  ■+-  ^aX» 
/(x)  =  xxfx  -h  *,/,  -h  #,/»  =  o. 

De  même,  pour^  =  x-\-  dx,  l'équation  (7)  est  satisfaite  identique- 
ment. Car  si  l'on  en  multiplie  les  trois  dernières  lignes  du  déter- 
minant respectivement  par  xi9  x2,  x%  et  si  l'on  retranche  la 
somme  de  ces  produits  de  la  première  ligne,  les  termes  de  cette 
dernière  deviennent,  en  vertu  de  f  =  o, 

dy(x),    dty(x),    dx(x),    o. 

Si  l'on  multiplie  ensuite  les  même  lignes  par  dxK,  dx2y  dx%  et  si 
l'on  retranche  encore  la  somme  de  ces  produits  des  termes  de  la  pre- 
mière ligne  divisés  par  s,  ces  derniers  disparaissent  tous  en  vertu  de 
/==  o.  La  courbe  représentée  par  (7)  a  donc  bien  un  contact  du  pre- 
mier ordre  avec/=  o  au  point  x,  et  elle  fait  partie  du  système  (6). 

4.  Pour  trouver  maintenant  les  points  où  une  courbe  de  ce  sys- 
tème touche  la  courbe /=  o  par  un  contact  de  deuxième  ordre, 
nous  mettons,  dans  l'équation  (7),  les  quantités 

J?,--4-  2dXi-h  d*Xi 


à  lu  pluie  des  y,.  !.<'■>  équations  /"=..,  '//*  = 
élre  sulislîiile.s,  les  termes  de  l.i  première  ligm 
terminant  se  transforme!  u  aisément  en 


hii-'^.  {«-oRï-*M*. 


>)Tf*'ïlr. 


>P/=n  devant 

•  riï.onlulc*  .lu  dé- 


«k. 


les  symboles  e,  étant  équivalents  aux  svmboles  u, e\  t>j  de  f(-r). 
Dans  tes  expressions,  il  faut  introduire  les  quantités  Jtj  ù  laide 
lie  (3);  on  trouve,  d'après  une  identité  connue. 


Si  l'on  forme  trois  relations  analogues  en  remplaçant  les  Attbotcs 
i  par  ,3.  y-  <'•  el  si  Ton  transforme  par  elles  la  première  ligne  du 
île  terminant,  dans  chaque  élément  de  cette  ligne  figurent  ci»t| 
termes.  Les  deiis  premiers  en  disparaissent  à  cause  de  f  =  o.  On 
peut  aussi  faire  disparaître  le  troisième  terme  qui  contient  le»  fac- 
teurs f(-x\  ^JfS  XÎ*)? A* )  respectivement,  en  multipliant  les 
trois  dernières  ligues  du  déterminant  par  des  facteurs  convenables 
et  en  ajoutant  ces  produits  au\  éléments  de  la  première  ligne. 

Il  ne  reste  donc,  dans  chaque  élément  de  la  première  ligne, 
que  le  quatrième  et  le  cinquième  tenue.  Tour  la  quatrième  colonne 
en  particulier,  ee  cinquième  terme  est  égal  à 


=  =— -  *,(,  „H  >c  -  ,  act  >*x  —   eé*  u 
île  >orte  que  l'on  a.  en  vertu  de  f  si  o.  itt 


u  vlestgnaul  pur  i  le  cv>  variant  hes>ieii  Je  t  x  ■  . 
\tultipivuu*  nuiutetuut  les  inxs  Jvmietv-  ligu. 


>  du  deU  nutuaiil 
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respectivement  par 


i)(ab)t(abk)ax-*bx-*.kx, 
\)(ab)i(abk)a»-*b»r*  .kx, 


où  (ab)%  =  atbi  —  b2a^  • . . ,  et  retranchons  les  produits  ainsi  for- 
més des  termes  de  la  première  ligne  ;  ceux-ci  deviennent  alors  res- 
pectivement égaux  à 

-L(s-i)(ab*)*a»-*b»-**'x-*.k*, 
-l-(s-i)(ab$yax-*bx-*$x-*  -*i. 


-;(*-I)(aAY)f«rl*r,ïS^, .«. 


1 


—  g(/»  —  i)A*i  —  (*  —  i)(a6c)(a^)«5",^î",^"1^x=— 


/i  -+-  2*  —  3 


A*». 


Par  ce  calcul ,  nous  avons  donc  séparé  du  déterminant  un 
facteur  A**,  et  les  grandeurs  ki  ne  figurent  plus  dans  le  déterminant 
restant,  de  sorte  que  nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Les  points  de  la  courbe /=  o  où  une  courbe  du  réseau  (6)  « 
un  contact  du  second  ordre  avec  elle  sont  donnés  par  ses  inter- 
sections avec  une  courbe  d'ordre  3(n  4-  s  —  3),  savoir  : 


(8) 


(«  —  !)*    (*  — i)V    (*—  i)X 


n 


OlS 


?» 


i;^ 

3 

7.1 

A 

Xî 

A 

X» 

A 

=  o, 


ou 

(8«) 


*  =  (ab*)*aî~*bî-*oÇ-*,     W  =  (ab$  )*a?-«  éj"1  Pi"1, 
X  =  (a^YPaS-1  &J-*  YÎTfi      A  =  (a£c)*a»-»&5-*cî-». 


5.  Pour  nous  convaincre  que  notre  résultat  concorde  bien  avec 
celui  de  M.  Brill  (•),  nous  allons  le  démontrer  encore  d'une 
autre  manière. 

Evidemment  les  points  cherchés  de/=o  doivent  satisfaire  à 


(  '  )  f  eber  diejenigen  Curven  eines  Iiuschels,  welche  eine  gegebene  Curve  zwei- 
fmnktif;  beriihrcn  {Mathematische  Annalen,  t.  III,  1871). 


) 'équation 

1  ?< 

<9>                        o 

=  \: 

où  nous  n'avons 

écrit 

OSSç.jdj-.rfr*  | 


que  les  éléments  tltf  la  première  colonne,  les 


autres  colonnes  étant  de  la  même  forme,  et  le  déterminant  devant 
être  dn  troisième  ordre.  C'est  par  des  transformations  identiques 
dece  déterminant  à  l'aide  des  équations/=  o,  df=o,  d*f=o, 
que  M.  Brill  a  déterminé  les  intersections  de  la  courbe  (8)  avec 

/= 


par  l'équation 

o=^P-(«-OQ, 

Çn      ?re      Ç*i      ?m     fti     ?n 

P  = 

lit    Xn    Xm    X"    X»i    Xti 

jy,    o     o     »    /.    /, 

o      ./,      a      /.       .      /, 
o       o      a/j    /t      /,       o 

I  ?'    +'    Xi 


/«    /«    /«     =  £ U.     +.     »    .A. 
I  /«    /«    /»  I         I  =»    *.    X»  I 
Noos  aurons  démontré  l'identité    des    deux   résultats,    lorsque 
nous  serons   parvenus  à  déduire  l'équation  (8)  immédiatement 
de  (g).  Or  on  a,  par  des  transformations  élémentaires, 


di     d,    I 
a"*+    d*X  f 


*  X 

■*>  *1. 

+.  x. 

*.  X. 

*.  X. 


rfïj-,      rf*J-,      iPx, 
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si  l'on  pose,  pour  abréger, 

Y=(s  —  i)22tykdxidxkt     X'=  ('  —  i)WyjkdXidxk\ 
et,  en  poursuivant  les  transformations 


o 

O 

O 

o 

#, 

2?3 

o 

o 

o 

o 

dx\ 

dxi 

I 

m* 

Y 

X' 

Zfi&Xi 

d*xt 

d*a?a 

7i 

?1 

*i 

Xi 

-/i 

o 

o 

T» 

<W 

x» 

-/» 

—  i 

o 

?» 

♦» 

X» 

-/• 

o 

—  i 

=  a 


enfin,  le  déterminant  x2  dx%  —  x%dx2  étant  proportionnel  à  ft  (égal 

?'  **  X*  (n  —  i)ZZ/ikdxtdxk 

?i  <to  Xt                  /t 

?t  +i  X*                  /i 

?»  +»  X»                 /» 

Par  là,  nous  sommes  en  effet  retombés  sur  l'équation  (8),  pourvu 
que  Ton  y  ait  fait  la  substitution 

yt  =  X(  -f-  2  É&F/  -+-  rf*  a?/. 


III.  —  Contact  du  troisième  ordre. 

6.  En  partant  des  résultats  obtenus  précédemment,  il  est  aisé 
d'établir  l'équation  d'une  courbe  d'ordre  s  qui  fait  partie  d'un 
système  trois  fois  infini,  savoir  : 

<p(ar)  ■+-  x^(ar)  -+-  Xy(ar)  -4-  |A(o(a?)  =  o, 

et  qui  touche  la  courbe  /(#)  =  o  en  un  point  donné  x,  par  un 
contact  d'ordre  s*.  Cette  équation  est  donnée,  en  variables^,-,  par 


(io) 


?(r)       <K.r)       xCr) 


«>(y) 


(5  —  1)*       (5—  l)*r       (5—  l)X       (5  —  l)û 


/t 


O 
25 


—  3 


?1 

?* 


4^3 


Xi 
X» 

/» 


CD} 
C03 


3 

/t 
/« 


=  o. 


Les  quantités  <î>,  T,  X,i  sont  encore  définies  par  (8*),  ri  DO 
avons  posé 

Évidemment   l'équation  (10)  est  satisfaite  pour  ^- =  x  el  pin 
>•  =  #  +  <&•.  Pour  prouver  qu'il  en  est  de  même  pour 


il  suffit  de  remarquer  que,  d'après  les  calculs  achevés  au  n"  1,  les 
termes  de  la  deuxième  ligne  horizontale  du  déterminant  peuvent 
être  remplaces  par 

(*-i)«ÎT»«3„    (i-opi-'i^, 

7.  Pour  trouver  maintenait!  les  points  de  f  =  o  où  «ne  couilie 
du  système  proposée  avec/=  o  un  contact  du  troisième  ordre,  il 
nous  faut  mettre  x  -+-  Zdx  -+-  'id1^  ■+■  d3x  a  la  place  de_v,  ou  bien 
rf'ç,  ..  a)  à  la  place  de  '-f(j') La  relation  rf"/=o  ou 

(it)    0»->o#a-t-3(n  —  ifai"«*tf*a,/«*-t-<«  —  \)(n  —  %)a%'*aia  =o 

devant  être  satisfaite,  les  cinq  termes  île  la  première  ligne  du  dé- 
terminant (io)  peuvent  s'écrire 


j  3(n  —  i)a'£  ,alllalt<3 


(*-i)(«-aJ«î 


De  la  relation  (7"),  on  lire,  par  différen  tin  lion,  en  multipliant 
d'abord  par  «£"*, 


_  tîZZ*(afta-|i„«-i6«-ia«.-iî 


Sur  le   qmlrifri 


'-.i".,^|/„. 
du  seeond  n.embr 


-  :u  — 

nous  opérons  par  l'identité 

('4)         ?*ftxax=(*ck)ajc=  [(*ca)kx-h  (aak)cx-h  (ack)xx]cxK 

Il  vient  alors,  en  vertu  de /=  cnx  =  o, 

/  api«£-* *dx*d*x-*-  9%(s  —  a)«îr»  *%x -4-  3p*rfpai"«  a^ 
(  I  )  )  <         =  tfl*  -■ Ai* 

•1  'A 

•+-  (an -h *  —  5)X>*W-+-  (  s  —  \)Wk%  -+-A<p  -h  Bcfcp, 

en  désignant  par  A,  B  des   quantités  qui  ne  contiennent  plus  les 
symboles  a,  et  en  posant 

<t>'  =  (ab%)Hac%)ax-*bx-*c%-l9?x*, 

t>w=(tf6a)  (a6*)(acA-)a£-»6*-'<£--i3£-i  =  SR/©,, 


ou 


'il  fin 


Hi=(ab)i(abk)(ack)ax-*bx-*cx-x% 

<!>"  =  (rt6a)(a6Ar)(aca)a;-365-,c51a5-t 
=  (crôa)[(a6a)(Â*ca)-f-  (  «6c  )(  a  A:a)]cx  II 

=  —  *"-+-  r(rt6c)[(flr6a)cj:  — (rtca)ôx](aX-a)II 
=  -  4>*H-  -(<76c)[(a6c)axH- (c6a)rta.](aÀ-a)ll 
=  —  *"-+-  - (abc)*<<ai.k)ax-* bx~* c»-* **'* , 

Mm 

car  dans  le  troisième  terme,  qui  devrait  figurerai!  second  membre, 
les  facteurs  (cAa)(aÂYi)  peuvent  être  remplacés  par 

-  \icb7.)(%ka  )  —  {abi)(zkc)  —  (ca%)(*kb)\  =  -(côa)(aÀa)  =  o. 

Ainsi  le  second  membre  de  (i5)  devient 

|— ***■•  —- x-i* 

(  i  V'  ) 

I        ;   cji/i       v      5)Â.r<I>'"-h  -—  AJ«I>M-B©-+-Brfcp, 

a  J  * 

où 

ii5«-i  «l>*  =  u#6r  )*f«aA  )a"r  *  b"r  *c*  •|x$"1  =  SS/©,-. 


8.    Pour    achever   l'élimination  îles  différentielles,   il  nous 
encore  étudier  l'expression  »j~*»2,- 
Les  équations  (3")  et  (7°)  donnent 

-(-*x(<l6alfaA*KacJt)a;-**î-'c^*^-, 

+  A'<?  -+-  B'd?, 

cl,  en  appliqnanl,  pour  les  deux  premiers  termes,  encore  l'iden- 
tité (14) 


(•6) 


as*'  T  * 


Multiplions  maintenant  l'équation  (i5)  par  -  (*  —  1).  et  retran- 
chons-en l'équation  (16),  multipliée  par  -(s  —  i)(s  —  a),  en  ayant 
égard  à  l'expression  (» 5*)  pour  le  second  membre  de  (1 5).  Ainsi 
nous  trouvons  la  première  des  quantités  {12)  sous  la  forme  sui- 
vante 

1       =  -3(*-i)f*rfp^-'^.r  +  A's-<-B*<fe-'-f*~~l>f*~?)»'*» 


fiT)  • 


=<* 


-•-=<• 


DU. 


0(6« 


-î)***i 


D'une  manière  analogue,  on  est  conduit  à  trois  autres  relations 
qui  résultent  de  («7),  quand  on  y  remplace  le  symbole  n.  respecti- 
vement par  Jl,  -f,  S.  Enfin,  on  peut  mettre  un  symbole  d  (où 
(/"  :=  «_"  )  à  la  place  de  2,  pourvu  que  l'on  mette  simultanément  n 
â  la  place  de  s.  Dans  ce  cas,  se  présentent  au  lieu  de  &,  **,  *",  ♦* 
les  formes 

A'  =tabd^acdta%~'by,eydi'. 

i*  =iabdpiack\ay*by*cyitî-*. 

1"=  inArfi  (oWnarjt>o;   * 6J-* ej - •  rf"   ■  =  SR,/,. 

v  =  -«(r,!lffrfXi,,;  'a;  :r;  !./;  •  =  y=  s  s/.. 
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Or  il  est  à  remarquer  que  A'  s'annule  identiquement  et  que  A"' 
se  réduit  facilement  à  A".  En  effet,  A;  change  de  signe,  si  Ton 
permute  entre  eux  les  symboles  a  et  d.  Quant  à  Aw,  nous  permu- 
tons les  lettres  A,  ciel  faisons  usage  de  l'identité 

( abk)dx  —  ( adk)bx  =  ( abd)kx    -  ( bdk)nx. 
Il  vient  alors 

A"'^  -kx\"—  -(ab(i)(ack)(bdk)axtbT-1cti-xdx  *. 

Au  deuxième  terme  du  second  membre,  nous  pouvons  rem- 
placer, sans  altérer  sa  valeur,  les  facteurs  symboliques  (ack)(bdk) 
par 

-  [(  ack  )(  bdk  )  -  -  (  brk  )(  adk  )  -    (  dvk  )i  bak  )\  —  -  (  ard)(  bkk  )  —  o. 

•  3  \3 

Il  s'ensuit 

A"  —  -  /-      A" 
A    _  ^  A,..  A  . 

Pour  la  dernière  des  cinq  quantités  (ia)  nous  avons  donc,  au 
lieu  de  (17),  cette  relation  plus  simple 

(18)      ;  . 

I       =-  -3(n  — i)p»</p*S  *aZJe  —  -(n—i)(n  —  9.)*'k*. 

8.  Les  équations  précédentes,  (17)  et  (18),  nous  servent  à  trans- 
former les  expressions  (12)1  premiers  éléments  du  déterminant (10) 
après  la  substitution  y  =  x  -h  Zdx  -\-  3d2jr  -h  d3x.  D'abord  nous 
pouvons  y  omettre  les  termes 

car,  en  utilisant  les  trois  dernières  lignes  du  déterminant,  ils  peu- 
vent s'écrire  de  façon  qu'ils  deviennent,  d'après  les  calculs  du  n°  4, 
proportionnels  aux  termes  de  la  deuxième  ligne.  De  même,  nous 
pouvons  négliger,  en  vertu  de/=  o  et  d/=  o,  les  termes  qui  con- 
tiennent les  facteurs  <p,  rfcp,  etc. 

De  plus,  nous  pouvons  y  supprimer,  en  vertu  de  la  relation 
A'"  =  2R//1,  les  termes  dans  lesquels  figurent  les  expressions 

*w=2R/?/,     Wm=LRity,     X-'rzSR/X/,     Ûw=SR,cu/. 

Il  faut  seulement  retrancher  en  même  temps,  de  la  dernière  des 
x.  3 
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Enfin,  <I>' étant  égala  2S,?I,  . 


(  —  1V.fi/1-t  a«  —  i3)i'i,. 

peut  v  supprimer  les  ternit** 

(a*— *)**■*! ~U*  — i)U**î, 

tranche,  du  second  membre  de  (l8)(  le  j in" 


Ain 

lion  s 


I    l  '       *  4     * 

éléments  de  la  première  ligne  ii 
présentent  MHM  hi  liirme  suivante 

-iK.->l*'.Ji-^.-.n«-< 

-iX«-j)¥-.*}-|i»-i  ««-*■. 

-iM«-.)X'.iJ-îc-0(.-. 

-,l|i-.mMJ-;'<-i««-. 


rlt'-terminant  en  ijues- 


-*j)r.«, 

!|U-.<i. 


••-«. 


Ici.  nous  avons  désigné  par  1**,  X*,  Û"  ce  que  devient  V  quand  on 
y  remplace  y.  respectivement  par  ,3,  y,  3. 

Le  déterminant  lui-même  prend  donc  celte  valeur 


("9) 


■  i)(j 


a)*»A—  -*ÎB, 
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;  <r  =  (,  — i)(n-h*  — 3), 

r=  j[(«-i)(n-2)  +  (s-i)(3/i+aî-7)] 

=  *  -+-  x(n  —  s)(  /?-f-  s  —  3  ). 

Il  faut  encore  nous  occuper  de  l'expression  B  pour  en  séparer  un 
facteur  kx. 


9.  De  la  dernière  relation  entre  r  et  <r,  on  tire 


n  —  s 


n-+-  is  —  3 


3(*  —  i)  3(*  — i) 

Par  conséquent^  il  vient,  à  Taide  de  (i5a), 


B  =  <j(s  —  i) 


(ab*)*    (ab$y 


«l^x 
«J*x 
*3*x 


Pi?- 
Pi  P- 

PaP 


X 
X 
X 


ïlïx 
Y«Y* 

Ï3ÏX 


(a&8)' 
(a/*)1 


o,8x 
o3ox 


-(abd)* 

dxdx 

d\dx 
d%dx 


(ack)bxexfxU, 


en  faisant  e*  =/£  =  dx  =  f{x)  et 

(*>*)  H  =  «ï"  3  by%ex-  Vx*  s  cj  «  dx  -«  ax»  PSr«Tft  «  Si1. 

Cette  expression  sera  transformée  par  l'identité 

Alors  on  obtient  une  somme  de  trois  termes.  Du  premier  se  trouve 
séparé  le  facteur  kx  ;  le  deuxième  contient  le  facteur  cnx  et  s'évanouit 
par  conséquent;  le  troisième  est  égal,  au  signe  près,  à  B,  comme  on 
le  reconnaît  aisément,  en  permutant  entre  elles  les  lettres  a,  e  et 
b,  f.  Par  suite,  le  premier  terme  de  cette  somme  devient  égal  au 
double  de  la  valeur  de  B,  de  sorte  que 


(•21) 


B  =  A-,^~° 


2 


(aboi)*    (ab$)*    (abf)*    (abo)*    -(abd)* 


(e/*)*     (e/?)*     (efyy 


*l*x 
«i*x 
«3*r 


PlP* 
P«P- 
Pspx 


YlY* 

Y«Y* 

T3?.r 


Ôi^x 

8,ox 
o38x 


d\dx 
d%dx 
d*dx 


(ace)bx/xU 


La  substitution  des  valeurs  (ao)  el  (ai)  dans  (19}  conduit  au 
théorème  suivant,  dont  la  démonstration  était  le  but  principal  de 
nos  recherches,  savoir: 

/./•s /joints  où  une  courbe  algébrique  d'ordre,  n,  f(x)=zo, 
est  touchée  par  une  courbe  d'ordre  s  du  système  linéaire 

suivant  un  contact  du  troisième  ordre,  sont  ses  points  d'inter- 
section avec  la  courbe 


(«) 


•H* 


a)A-3B„  = 


H„Aj  étant  égal  à  B,  et  \,  R  étant  définis  par  les  équations 
(ao)  et  (ai),  dans  lesquelles  r,  ?  sont  donnés  par  (ao"),  tt  par 
(ao*),  O1  par  (1  5")  et  T",  \',Q'par  des  formations  analogues, 

et  "li   /'<>/(  a  posé 


X)  = 


*(*)  =  Pi.     X<*)  =  YÎ. 


•>(*)  = 


La  courbe  (  aa)  est  de  l'ordre 

4(«-3)  +  a»  —  3  +  4('-a)  +  6=î  [*+?(»  — 3)1, 

ce  qui  concorde  avec  une  proposition  générale  que  nous  avions 
obtenue,  par  voie  récurrente,  dans  notre  édition  des  Leçons  de 
Clebsch  (')■ 


IV.  —  Sur  la  loi  de  réciprocité  de  M.  Brilx. 

10.  Remarquons  la  forme  sous  laquelle  se  présente,  dans  (10), 
l'équation  d'une  courbe  qui  fait  partie  du  système  linéaire  proposé 
et  qui  touche  la  courbe  /=  o,  à  un  point  donné  x,  par  un  contact 
du  deuxième  ordre. Cette  équation  peut  s'écrire  (en coordonnées^,*) 

<aî)       T(7)DT(x)  +  4>(/)»+(/)  +  7.0-)ly:r)  +  ■»(  v)D.(^)  =  o. 
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pourvu  queD?(or)=  o  soit  la  courbe  qui  détermine  par  ses  in- 
tersections avec  f  =  o  les  p'oints  où  celle-ci  touche  une  courbe  du 
système 

par  un  contact  du  second  ordre,  etc. 

Par  là  se  trouve  vérifiée,  pour  le  cas  actuel,  la  loi  générale  de 
réciprocité,  due  à  M.  Brill,  et  concernant  d'une  part  les  courbes 
çpl==  o  d'un  système  linéaire  y  fois  infini  et,  d'autre  part,  les  courbes 
4>|=  o  qui  déterminent  dans  un  système  partiel  (y —  i)  fois  infini, 
contenu  dans  le  premier  système,  les  courbes  touchant /=  o  par 
un  contact  d'ordre  y  —  i.  En  effet,  on  sait  (■)  que  la  forme  de 
l'équation  (23)  reste  la  même  pour  le  cas  général,  de  sorte  que 

(*4)  <?o(y)  «M*) -+-  <?i(y)  *,(x) -h. . .-+-  <pY(7)  *T(x)  =  o 

est,  en  variables  y,  l'équation  d'une  courbe  qui  touche  /=  o  au 
point  x,  par  un  contact  d'ordre  y  —  i;  et  j'ai  démontré  que  cette 
équation  donne  précisément  le  contenu  de  la  loi  que  M.  Brill 
avait  obtenue  d'une  autre  manière  (2). 

Une  remarque  analogue  a  lieu  à  l'égard  d'un  système  quatre  fois 
infini 

(25)  <?(•*)  -+-  x^(j-)  -H  ^/ST)  ■+■  ïacd(*)-h  v5(:r)  =  o. 

Du  résultat  obtenu  au  n°  9,  on  déduit  immédiatement  que  la 
courbe  du  système  (2;))  qui  touche /  =  o  au  point  xpar  un  con- 
tact du  troisième  ordre  est  représentée ;  en  variables  y,  par 
l'équation 

U<>>  (s        *)V (/H    «        \)()  =  ot 

l 


{' )  Op.  cit.,  p.  472:  l*  II»  P-  i*5  dans  la  traduction  de  M.  Benoist. 

(*)  Matliematische  Annalen,  t.  IV,  p.  527;  1871.  Cette  loi  peut  aussi  cire  dé- 
montrée par  l'application  des  intégrales  abéliennes  et  des  fonctions  ft  ;  voir  mon  Mé- 
moire Ueber  eine  Verallgemeinerung  des  Jacobi'schen  Umkehrproblems  der 
Abctschen  Intégrale  (  fier  iç  h  te  der  naturforschenden  Geselhcha/t  zu  Freiburg 
i.  Hi\.  Bd.  VII  ). 


ù.  sï'^(a)  —  f 


I  to-)  ttr)  y.(r)  •»(/)  3(/) 


<t<7)    My)    /.</)    «<r>    s</> 

j  («&«)*   (ai^)*   (afr-f)*   («$8)*  ("6e)' 
Q=     («/«)i    (*/[!)•    (B/T)«     (e/3)'    (e/i)» 


3(* 


«.**      p,p,      »T.       3,3*       t,Ej  d,^ 

«i««     ?i?x     w*     M*     *«**       A*t 

«»*r  {*»?*  ÏJfx  3|3«.  S,E,  </,(/, 


La  loi  de  réciprocité  nous  permet  de  plus  d'énoncer,  à  l'égard 
de  l'expression  Ddans  (ly)  ou  du  premier  membre  de  {2a),  la  pro 
position  suivante. 

Désignons  par  *•,  V,  X*,  Q"  les  quantités  qui  multiplient,  dans 
(10),  respectivement  les  fonctions  o(y),  §{y),  '/(**')' w0')»  <*e 
sorte  que,  par  exemple, 


3(* 


?l   *I   7.1 

/> 

?'     +1     7.1 

A 

?i      +1      7.3 

A 

Si  l'on  remplace  dans  il"  les  courbes  o,  i,  y  par  <I>0,  V,  X°T 
obtient  une  nouvelle  expression  <•>",  savoir 
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où  t  =  3  (  n  -f-  s  —  3  ),  et  en  faisant  <I>0  =  <£*,  .... 

En  vertu  de  f  =  o,  /Vz  fonction  to°  e?o/£  ^//é»,  a  m/i  facteur 
numérique  près,  égale  à  <o  (.r)  multiplié  par  la  deuxième  puis- 
sance de  r expression  (s  —  i)(s — 2)A  —  3B0,  qui  figure  au 
premier  membre  de  (22). 

11.  A  l'occasion  de  certaines  recherches  sur  la  théorie  des  cor- 
respondances, nous  avons  été  conduit  à  considérer  une  courbe 
M  =  o  (  *  ),  dont  les  intersections  avec/  =  o  jouissent  de  cette  pro- 
priété qu'une  courbe  d'un  système  linéaire  y  fois  infini  y  a  un 
point  double  tel  que  l'une  de  ses  deux  branches  y  touche  la  courbe 
f=o  par  un  contact  d'ordre  y —  2.  L'équation  de  cette  courbe 
s'obtient  si  l'on  pose,  dans  l'équation  (24),  x  =y  et  si  l'on  sépare 
du  résultat  un  facteur/,  de  sorte  que 


<?o(*)*o(.r)-f-<?i(*)<ï>i(*) 


o  (*)+(*)  =  M./. 


Pour  les  cas  les  plus  simples,  nous  sommes  maintenant  à  même 
d'indiquer  la  formation  analytique  de  ce  facteur  M. 

Pour  y  =  2,  on  sait  que  la  courbe  M  =  o  est  la  jacobienne  du 
réseau  proposé. 

Pour  y  =  3,  il  faut  parûr  de  l'équation  (10).  La  substitution 
y  z=z  x  faite,  on  peut  aisément  transformer  le  déterminant  de  façon 
que  les  éléments  de  la  première  ligne  horizontale  prennent  les 
valeurs 

O.  o,  o,   o,     *    f(T)* 


La  courbe  d }  ordre  2/?  -f-  4*  —  7» 

<t>     W    X      l> 

?i    <|*i    7j     wi 

<?*   4>i   x*   w* 


'fa     ♦»     "/.s     ^3 


—  o 


(')  Op.  cit..  p.  7.Î7;  t.  III.  p.  97  dans  la  traduction  <le  M.  Ilcnoist. 


-  tu  - 
détermine  dune  surf-=u  les  points  uù  une  courbe  du  système 

çl»  -t-  **(*)-*•  Xx(*)4-  ("»(*)  =  O 

a  EUI  />oin*  double  tel  que  l'une  de  ses  branches  y  touche  la 
courbe  f  —  u  par  un  contact  du  premier  ordre. 

Pour  ■[•  =  4i  'es  déterminants  P  cl  Q,  qui  figurent  au  premier 
membre  de  ('iG),  se  transforment  d'une  manière  analogue  quand  ou 
u  fait  y  =  x.  Les  points  de  /  —  o,  où  une  courbe  du  système  (aâ) 
^  un  point  double  tel.  que  l'une  de  ses  branches  y  touche  ta 
tourbe  f=  opar  un  contact  du  deuxième  ordre,  sont  les  inter- 
sections de  /=  o  avec  la  courbe 


(ab%p  <«Ap)*  (flfif}'  (rtAS)'  («Ai)» 

(</*)*  (efpy  {tfiï  [efl?  (gfnr 

*ïa*      fcfcr  T'Y*  M*  *i«- 

-,««      fc?»  Mb  8|«-  *»» 

■*■*         Mb  T>V-r  Si  S,  «»*, 


i  propriétés  des  centres  de  gravité; 
par  M.  LtiSAMT. 


1.  Dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  {2*  série, 
t.  XX,  p.  337),  M.  Resala  publié  un  article  intitulé  :  Note  sur 
la  généralisation  d'un  théorème  de  Pappus,  et  qui  a  pour  objet 
la  démonstration  de  la  proposition  suivante  : 

Soient  A,  A2  •  •  -  A„A,  un  polygone  formé  de  n  côtés,  plan  on 


-  il  — 

gauche,  m  la  niasse  de  chacun  des  n  points  matériels,  partant 
en  même  temps  des  sommets  A%>  A2,  .  . .,  An,  et  dans  le  même 
sens,  avec  des  vitesses  constantes  V«,  V2,  . . .,  Vw,  proportion- 
nelles aux  côtés  ax  =  A,  A2,  a3  =  A2  A3, .  . . ,  ou  An  A«  ;  le  centre 
de  gravité  des  masses  m  reste  fixe. 

Le  théorème  de  Pappus  présente  le  même  énoncé,  s'appliquant 
simplement  au  triangle. 

Si  Ton  y  regarde  de  près,  on  voit  que  la  proposition,  revient 
simplement  à  ceci  :  Si  l'on,  divise  dans  un  même  rapport  les 
côtés  successifs  d'un  polygone  fermé,  le  centre  de  gravité  des 
points  de  division  {supposés  de  masses  égales)  est  le  même  que 
le  centre  de  gravité  des  sommets. 

J'ai  démontré  non  seulement  cette  proposition,  mais  un  certain 
nombre  d'autres  propriétés  plus  générales,  dans  une  Communica- 
tion faite  en  18-7  au  Congrès  du  Havre  et  intitulée  :  Sur  quelques 
propriétés  des  polygones  (Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences,  compte  rendu  de  la  sixième  Session,  p.  142- 
1 5 4  ) •  Seulement,  mon  étude  ne  s'appliquait  qu'aux  polygones 
plans. 

L'article  de  M.  Resal  ayant  ramené  mon  attention  sur  ce  point, 
j'ai  tenté  d'étendre  aux  polygones  gauches  quelques-uns  de  mes 
résultats,  et  cela  m'a  conduit  ensuite  à  certaines  conséquences 
d'une  généralité  plus  grande  encore. 

C'est  à  l'exposé  de  cette  généralisation,  à  laquelle  l'algorithme 
des  quaternions  s'applique  très  facilement,  qu'est  consacrée  la  pré- 
sente Note. 

2.  Soit,  comme  plus  haut,  A,  A2  . . .  A„A|  un  polygone  fermé, 
gauche  en  général.  Faisons  passer  par  tous  les  sommets  des  droites 
parallèles  entre  elles,  que  nous  prendrons  pour  axes  de  rotation. 
Puis,  admettons  que  le  côté  A|  A2,  tournant  autour  de  Taxe  pas- 
sant par  Ai9  d'un  certain  angle,  le  point  A2  vienne  en  B2  ;  de 
même,  faisons  tourner,  du  même  angle  et  dans  le  même  sens,  les 
côtés  A2  A3,  .  . . ,  A,,A|  autour  des  axes  passant  par  A2,  . . . ,  Any 
si  bien  que  les  points  A3, . . .,  A{  viennent  occuper  les  nouvelles 
positions  B3, . . . ,  B,. 

Je  dis  tout  d'abord  que  le  centre  de  gravité  des  points  B,, 
B2,  . . . ,  B„  sera  le  même  que  celui  des  points  A,,  A2,  . . . ,  A„. 


-  li  - 

Pour  la  démontrer,  y-  reprisante  pif  Ç 

un 

tjtiiilcruion  ii\iini 

pour  axf  ri  pont  QBgie  l'«x 

B  Bl  l'angle  de  ri 

lacune  des  rolalions. 

On  suit  alors  { MUT,  por  (!) 

attnpftsf  liiiro'hiit 

tOH 1 

à  lu  méthode  det 

iftiatrrtHDHS,    p.    17a)  que 

ces  rotations  seront 

représentée*  p0 

l'opération 

Q-\     )</. 

Nous  aurons  donc 

M 

=  <?-'. A,A,.Ç. 

ou,  en  remplaçant  A,  Byj  A, 

A;  par  Bj  —  A| ,  *j  — 

1,,  l'origine  des 

witi'urs  étant  quelconque, 

B,-At  =  9-I(*1- 

-A,)Ç  =  Q-'xtQ- 

-ç- 

■>,?. 

De  ru4me, 

•*-»!      = 

Q-'ktQ-t^H, 

?. 

■«-»*-l  = 

Ç-**#Ç-  V  ■>- 

,('. 

Q-*llÇ-Q-**m 

?. 

et,  par  addition. 

-  ï.  «  =  ... 

ce  qui  démontre  la  proposition,  eu  divisant 

b 

premier  membre 

par  a 


■t.  Si  maintenant  nous  divisons  A,  EL,  A.ft, A. B)  dans  le 

même  rapport,  en  C-,C, C,,  le  centre  de  gravité  des  points  de 

divisiouC  sera  encore  le  même  que  le  centre  de  gravite  de  points  A. 

l"-ir  nous  aurons 


A,Ct  =  iAlBt. 


C,   -  A,   =  *,«,- 


I-  IVem*:-  uijtutt-uaul  un  ?\stenie  de  droites  quelconque*  dan? 

l'espace  A,  B,,  V.B. V. B,.  au  lira  de  considérer  les  cotés 

swevessîts  d'an    poiv^o**   terme:   e»    suppo«on$  que   L>«te>   c*s 
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droites  tournent  à  la  fois,  du  mémo  angle  et  dans  le  même  sens, 
autour  d'axes  parallèles  passant  par  les  points  A,,  A2,  . . .,  A.n. 

Les  points  B<,  B2,  . . . ,  B„  prendront  ainsi  de  nouvelles  posi- 
tions ÏÏl9  B^,  . . . ,  B'rt. 

Je  désigne  par  Ga,  G*,  G^  les  centres  de  gravité  des  points  A, 
des  points  B  et  des  points  B',  respectivement;  les  masses  pouvant 
même  varier  d'un  point  à  un  autre,  mais  étant  toujours  les  mômes 
pour  les  trois  points  A/,  B/,  BJ  de  même  indice. 

Dans  ces  conditions,  le  centre  de  gravité  Gy  s'obtiendra  par  la 
rotation  de  G&  tournant  autour  d'un  axe  de  rotation  passant  par 
Ga,  parallèle  aux  premiers,  et  cela  du  même  angle  et  dans  le 
même  sens. 

Pour  le  démontrer,  je  représente  toujours  par  Q~l  (  )Q  le  sym- 
bole de  la  rotation  commune.  J'aurai  alors,  comme  ci-dessus, 

b'1-a1  =  (?-»b1<?-Ç-U1<?, 


B'a  -  \n  =  Q~l  BnQ-  Q~l  A„  <?. 


Multipliant  respectivement  ces  relations  par  les  masses  cor- 
respondantes m,,  /?i.2,  .  . .,  m,n  puis  ajoutant,  j'obtiens 

S/hb'—  Zmx  =  ^.SmB.Ç-^SmA.Ç; 
c'est-à-dire,  en  divisant  par  la  niasse  totale  Sm, 

Gb'  -  Ga  -  Q    'G*Ç-  Ç-»G«  Q  =  Q-i  (06  ~  Ga)(?, 

ou  encore 

Ga  Gf  =  Ç-1 .  Ga  Gb .  Qt 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Remarquons  immédiatement  que,  dans  le  cas  du  polygone  fermé, 
considéré  tout  d'abord,  les  points  G$  et  Gft  coïncident,  et  que,  par 
suite,  G^'  doit  coïncider  aussi  avec  eux.  Ce  n'est  donc  qu'un  cas 
particulier  de  la  propriété  plus  générale  à  laquelle  nous  sommes 
arrivé  maintenant. 

5.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  démontrer  que,  si  les  points 
C|,  C2,  ...,  G»  divisent  dans  un  même  rapport  les  droites 
A,  B',,  A2B'2,  .  .  . ,  A„B)4,  leur  centre  de  gravité  Gc  divisera  dans  le 


même  rapport  U  droite  G„Gi-.  Mais,  joignant  ce  dernier  résultai 
a  celui  que  nous  venons  d'obtenir,  nous  pourrons  dooner  une 
forme  physique  asse»  intéressante  à  la  proposition  qui  nous  oc- 
cupe. 

Pour  cela,  remarquons  que  nous  pouvons  considérer  les  droites 
A,,  H,  comme  appartenant  à  autant  de  corps  de  même  nature,  dont 
les  point»  B,  seraient  les  centres  de  gravité  respectifs.  Si  ces  corps 
passent  par  des  températures  différentes,  ils  se  dilateront  ou  se 
contracteront  dans  le  même  rapport,  c'est-à-dire  que  les  droites 
Ai,  [t.  varieront  elles-mêmes  de  longueur,  proportionnellement. 

Ceci  posé,  oous  pourrons  énoncer  celte  proposition  : 


Si  plusieurs  corps  de  même  nature  tournent  dans  le  i 
sens  autour  d'axes  parallèles  entre  eux.  avec  la  même  vitesse 
aneulaireet  dans  un  milieu  dont  ta  température  sait  rarinhlf, 
leur  centre  de  gracile  se  meut  comme  s'il  appartenait  à  un 
corps  de  même  nature,  tournant  dans  le  même  milieu  autour 
d'un  axe  parallèle  aux  premiers,  et  avec  ta  même  vitesse  an- 
gulaire. 

Cet  axe  mot  en  de  rotation  s'obtient  en  prenant  un  point 
quelconque  sur  chacun  des  axes  individuels,  et  en  déterminant 
le  centre  de  gracile  de  ces  points,  respectivement  affectés  des 
masses  des  corps  correspondants.  Ce  centre  de  gracile'  appar- 
tient à  l'axe  moven. 


Sur    l'équation    linéaire    qui    relie    au    mottule   la  /onction 
complète  de  première  espèce:  par  M.  Goti&lT- 


I.  Dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  le 
»$  avril  1S70,  M.  Picard  a  montré  que  toute  fonction  multiforme 
de  b  variable  complète  J-.  n'ayant,  dans  toute  l'étendue  du  plan 
on  de  U  spnère.  que  trois  points  singuliers,  le  point  x  =  o.  le 
poùt  r  =  1  et  le  point  à  I "infini,  pouvait  être  considérée  comme 
une  fonction  uniforme  du  rapport  »j  =  -    ;  K  ?t  k   «ont  défini*. 


—  45  - 

pour  des  valeurs  quelconques  de  x,  par  l'équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  ils  satisfont  (Fuchs,  Journal 
de  Borchardty  t.  71  ) 

d*Y  ^  dy        i 

La  fonction  co  de  la  variable  X*  ainsi  définie,  n'a,  dans  toute  l'é- 
tendue du  plan,  que  les  trois  points  critiques  o,  i,  oo  ,  et  jouit  des 
propriétés  suivantes  :  pour  toute  valeur  de  x,  le  coefficient  de  i 
dans  (o,  mis  sous  la  forme  ordinaire  des  imaginaires,  est  positif  ; 
de  plus,  si  l'on  part  d'un  point  A  du  plan  avec  une  valeur  initiale  co0, 
et  que  l'on  fasse  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  fermé  quelcon- 
que, ne  passant  par  aucun  des  points  o  et  i,  on  revient  au  point 

de  départ  avec  une  valeur  - — - — -%>  ar,  6,  c9  d  étant  quatre  entiers 

réels  satisfaisant  à  la  condition  ad  —  bc  =  i.  En  s'appuyant  sur  les 
propriétés  précédentes,  il  est  aisé  de  démontrer  que,  si  le  chemin 
décrit  par  la  variable  x  ne  peut  être  réduit  au  point  À  sans  fran- 
chir aucun  des  points  o  et  i ,  la  fonction  eu  ne  reviendra  jamais  à  la 
valeur  initiale.  Je  renverrai,  pour  la  démonstration,  au  Mémoire  de 
M.  Picard  [Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure, t.  IX,  p.  i49)«  H  en  résulte  qu'il  y  a  un  seul  chemin  pour 

la  variable  x  qui  conduit  de  la  valeur  co0  à  la  valeur  — - -j»  en 

regardant  comme  identiques  tous  les  chemins  qui  peuvent  être  ré- 
duits à  l'un  d'entre  eux,  sans  franchir  aucun  des  points  o  et  i. 

2.  11  m'a  paru  intéressant  de  chercher  à  démontrer  cette  pro- 
priété, en  m'appuyant  uniquement  sur  la  manière  dont  se  permu- 
tent les  intégrales  de  l'équation  (i)  dans  le  voisinage  de  l'un  des 
points  critiques. 

Posons 


z(x)  =  i-f-   >       — J"», 

'  Ad  L       2.  }.b. .  .im       J 


00 


*(X)  =2-  L     a.4.6...am      J    BmX  ' 


m=l 

Il  III  I 

om  =1-4-       +;;+...+ 7  — ... • 

3        ^  a  m  —  124  'à  m 

Dans  le  domaine  du  point  x  =  o,  l'équation  (1)  admet  les  deux 


c  admet  les  deux 


)  +  4<K< 


Je  prendrai  pour  valeurs  initiales  K  =  ?  (x),  K'=tp(i  —  x);  K 
et  K.'  seront  des  fonctions  uniformes  de  a-  dans  toute  l'étendue  du 
plan,  pourvu  que  le  chemin  suivi  par  la  variable  soi!  assujetti 
à  ne  couper  aucune  des  lignes  indéfinies  —  00...0,  1 . ,  ,-J-  00  . 
J'adopterai    de    même,    comme    valeur   initiale   de    tu,    la    valeur 


l  une  fonction  uniforme  de  .r  à  la  même 
condition  que  K.  et  K'.  Voyons  maintenant  ce  que  devient  w0, 
quand  on  fait  décrire  à  la  variable  x  un  lacet  autour  de  l'un  des 
points  critiques  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Entre  les  quatre  in- 
tégrales P,  Q,  P\  Q',  on  a,  dans  la  partie  commune  aux  deux  do- 
maines, les  relalior 


H"K' 


'-q: 


Par  un  lacet  décrit  autour  du  point  x  =  o  dans  le  sens  direct, 
Q  se  change  en  Q  -f-  2  («P  ;  par  suite,  P'  se  change  en  F —  a  i'P. 
La  valeur  du  rapport  <o,  après  ce  chemin,  sera  donc 

»<F— »P) 


Par  un  lacet  décrit  autour  du  même  point  critique  dans  le  sens 
rétrograde,  w,,  se  changerait  en  w0 —  2.  De  même,  par  un  lacet 
décrit  autour  du  point  x  =  1 ,  —  se  change  en  —  ^2,  suivant  que 
ce  lacet  est  décrit  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde. 

3.  Cela  posé,  comme  tout  chemin  fermé  se  ramène  à  une  suite 
de  lacets  décrits  autour  des  points  o  et  1  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,   il  est  clair  que  nous  n'avons  qu'à  étudier  les  valeurs  que 
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Ion  déduit  de  la  valeur  o>0,  en  appliquant  les  substitutions  précé- 
dentes un  nombre  quelconque  de  fois  et  dans  un  ordre  arbitraire. 
On  voit  d'abord  que  Ton  est  conduit  à  un  nombre  infini  de  va- 
leurs différentes,  qui  sont  toutes  de  la  forme  — °  ,>  a,  b>  c.  d 
étant  quatre  entiers  réels,  tels  que  ad —  bc  =  i .  Si  Ton  est  arrivé, 
après  un  certain  nombre  de  lacets,  à  la  valeur  — - ->,  un  nou- 

veau  lacet,  décrit  autour  du  point  x  =  o,  conduira  à  l'une  des  va- 
leurs 

a (t>o -4-  b  -+-  9. a       flWo+  b  —  ia  m 

un  lacet  décrit  autour  du  point  .r  =  i  conduirait  à  l'une  des  deux 

valeurs 

(rt  +  îi)w0+6       {a  —  2£)co0-+-/> 

(c  -+-  a*/)u>04-  d       (c —  id)u}Q-r-  d 

Le  théorème  qu'il  s'agit  de  démontrer  peut  s'énoncer  ainsi  : 

//  n\v  a  qu'une  suite  de  substitutions  de  la  forme  précédente, 
appliquées  dans  un  ordre  déterminé,  qui  conduise  de  la  valeur 
o>0  à  une  quelconque  des  valeurs  que  peut  prendre  la  fonction 
o>  pour  la  même  valeur  de  la  variable. 

4.  Pour  abréger,  j'appellerai  valeurs  voisines  de  co  des  valeurs 
telles,  que  Ton  passe  de  l'une  à  l'autre,  en  faisant  décrire  à  la  va- 
riable un  lacet  unique  autour  de  l'un  des  points  critiques.  Les 

quatre  valeurs  voisines  de  la  valeur  — -j  sont  les  quatre  va- 

leurs  écrites  plus  haut.  J'appelle  A  la  somme  toujours  positive 
(rt  +  c),J+  (b-hd)'2;  c'est  l'étude  de  la  variation  de  cette  somme, 
quand  on  passe  d'une  valeur  de  w  à  une  valeur  voisine,  qui  m'a 
permis  de  démontrer  le  théorème  en  question. 

Considérons  la  somme  A  relative  à  une  valeur  particulière  de  co, 
et  les  sommes  analogues  relatives  aux  valeurs  voisines,  que  je  dé-* 
signerai  par  Af,  A_|,  A2,  A_2.  On  aura 

A!  =  (a  j-  c)*-1-  (b  -:-  d-^-  7.a-h  ac)1, 
A  _!  -- ■:  (  a  -4  c  )*  -  -  (  b  -*»  d  —  a  «r  t-  *  c  )*, 

A*  =  (/*-•  c-\  ih -•  •*//)*-»-(&-*-*/)*. 
A_s  --  (  a  -  -  c  —  'à  b  —  a  d)1  -■-(/>  +  //)*. 


n. 

=  4(a  +  C)(«-4-c-(-6-rf). 

D_ 

=  -j  (  n  -*-  c  )  t  a  -+-  p  —  A  —  d  1, 

D, 

=  i(à+d)(a+c+-b~d>. 

0- 

=  \(/,-<-lt)(b-i-d-a-ct. 

Enfin 

4) 

=  D,D_ 

=  i6(«-t-  r)Mc-'-  c)'-(i-t-rf)' 

■i. 

=  D,D_ 

,  =  l6(è-t-rfï'|(6-v-rf)»—  fa-t-  c) 

.le  distîogti 

Mfti  ni 

nlenanl  plusieurs  ras  : 

Premier  râs. — Soit  a  -t-  c  ^  o,  b  ■+-  rf^£  o,  (a-r-e)*^  (£+■«/)*. 

Les  deux  nombres  A,,  Aa  sont  différents  de  zéro  et  de  signes 
contraires.  Supposons,  par  exemple,  A,  >■  »,  A,  <  o;  le  produit 
D,D_,  est  positif,  ainsi  que  la  somme  D,  4- IX  ,  =  8(«  +  «•)";  les 
deux  nombres  D,,  D_i  sont  donc  positifs.  Le  produit  DfD.  i  étant 
néçolif,  l'un  des  deux  nombres  Da,  D_s  est  positif,  l'autre  négatif. 
Donc,  des  quatre  nombres  T),,  D_,,  D2,  D_a,  trois  sont  positifs, 
un  seul  est  négatif. 

Deuxième  cas.  —  Soit  <7  +  c^o,  (a  -i-  c)*=  (b -\-  d)1. 

On  aura  A,  =  A3  =  o.  Comme  la  somme  D,  +  D_,  est  encore 
positive,  l'un  des  deux  nombres  D,,  D_,  sera  nul,  l'autre  positif. 
Il  en  sera  de  même  des  deux  nombres  Da,  Y)_a.  Ainsi,  des  quatre 
nombres  D,.  D_,,  Da,  D_3,  deux  seront  nuls,  deux  positifs. 

Troisième  cas.  —  Soit  a  -+-  c  =  o,  b  +  djé  o. 

Les  deux  nombres  D,,  D_(  seront  nuls  ;  D»,  D_j  seront  positifs. 
D'où  la  même  conclusion  que  dans  le  cas  précédent.  On  arriverait 
encore  à  la  même  conclusion  en  supposant  a-\-cjéo,  b  +  d=o. 

On  ne  peut  supposer  à  la  ibis  a  +  C  =  o,  b  -\-d  =  0,  caria 
fraction -.  se  réduirait  à  —  1 . 

En  résumé,  des  quatre  nombres  D,,  D_(,  Dï,  D_2,  relatifs  à  une 
valeur  quelconque  de  (•>,  ou  bien  trois  seront  positifs  et  un  seul 
négatif,  ou  bien  deux  seront  nuls,  les  deux  autres  étant  positifs. 
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Quand  on  passera  d'une  valeur  de  w  à  Tune  des  quatre  valeurs  voi- 
sines, deux  cas  seulemenl  pourront  se  présenter.  Dans  le  premier 
cas,  la  somme  A  est  plus  grande  pour  trois  des  valeurs  voisines 
que  pour  la  valeur  proposée,  et  plus  petite  pour  une  seule.  Dans  le 
second  cas,  elle  reste  la  même  pour  deux  des  valeurs  voisines,  et 
va  en  augmentant  pour  les  deux  autres. 

5.  Supposons  maintenant  que  Ton  parte  de  la  valeur  o>0,  ce  qui 
revient  à  supposer  a=  i ,  6  =  o,  c  =  o,  d  =  i.  On  a  A  =  2,  et, 
comme  a-\-c  =  b-\-d=\,  on  se  trouve  placé  dans  le  second  cas. 
Il  y  aura  donc  deux  valeurs  voisines  de  la  valeur  co0  pour  lesquelles 
A  sera  encore  égal  à  2  ;  ce  sont  les  valeurs 


«o  too  —  2 

:  '     — : —  y 


si  nous  partons  de  la  valeur  — >  nous  nous  trouvons  encore 

dans  le  second  cas,  et  Ton  en  déduit  une  nouvelle  valeur > 

pour  laquelle  on  a  encore  A  =  2.  En  continuant  ainsi,  et  en  opé- 
rant de  même  avec  la  valeur —  »  on  arrivera  à  former  une 

série  linéaire,  illimitée  dans  les  deux  sens,  de  valeurs  telles  que  la 
somme  correspondante  A  est  égale  à  2  : 

—  3  cd0  —  4        —  3w0  +  2  o)0  -4-  2  cd0 

4  to0 -1-5  4wo  —  3  —  2(i)0  —  3       —  2  u>0  -h  1 

,    v      .        fc>0       wo  —  2       —  3 CD0  —  2       —  3cd0h-4  5 «o -H  4 

(  2  )       {  —  >       9       ; )       5—  >        ; 5  9 

\         1  1  2id0-4-i  2b)0  —  3  — 4wo  —  3 

5  u>o  —  6  7  w0  —  6 


• . . . 


—  4 1»0  -h  5       —  6w0-l-5 

Prenons  maintenant  Tune  quelconque  v  de  ces  valeurs  :  outre  les 
deux  valeurs  voisines  de  v  qui  font  partie  de  cette  série,  il  y  en  a 
deux  autres  pour  lesquelles  la  somme  A  est  plus  grande  que  2. 
Soit  vK  Tune  d'elles  ;  quand  on  passe  de  v  à  vt9  la  somme  A  va  en 
augmentant.  Si  de  vK  on  passe  à  une  nouvelle  valeur  voisine  i>2, 
A  ira  encore  en  augmentant,  car  on  se  trouve  placé  dans  le  pre- 
mier cas,  et  il  n'y  aurait  qu'un  moyen  de  faire  diminuer  A  :  ce  serait 
de  repasser  à  la  valeur  t\  Si  de  t'2  on  passe  à  une  nouvelle  valeur 
x.  4 


i',,  A  ira  encore  rn  augminlanl,  pour  la  même  raison  que  loul  à 
l'heure.  El  le  raisonnement  l'appliquant  de  proche  en  proche,  on 
voit  que,  pourvu  qu'on  n'applique  pas  deuv  substitutions  inverses 
l'une  île  l'autre  successivement,  A  ira  toujours  en  augmentant. 

Considérons  un  chemin  Terme  conduisant  de  la  valeur  wD  à  une 
valeur  -  ""■  -,'  et  supposons-le  remplacé  par  un  certain  nombre 
de  lacets.  Imaginons  en  même  temps  la  suite  des  valeurs  par  les- 
quelles on  passe  pour  arriver  de  (u0  à  -  - _^_  ,  ;  celte  suite  se  com- 
posera d'un  certain  nombre  de  valeurs  comprises  dans  la  série 
précédente  (ce  nombre  pouvant  élre  l'unité),  suivie  d'un  certain 
nombre  de  valeurs  qui  ne  seront  pas  comprises  dans  la  série.  Comme 
on  peut  toujours  supposer  qu'on  ne  rencontre  pas  deux  lacets  par- 
courus successivement  dans  des  sens  contraires,  d'après  ee  qu'on  a 
vu  tout  à  l'heure,  la  somme  A  ne  va  jamais  en  diminuant  quand 
on  passe  d'une  valeur  à  la  valeur  suivante. 

Inversement,  supposons  que  l'on  remonte  la  suite  des  lacets  qui 
a  conduit  de  la  valeur  u«  à  la  valeur  — ' — — ,;  on  repassera  par 
toutes  les  valeurs  intermédiaires,  mais  dans  l'ordre  inverse.  Donc, 
quand  on  remonte  de  la  valeur  finale  à  la  valeur  initiale  w0, 
la  somme  A  ne  va  jamais  en  augmentant  quand  on  passe  d'une 
valeur  à  la  suivante. 

Il  y  aura  maintenant  deux  cas  à  distinguer  : 

Premier  c*s.  —  La  valeur  finale  — -"-  -  ,  fait  partie  de  la  série 
illimitée  écrite  plus  haut.  Il  est  clair  que  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires devront  l'aire  partie  de  la  même  série  ;  ce  seront  précisé- 
ment les  valeurs  comprises  entre  w„  et  '"""^  '  dans  celte  série.  La 
suite  des  lacets,  qui  ramène  de  la  valeur  finale  à  la  valeur  initiale, 
est  donc  complètement  déterminée. 

Deuxième  c*s. —  La  valeur  finale  ne  fait  pas  partie  de  la  série  (a). 
Soit  vp  celle  valeur  ;  parmi  les  valeurs  voisines,  il  y  en  aura  une 
seule  pour  laquelle  A  sera  moindre  que  pour  vp.  Soit  vp_t  celte 
valeur;  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  ly. ,  sera  la  valeur  précédant 
immédiatement  vp.  Si  rp_,  fait  partie  de  la  série  écrite  plus  haut, 
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on  est  ramené  au  cas  précédent;  dans  le  cas  contraire,  en  opérant 
sur  Vp_x  comme  on  a  opéré  sur  vpy  on  en  déduira  une  autre  va- 
leur vp_2  qui  précédera  vp_t ....  En  continuant  ainsi,  comme  A 
va  toujours  en  diminuant,  on  finira  par  arriver  à  une  valeur  i>2,  à 
partir  de  laquelle  A  ne  pourra  plus  diminuer.  Cette  valeur  fera 
partie  de  la  série  (a),  et  Ton  sera  ramené  au  cas  précédent. 

On  voit  donc  que  la  suite  des  lacets  qui  ramène  de  la  valeur 

0     -^  à  la  valeur  io0  est  complètement  déterminée  ;  et,  par  suite, 

C    Q.    F.    D. 


cw0  - 

il  en  est  de  même  du  chemin  inverse. 


6.  J'ajouterai  seulement  les  remarques  suivantes  : 

Remarque  1.  —  Toutes  les  valeurs  que  Ton  déduit  de  la  valeur 
(o'o  sont  de  la  forme  — ->>  où  a.  b,  c,  d  sont  quatre  entiers  réels 

C  CD0  -r-  CL  * 

vérifiant  la  relation  ad — bc  =  i .  Mais  on  n'obtient  pas  ainsi  toutes 
les  valeurs  de  cette  forme  ;  ainsi,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  par 

la  variable,  on  ne  parviendra  jamais  à  la  valeur  — ;  car,  si  Ton 

arrivait  à  cette  valeur,  elle  devrait  faire  partie  de  la  série  (I),  et  il 
est  aisé  de  s'assurer  qu'elle  n'est  pas  comprise  dans  cette  série. 

Remarque  IL  —  Considérons    les   quatre    substitutions    sui- 
vantes : 


S»  = 


I 

2 

* 

S-i  = 

1 

o 

I 

o 

T»  = 


1 

O 

9 

T-i  = 

i 

o 

« 

I 

— a 

i 

il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'il  n'existe  aucune  substitution  com- 
posée des  substitutions  S  et  T,  telle  que 


SpTvSPlT<rl...SP*T</H, 


i     o 
o     i 


à  moins  de 


qui   se  réduise  à  la  substitution  identique 

supposer  nuls  tous  les  nombres  p  et  tous  les  nombres  q.  Au  moyen 
des  substitutions  S  et  T,  il  sera  facile  de  composer  des  groupes 
d'un  nombre  quelconque  de  substitutions  jouissant  de  la  même 
propriété. 


-  sa  - 

Remarque!  sur  la  théorie  des  régiop 

s  e/  des  aspects: 

par  M.  L,ws*ht. 

(Séance  du  î  février  188a.) 

1 .   Dans  la  dernière  séance  de  la  Société  n 

îathématique,  M.  Hal- 

plien  a  fail  une  intéressante  Communicant 

>n  sur  le  problème  des 

différent*  aspects  sous  lesquels  on  peut  vuii 

■  un  système  de  points 

distribués  sur  un  plan,  lorsqu'on  circule  sur 

ce  plan  à  volonté. 

Pour  donner  à  l'énoncé  de  ce  problème  de  Géométrie  île  situation 

la  précision  désirable,  M.   Halphen   définit 

un  aspect  par  la  pér- 

m util  lion  qui  indique   l'ordre  dans  lequel  1 

is  points  apparaissent 

autour  de  l'observateur,  deux  permutations 

représentant  le  même 

aspect  lorsqu'on  peut  les  déduire  circulaire 

meut  l'une  de  l'autre. 

Il  apparaît  immédiatement,  d'après  cela, 

que  pour  deux  points 

il  n'y  a  qu'un  aspect  imaginable,  que  pour 

trois  points  il  y  a  deux 

aspects,  et  que  pour  «  points  on  peut  imaginer  (n —  ])!  aspects 

différents. 

Mais,  en  général,  ces  aspects  imaginables  ne  sont  pas  tous  pos- 
sibles; et  c'est  déjà  faire  un  pas  vers  la  solution  du  problème  que 
de  fixer  une  limite  supérieure  du  nombre  des  aspects  possibles  pour 
un  svstème  de  n  points. 


2.  Supposons  que,  ces  n  points  étant  donnés  sur  un  plan,  nous 
venions  à  les  joindre  deux  à  deux  par  des  droites  de  toutes  les 
manières  possibles. 

Les ■ droites  ainsi  tracées  diviseront  le  plan  en  un  certain 

nombre  de  régions,  les  unes  fermées  de  toutes  parts,  les  autres 
illimitées.  Or,  il  est  bien  évident  que,  lorsqu'un  observateur  circu- 
lera, sans  en  sortir,  dans  l'une  de  ces  régions,  il  verra  toujours  le 
système  des  n  points  sous  le  même  aspect.  Par  suite,  la  détermi- 
nation du  nombre  de  ces  régions  nous  donnera  une  limite  supé- 
rieure du  nombre  des  aspects  possibles. 

3.  J'ai  démontré,  dans  une  communication  au  Congrès  d'Alger, 
en    1881,  que  m  droites  prises  au  hasard  sur  un  plan  déterminent 


—  :»3  — 

,     m(m-hi)     ,    .              ,         (rn—\)(m  —  ï)v         ,  ....     . 

14-  régions,   dont  limitées,  et  2Millimi- 

2  &         '  2  ' 

tées. 

Mais  on  n'aurait  pas  le  nombre  des  régions  pour  le  problème 
qui  nous  occupe  en  remplaçant  simplement  dans  ces  formules  m 

par  — »  car  les  droites  présentent  ici  cette  particularité,  que 

par  un  point  quelconque  du  système  passent  n  —  1   d'entre  elles. 

11                        f                     1             1           •                    1    (i  —  2)(/i  —  3\ 
H  y  a  par  conséquent,  en  chacun  des  points,  perte  de — ' 

régions,  toutes  limitées,  résultat  qu'on  obtient  en  remplaçant  m 
par  n  —  1 .   Pour  les  n    points  considérés,   cela    nous  fera  donc 

n(n  —  2)(/i  —  3)     ..  , 

— régions  perdues. 

Le  calcul,  d'ailleurs  bien  facile,  montre,  d'après  cela,  qu'il  nous 
restera 


régions,  dont 


%-(n— -i)("3  -  5n2-f-i8/i  -8) 
8 


-(/i-i)(n-2)(/iî-3n  +  4) 


régions  limitées,  et  n[n  —  1)  régions  illimitées. 

4.  L'évaluation  numérique  sera  facile,  au  moyen  des  différences, 
et  nous  pourrons  ainsi  former  le  tableau  suivant,  que  nous  con- 
struisons depuis  n  =  a  jusqu'à  n  =  i5. 

Dans  ce  tableau,  n  représente  le  nombre  des  points  du  système, 
m  le  nombre  des  droites  qui  les  unissent  deux  à  deux,  p,-  le  nom- 
bre des  régions  illimitées,  pi  celui  des  régions  limitées,  p  le  nom- 
bre total  des  régions,  c'est-à-dire  p/- h  p/,  et  enfin  a  =  (/*  —  1)!  le 
nombre  des  aspects  imaginables. 


n 

m 

?i 

P/ 

? 

a 

2 

1 

2 

0 

2 

1 

3 

3 

6 

1 

2 

1 

6 

12 

6 

18 

6 

5 

10 

20 

21 

1   4i 

24 

6 

1.5 

3o 

55 

85 

120 

7 

21 

U 

120 

162 

720 

8 

28 

56 

23  1 

287 

5o4o 

9 

30 

72 

io6 

478 

4o32o 

10 

45 

9° 

666 

736 

362880 

3o8i 

4i86 


tÔja  3(ji>l(ÎSCH.> 

a367  4r9""|t-"1" 

3i6î  6217010800 

jîgG  87i78a9i»0o 


Le  nombre  p  des  régions,  comme  on  le  voit,  est  supérieur  au 
nombre  des  aspects  imaginables  a  tant  que  le  nombre  des  points 
du  système  ne  surpasse  pas  5.  Mais,  au  delà,  ce  nombre  p  devient 
inférieur  à  1  ;  et,  par  suite,  les  aspects  imaginables  ue  sont  pas  tous 
possibles,  puisque  p  marque  une  limite  supérieure  du  nombre  des 
aspects  possibles.  Le  rapport  -  décroît  très  vite,  et  pour  n  =  i5. 


:>  c'est-à-dire  que, 
ispect  possible  sur 


limite  du  tableau  ci-dessus,  il  est  intérieur  à 
pour  i5  points,  il  n'y  a  pas,  en  moyenne,  u 
10  millions  d'aspects  imaginables. 

S.  En  lait,  le  nombre  des  aspects  possibles  est  inférieur  de  beau- 
coup à  celui  des  régions  que  nous  venons  de  déterminer.  Il  est 
même  inférieur  à  celui  des  régions  qui  subsistent  lorsqu'on  sup- 
prime les  portions  de  chaque  droite  comprises  entre  deux  points 
quelconques  du  système. 

Si  nous  prenons  4  points,  à  litre  d'exemple,  nous  aurons  les 
deux  figures  suivantes,  selon  que  ces  quatre  points  forment  ou  non 
un  quadrilatère  convexe  : 


Dans  le  premier  cas,  le  nombre  des  régions  se  réduit  à  1 1  ;  dans 
le  second  cas,  à  9;  tandis  qu'il  était  de  18  avant  la  suppression  des 
parties  comprises  entre  deux  points  quelconques. 

On  voit,  d'après  cela,  combien  le  problème  général  doit  être  dif- 
ficile; car  îl  ne  semble  pas  aisé,  pour  un  nombre  de  points  quel- 
conque, d'introduire  une  notation  faisant  ressortir  leurs  positions 
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relatives,  et  cependant  cette  disposition  générale  de  la  figure  aune 
influence  capitale  sur  le  résultat. 


Sur  un  triangle  dont  les  côtés  sont  exprimés  par  des  nombres 
entiers,  premiers  entre  eux,  et  dans  lequel  le  rapport  de 
deux  angles  est  un  nombre  entier;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  3  février  1882.) 

Soit  un  triangle  ABC,  dans  lequel  B  est  égal  à  (71  -h  1)  fois  l'an- 
gle A,  désignons  par  an+{,  bn+i,  cn+l  ses  côtés;  si  nous  menons 

une  droite  BD  faisant  avec  BA  un  angle  égal  à  A,  le  triangle  BDE, 
formé  en  menant  DE  parallèle  à  AB,  aura  un  angle  DBE  qui  vau- 
dra n  fois  l'angle  ÊDB;  si  Ton  désigne  par  a„,  bni  cn  les  côtés  de 
ce  nouveau  triangle,  et  par  \  le  rapport  des  côtés  du  triangle  CDE 
au  triangle  CAB  auquel  il  est  semblable,  on  trouve  facilement  les 
formules  suivantes  : 

t>n  —  Cn-HiX, 

x  =  *' 


ai  ■+•  cn  —  a% 


La  dernière  formule  s'obtient  en  calculant  la  longueur  de  DE, 
bissectrice  de  l'angle  D,  dans  le  triangle  CDB. 

Ceci  posé,  si  arn  bn,  cn  représentent  des  nombres  entiers,  les 
formules  précédentes  donnent  pour  an+t,  bn+h  et  cn+\  des  valeurs 
commensurables,  qui  sont 


,              a,i(b*-hc*  —  aj) 
a+i  =  c*—a* ' 


cn(b},  -h  cj  —  ai) 
cl  —  a* 


bn+l  —    Ti T i » 


_  b„(bj  H-cjj  — «»,) 
Cn+\  -  £* 


Nous  supposons  bn,  cn  et  a„  premiers  entre  eux  et  nous  voulons 
trouver  pour  bn+{,  an+K,  cn+i  des  nombres  entiers  premiers  entre 


eux;    d'après   cela,  nous  pouvons  déjà  adopter  les  valeurs    en- 
tières 

(0  [A^.c.*, 


Or  un  calcul  direct,  très  facile,  donne  tes  formules  qui  con- 
tiennent à  n  =  a  et  à  n  =  ■$,  et  l'on  trouve,  en  désignant  par  y 
et  f  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eu*. 

<*i=91-  <•>  =  ?*- 

A,  =  gj>,  A,  =  d9. 

e*=Pt  —  91 

Admettons  la  généralité  de  la  loi,  c'est-à-dire  supposons  que 
Ton  ait 

****** +9, 

_  cj— a* 

Ce»  formules  ne  sont  autres  que  les  formules  (i).  après  que  l'on 
a  divisé  les  seconds  membres  par  le  nombre  entier  —  =  cm  ,% 
elles  représenteront  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux, 
pourvu  que  l'expression  de  ca+,  représente  un  nombre  entier,  et 
que  les  deux  nombres  bm  et  (o* — a*)  ne  puissent  avoir  d'autre 
facteur  commun  que  —  ;  ce  dernier  point  est  évident,  car  les  quo- 
tients de  bK  et  de  (cj  —  a*)  par  —  ne  pourraient  avoir  de  facteur 
premier  commum  qu'un  facteur  premier  de  q,  qui  diviserait 
cl  —  rtjj.  et.  par  suite,  diviserait  à  la  foi*  c„.  ««  et  b„.  puisque  «a 
et  b,  sont  multiples  de  q. 

Reste  à  prouver  que  1  expression  de  rnJ_i  représente  un  nombre 
entier.  Pour  cela,  parlons  d'un  triangle  i<o>cèIe  avant  pour  côtés 

7  et  />.  et  dont  s  est  l'angle  à  la  base,  on  aura  coss  =  —  ;  si  cet 
i      r  .  .  a?- 

angle  s  appartient  à  tous  les  triangles  dont    nou-  parlons,  et   v 

est  opposé  au  côté  a,  on  aura 

a—i    _  A»    •  e,_, 
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Or  on  a 


sin/i©  ,  .  ,(n  —  a) 

—. -  =  1n~l  COSn_l  ©  —  1n~*  - -  cos*-3  ©  -f-  ... , 

sino  •  1  ' 

c'est-à-dire 


CHzi  =  a_l  -L 


n-l 


an-x  in-\qn-\ 

Donc,  si  Ton  prend  pour  an_K  le  nombre  entier  qn~* ,  l'expres- 
sion correspondante  de  cn_\  sera  un  nombre  entier.  Donc  enfin, 
les  formules  générales  qui  résolvent  la  question,  en  nombres  en- 
tiers premiers  entre  eux,  sont 

an=  q", 

c*,  —  a**-*  n  —  1         .    .      (n  —  2)(n—  3)         .    . 

cn-t  r  1      r       *  i.a  r       * 

On  a,  d'ailleurs,  q  <  p  <iq. 

L'analyse  précédente  prouve  que  les  seules  solutions  de  la  ques- 
tion, en  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  sont  celles  dans  les- 
quelles an  est  la  niéme  puissance  d'un  nombre  entier;  elle  démontre 
en  outre  que,  si  l'on  considère  la  suite, 

ax  =  q,     at  =  q*,  a3  =  q*, 

bi=qy     bt  =  qp,  bi=qci, 

cl  — 4* 
d  =  p,     c,  =  />*  —  q*y     c,  =        c        ; 

bn  =  qcn-u 

f»t    ,  /il»— 1 

Ln   —  -  > 

cn-i 
les  quantités  cn  divisent  algébriquement  les  quantités 

Parmi  les  triangles  répondant  à  la  question,  il  en  existe  dans  les- 
quels les  nombres  entiers  qui  représentent  les  trois  côtés  sont  con- 
sécutifs. 

Lorsque  l'un  des  angles  doit  être  double  de  l'autre,  on  trouve 
facilement  que  le  seul  triangle  est  celui  dont  les  côtés  sont  re- 
présentés par  les  nombres  4>  5,  6.  D'après  cela,  soit  un  triangle 
général,  dans  lequel  les  côtés  soient  représentés  par  trois  entiers 


■ 


utifs;  une  première  hypothèse  à 


b„  =  c*_,y  =  q" 

r     -  C*l"g*"" 


On  en  déduit 

q*(q"  +  î)c„_,  =  a?«-+-  i, 

et  n  est  au  moins  égal  à  3,  car  nous  avoDS  parlé  du  cas  de  «  —  i 
et  n  =  a  :  donc  c„_3  existe  et  est  au  moins  égal  à  i  ;  l'égalité  pré- 
cédente est  alors  impossible,  à  moins  de  faire  q  =  t,  ce  qui  ne 
donne  pas  de  véritable  triangle.  Reste  à  examiner  la  deuxième 
hypothèse, 


on  en  tire  C„_j  =  -j«  ce  qui  exige  7=  aetcH_!  =  t;  cette  dernière 
relation  exige  n  —  2,  car,  si  n  était  supérieur  à  a,  e„_3  serait  plus 
grand  que  1;  cela  est  impossible,  parce  que  si  n  est.  par  exemple, 
égal  à  3,  C|  serait  égal  à  j,  et  a,  et  b,  seraient  supérieurs  à  c,. 

Donc,  enfin,  le  seul  triangle  dont  les  côtés  soient  représentés 
par  3  entiers  consécutifs,  et  dans  lequel  le  rapport  de  deux  angles 
est  un  nombre  entier,  est  celui  qui  a  un  angle  double  d'un  autre, 
et  dont  les  côtés  sont  représentés  par  les  nombre  4,  5,  6.  Dans  le 
cas  général,  il  faut  remarquer  que  c„  doit  avoir  une  valeur  posi- 
tive; il  faut  donc  que  l'on  ait 


Si  donc  on  a  choisi  pour  q  un  nombre  entier  quelconque,  il  faut 
prendre  pour  p  un  nombre  entier  premier  avec  q,  plus  petit  que 
nq  et,  en  outre,  plus  grand  que  tnq,  m  étant  un  nombre  qui  dé- 
pend de  la  valeur  de  n  que  l'on  considère.  Nous  donnons  les  for- 
mules relatives  an  =  a,  3,  4,  5, 


7'< 

l<3 

=  ?(/>*- 

-7'). 

Cj: 

=  /'</>' 

-S 

<!'•• 

l>, 

=  qp(p* 

—  iq> 

). 

C4  = 

=  (/>'- 

PI 

?*■ 

ai 

=  q(p*- 

-pq- 

7' 

<)(/>*- 

-?' 

+pq\ 

Cf- 

=  p(r* 

—  '1 

-  59  - 


Sur  des  cas  de  réduction  des  fonctions  %  de  plusieurs  variables 
à  des  fonctions  0  dJun  moindre  nombre  de  variables;  par 
M.  Appell. 

(Séance  du  3  mars  1882.) 

La  formule  de  réduction  pour  les  fonctions  8  de  deux  variables 
que  j'ai  indiquée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  du  i3  février  1882  peut  être  généralisée  de  la 
façon  suivante  : 

I.  Considérons  la  fonction 


mi =-+-» 


(l)       e(x,,^r,,  ...,Xp\a,j)=     V      e'»lxl  +  ffitx,+...+/«farf+?(»i1,mI mf)? 


m,  =  —  : 


où  o(nii,  m2,  ...,  mp)  désigne  la  forme  quadratique 

i.  i  =  p 


^a.j^j,    («„  =  «„). 


Supppsons  que  les  périodes  relatives  à  xp, 

2ir/—  1,  îapi,  2flpj,  ...,iappi 

soient  liées  par  (p  —  1)  relations  distinctes  à  coefficients  entiers 
de  la  forme 

( a )  kn  a pX  -+-  kit apt  -+-...-+-  kipapp  =  A,-it  /^~î , 


où 


i  =  1,2,  ...,(/>  — 1), 


les  lettres  ktj  et  /*/  désignant  des  nombres  entiers.  Dans  cette  hy- 
pothèse, les  périodes  relatives  à  xp  se  réduisent  à  deux;  et  la  fonc- 
tion 6  définie  par  l'équation  (1)  peut  être  exprimée  à  l'aide  de 
fonctions  S  de  (p  —  1)  variables  et  de  fonctions  0  d'une  variable. 

Pour  le  montrer,  remarquons  d'abord  que  le  déterminant  des 
(p  —  i)2  nombres  entiers 

ki\ y  a/j,  . . . ,  A*/, p -1     (  *  =  1 ,2,  ...,/>  —  1  ) 


ne  peut  pas  être  nul.  En  clTet,  si  ce  déterminant  étlil  nul,  on  pour- 
rait, en  multipliant  les  deu\  membres  des  équations  (î)  par  des 
entier*  convenables  et  ajoutant,  éliminer  ap,,  ....  oPiP_,  el  uli- 
tcnîr  une  relation  de  la  forme 

Na„r  >  (A 


N  cl  N'  éUnl  entiers.  Mais,  comme  la  partie  réelle  de  afr  est  néga- 
tive el  ne  peut  pas  être  nulle,  on  aurait  nécessairement  N  =  o, 
V=  o.et,  par  suite,  les  relations  1  1  )  ne  seraient  pas  distinctes;  ce 
qui  est  contre  IhvpoUiésr. 

Le  déterminant  des  coefficients  de  afUap,, ....  a,>p_,,dans  les 
équations  {_■*},  n'étant  pas  nul,  on  peut  résoudre  ces  équations  par 
rapport  a  ces  quantités,  et  l'on  en  tirera  des  expressions  de  la 
forme 


lïi 


**«*  =  *>w  ■•-  tj*/^!. 


a,.  !•',.  I,  étant  des  entiers:  certains  des  nombres  i\  et  /,  peuvent 
être  nuls.  Je  suppose,  pour  pins  de  généralité,  que  A*.  Xj,  ....  A', 
soîrnl  nuls,  A'_„  A^,  ....  Jt^_,  étant  différents  dciéro;  en  multi- 
pliant les  deux  membres  des  équations  1  3*  par  des  entiers  conve- 
nables, on  pourra  faire  en  sorte  que  les  coefficients  de  afP  dans 
les  p  —  v  —  1  dernières  dès  équations  ■  3     deviennent  égaux  au 

plus  petit  commun  multiple  de  *!_,.  k'„t Zy  ,-  Ces  relations 

\.i\  peuvent  alors  s'écrire 


v  =  t  ~\  -1 


-f.-.-si 


■  j  =  1 


./■-.-. 


lt*ns  ce»  relations  ,4'.  ou  peut  toujours  supposer  les  entiers 
*,.  ». *r  ptvilift;  pour  les  \  nombres  n-  la  chose  est  évi- 
dente, car  on  peut  évidemment  changer  les  signes  des  deux  mem- 
bres des  >  premières  équations  :  quant  aux  j —  >  —  1  •  nombres 
»»»•.  on  remarquera  d'abord  que  l'on  peut  ramener  les  parties 
réelles  des  période*  <t,  .„.  à  cirv  »>eça!Ïves.  car  l'on  peut,  dins  la 
fonction  \iV  changer  le  si;«e  de  i»*.**.?  •  condition  de  changer  en 
mente  temps  le  suwe  de  tomes  les  antres  périodes  dont  un  *<-ul 
<4cs  indices  est  ^>  -—_/">  e*  celui  de  jrw  ;  cela  revien;  en  effet  à 
cHan$cr  »*».  .  en  —  m^,  .  Les  parties  welics  des  périodes  ap.-*+.j 


-  «1  - 

étant  ainsi  ramenées  à  être  négatives  comme  la  partie  réelle  de 
it-ppi  les  entiers  /iv+y-  et  np  sont  de  même  signe,  et,  comme  on 
peut  changer  les  signes  des  deux  membres  des  équations  (4),  on 
peut  faire  en  sorte  que  les  entiers  /iv+y-  et  np  soient  positifs. 
Cela  posé,  faisons 

(5)  m?  =  n? ji.p  -*-  /p,     (o<*p</ip  —  i),     (p  =  i,2,...,/>), 

[jLp  et  t?  désignant  des  entiers  dont  l'un  est  le  quotient  et  l'autre  le 
reste  de  la  division  de  m9  par  nr 

On  obtient  toutes  les  valeurs  de  m9  de  —  oo  à  +  oo  et  seule- 
ment une  fois  chacune  de  ces  valeurs  en  faisant,  dans  (5),  varier 
jjip  de  —  oo  à  -+-  oo  et  t?  de  o  à  n9  —  i . 

L'on  a,  d'après  cela,  pour  la  fonction  (i),  l'expression 

Posons 

/  a  =  ttrt  4-^+...+  tPXp  +  y(tu  /j,  ...,  tp\ 
(7)  \  Mlu  tt,  ...,lp) 

l'expression  (6)  de  la  fonction  0  considérée  devient 

'?  -  0       jip  =  —  » 

on  a  identiquement 

'f(/ll|ll,  Alj|l2,   ...,  /lp(X/l)  =  ^(/l,  [At,  71,  {A,,   ...,   n^ifAp-1,0) 

H-  inp\xp{ ]k{nxapx  -+-  \Ltn%ap%  -4-.  ..-*-  [*,,_,  zip-ia^-i)  -+-  n*[Ajap/,; 

remplaçons  dans  le  coefficient  che  znppp  les  quantités 

niapii  HiGpii  •••»  np-i&p,p-\ 
par  leurs  valeurs  (/();  nous  avons 

l    <p(/!i;Ai,  /IslA*,    ..  .,  /1j,(Aj,)  =  ©(/l1ÎA,,  71  j  [A,,   ..  .,  /lp_j  |Ap_, ,  o), 

(    ~  nj,alin(\xl  -+-  >.  JA,,  IAV+-!  H-2JAp{Av+,  -h. ..-h  2  [Ap  JAp-t  ) -h  2  Mil/—  I, 


M  tant  entier;  celte  espressiun  (g)  peut  s'éeriiv 

-«JijvdWi-i- !*•+*-•-  ...  -+"r>-i>* 

h- «J«pj>(|*m-i +■[»-+»-*-  ■.■  +  H■p-^-^•^), -(-aMirv'^7. 

Dans  cette  expression  (io).  la  partie  indépendante  de  \ip,  à  sa- 
voir ; 


est  une  forme  quadratique  *({*■,  \>-i,  ....  JV-<)  des/*  —  i  varia- 
bles [A,,  j*i,  ...,  Hp.|î  et  si  l'on  écrit  cette  forme  de  la  façon  sui- 
vante : 

(il)  PCplitt r*-l)""     2     A"li,r>    <*'/  =  A>')- 


I  A/y  =  rt,rtya,j, 

D'après  cela,  dans  la  somme  (8),  l'exposant  dee  peut  s'écrir 
en  laissant  de  côté  iMity' —  i ,  qui  est  une  période  de  la  fonclic 
exponentielle, 


t-IV*. 


'  ar,,»li  ii,.,    ,-  ,i,.,- 


..+  [!„)*- 


ou  bien 


t-|*)". 


Cela  posé,  faisons  dans  l'expression  (8)  la  sommation  par  rap- 
port à  y.p  en  laissant  toutes  les  autres  quantités  constantes;  nous 
pourrons  mettre  en  facteur,  dans  le  terme  général  de  cette  somme, 
la  quantité 


—  03  — 
et  nous  aurons  à  faire  la  somme 


!*,,  =  +  » 

somme  qui  n'est  autre  que  8f(«^|  aie  y/ —  i)a/ipan)(f)'  'a  somma- 
tion  par  rapport  à  {x4 ,  jjl2,  ...,  p-p-i  donne  ensuite  à  chercher  la 
somme  des  termes  tels  que  (ia),  somme  qui  est  égale  à 

«•6(«i,  otj,  . . .,  i^  a„+i  —  «|i,  •  •  -,  *p-\  —  *p\  A/y). 

Donc  enfin 


H(xj.  Xi,  . .  .,Tp\aij) 

—      V     *"6(*i,  «î av,  «A-i  — *p,  ...,otp_i—  «P|  A/yJOttotplaic/^l,  injtapp). 


tç      o 


Telle  est  la  formule  de  réduction  annoncée. 

H.  Il  est  un  autre  cas,  où  la  fonction  0,  définie  par  la  série  (i), 
subit  une  réduction  analogue  :  c'est  le  cas  où  les  p  groupes  de  pé- 
riodes simultanées  des  (p  —  i)  variables  xKy  x2, ...,  ocP-\  se  rédui- 
sent à  (p  —  î)  groupes  distincts.  Cette  circonstance  se  présente 
lorsque,  entre  les  périodes  relatives  à  ces  variables,  ont  lieu  des  re- 
lations de  la  forme 


{  Ària/i  -h  Â-saii+...+  A>p-ia/ip-i  -+-  kpat,p=  A/ir/—  i, 

(  (l  =  i,2,   ...,  p  —  l), 

Â'i,  Â*2,  ...7  A*p,  A|,  A2,  ...,  Ap_i  étant  des  nombres  entiers. 

Il  importe  de  remarquer  que  kp  ne  peut  pas  être  nul;  en  effet, 
supposons  kp  =  o,  multiplions  la  première  des  relations  (i3)  par 
À,,  la  seconde  par  Ar2,  •••  la  dernière  par  kp_if  et  ajoutons;  nous 
avons 

<?(A:i,  A-,,  ...,Arp_1,o)=  Mir/^ï, 

M  étant  réel.  Or  cette  relation  est  impossible,  car,  quelles  que 


(')  Je  désigne  par  8,  (s  |  w,  w')  la  fonction  8,  formée  avec  w  et  w'  (Voir  Théorie 
des  fonctions  elliptiques  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  p.  n5). 
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soient  les  valeurs  attribuées  aux  entiers  m,,  m3,  ...,  mp,  la  partie 
réelle  de  <p(m(,  ma,  ...,  mp)  est  négative  et  n'est  jamais  nulte.  II 
n'est  donc  pas  permis  de  supposer  kp  =  o.  Mais  il  peut  arriver  que 
certains  des  entiers  /.,,  k2,  ....  kp_,  soient  nuls. 

Je  vais  traiter  le  cas  où  aucun  des  entiers  k,.  k%,  .--,  kp  n'est 
égal  à  zéro.  Ces  eDtiers  ont  d'ailleurs  des  signes  quelconques.  Fai- 
sons, comme  précédemment, 
(i.î)  ni^^  kfy.t+ tf,     (p  =  i,a p), 

u-F  et  t,  étant  deuv  enliers  dont  le  second  /,  est  positif  et  satisfait  à 
l'une  ou  l'autre  des  conditions 


t  filfi 


<  -  k - 


k.<o. 


L'on  obtient  encore  toutes  les  valeurs  de  mt  en  faisant  varier 
[j.p  de  —  oo  à  -f-  oo  et  donnant  à  tr  les  valeurs  satisfaisant  aux  con- 
ditions (i5).  La  série  (i)  peut  doue  s'écrire 


2  2 


Le  signe  ^  indique  u 

/,.  t2,  ....  tp.  Posons 

I  3   =t,r,  +...+  f,a>+-ç(t„#„  ...,t, 
"7)  1  °  -*-    ■   •-  *r<fi''i 'p)     ,._. 

?,  =  V,  +  S -t. (P-I 


VW'F-'fV.*' *>VV- 

étendue  aux  valeurs  (i5)  de 


../>); 


l'exposant  de  e,  dans  la  somme  (i  6),  devient 

(.8)  ?-t-(M?.-i-...-«-(<Ll,p,H-T(*l|*„*liii,  ...,X>|V)- 

Dans  cet  exposant,  écrivons,  au  lieu  de  »(£,  p(,  A'jjjij,  .. 

?[*ih>  +  *i(l*i—  K/.).*ïI*p  +  *i(n«-  M.  .... 

kp-,  v.p  -+-  kp-^pp-,  -  ilp),  kpV.p  -+-  o], 

et  développons  parla  série  de  Taylor,  en  considérant 

*i(^t  —  H-p),    *t(t*j—  M f,-i(lA/'-[  —  IJ-pt- 

comme  les  accroissements  des  variables.  II  est  aisé  de  voit 


«>M. 


M    — 

vertu  dos  relations  (i3),  ce  développement  se  réduit  à 

?(  *i  IV»  *t  !x/»  •  •  •  >  kp  \xp)  -+"  ? I*i  (  î1*  —  l*i»)»  *»(  !*t  —  !x/>)»  •  •  •  » 

N  étant  entier;  en  effet,  le  coefficient  de  Âv(|x/  —  jjl^,),  dans  ce  dé- 
veloppement,  est  —s — ^  .   ,g £i_£-,  c  est-à-dirc 

t.  \xp (  kt  a/i  ■■■-  Xj a/s  -f- . . .  -r  kp aip  ) 


ou,  d'après  (i 3),  a|x^//|T^' — î. 

L'expression  (18)  peut  donc  s'écrire 

Alors,  dans  la  somme  (16),  laissons  d'abord  jAj,  constant  et 
sommons  par  rapport  à  [x4 ,  jjl2,  ...,  j*/>_iî  nous  pourrons  mettre  en 
facteur  dans  le  terme  général  l'expression 

et  la  somme  à  évaluer  sera 

c'est-à-dire  une  fonction  S  de  />  —  i  variables 

Si  ensuite  nous  faisons  la  sommation  par  rapport  à  (jl^,  nous 
avons  à  évaluer  la  somme  des  expressions  (20),  pp  variant  de  —  00 

à  -f-  oc  ,  ce  qui  donne 

Donc  enfin,  d'après  la  formule  (16), 
.    B(  j*j ,  jtj,  . . . ,  j"^i  a /y  ) 

(9.1)  !  -2f,?m?,'?j,---^-i:^#A"/a/,/> 

ce  qui  donne  l'expression  cherchée. 


i 
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Il  est  à   remarquer  que  »tp(/'i,  X'a.  ■  ■■,  kp)  se  réduit,  en  négli- 

geant tin  multiple  de  -àtz\J  —  i,  à 

1    #?{*,,  Jt] X„) 

car  les  relations  (i3)  peuvent  s'écrire 

àkj              »Af»^ï  u    M p    0- 

III.  Une  méthode  analogue  s'applique  au  cas  où,  dans  les  rela- 

tions (i  3),  certains  des  entiers  A,,  k-:,  ...,  /.',,  sont  mils.  Si  l'on  sup- 

pose 

X,  -  X,  -  ...  -  X  -  ,,, 

ta+i,  X\+î,  ■■-.  A'p  étant  différents  de  zéro,  il  faudra  poser 

„h  =  h                    tt-«Â.«»f», 

»'„f  =  ^tV.f  +  'f     ((>=".» />-U 

les  entiers  t,  étant  assujettis  à  la  condition 

'  o<ï<-*     — i     si     *.<■>. 

La  fonction  ft{i)  peut  alors  s'écrire 

V       V*     ei-,i1+...-«Sj^-(is+|*^-t+',)*-^-i+---+(l',*>+<p-,)ir,+ï(l1 IS.'vulV+l +/,... 

le  signe  7,  indiquant  une  sommation  faite  par  rapport  à  t, ,  t3,  ... 
Cp.v  et  étendue  aux  valeurs  (as). 

T*     -  r.  +  mav*.  '.+  «W.  -H-  ■-*-  %  V-),     (X-  i,  ■ v). 


»«.,b....,b-«>=         2 


-  67  - 
l'on  obtient,  comme  précédemment,  la  formule  de  réduction 

/    S(xly  Tt,  .  .  .,  Tp\ctij) 

x  B3[yv4-i  -4- Yv+î  -:-...--  Ypl'^v/     i>*<?(o,o,  ...,o,  X\4-i,  ...,/>)]. 


'e 


Ici  encore  Ton  a,  en  négligeant  un  multiple  de  iiz \] —  i , 

,                                   .               .                            i      \           i      "9(0,  O,  .  .  .  ,  A*v»_i,  A\4-J,  .  .  .,  A"«) 
2'f(o,<>,  .  .  .,0,  Av-h,  Av+Î,   ...,  h'p)^  Ap— : ^ • 


5//r  m/n?  «We  fVAbel;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  16  décembre  1881.) 

Dans  le  Tome  II  des  Œuvres  dAbel,  comprenant  les  Mémoires 
que  Tillustre  géomètre  n'avait  pas  publiés  lui-même,  se  trouve 
(page  8a  de  la  iro  édition,  7  3  de  la  2e)  une  série  très  remarquable 
dont  l'étude  n'a  pas  encore  été  faite  d'une  manière  satisfaisante. 
C'est  cette  étude  que  j'ai  entreprise  et  que  Ton  trouvera  dans  le 
présent  Mémoire. 

1.  Considérons  la  suite  indéfinie  des  polynômes  P0,  Pt(.r), 
P2(.r),  ...,  que  voici  : 

Po=i,     Pi(.r)  =  x,     P2(x)*=— *-,...,    Pn(*)=  — — — ^ , 

'À  2 .  J  .  .  .  /l 

où  fi  est  une  constante  quelconque.  Les  degrés  de  ces  polynômes 
successifs  reproduisent  la  suite  des  nombres  naturels.  Il  est  donc 
évident  que  tout  polynôme  entier  pourra  être  développé  suivant 
les  polynômes  P,  en  cette  sorte  : 

Les  coefficients  jjl  seront  indépendants  de  #,  et  l'indice  /i,  celui 
du  dernier  terme,  sera  le  degré  de  <p(#). 

Pour  trouver  les  coefficients  jjl,  observons  deux  propriétés  des 
polynômes  P:  i°  ils  s'évanouissent   tous,   sauf  P0,  pour  x  =  o  ; 


vérifient  la  relation 


P,-'.r-?). 


et.  par  suite,  aussi  la  relation  plus  générale 

En  dérivant  m  fois  l'identité  (  i  ).  on  obtient  dnne 


ç"(J-|=   ilmPt-r-  (*, 


M?t—  (lM-lP.( 


«?»- 


Donc,    /"»/  polyn'Unc   entier  01  >)  />ewf    e7/r    dim   joi/j»    A* 
/orne 


•■*■<?' 


f-i»?)-. 


rfans  laquelle  [3  es;  «ne  quantité  arbitraire. 

Cette  formule  (2)  est  celle  d'Abel.  Le  problème  que  je  me  pro- 
pose ici  est  d'étudier  sous  quelles  conditions  la  série  (2),  formée 
avec  une  fonction  quelconque,  et  indéfiniment  prolongée,  repré- 
sente effectivement  cette  fonction. 

Voici  comment  je  procéderai.  Je  prendrai  la  série  générale 

WT(,)  =  r.  +  HT~r.i£=l£^..rf.'"-mt»-'..., 


où  les  coefficients  u.  seront  indépendants  de  or,  et  d'ailleurs  quel- 
conques, assujettis  seulement  à  rendre  la  série  convergente.  J'étu- 
dierai la  fonction  F(x)  ainsi  définie,  et  je  montrerai  que  cette 
fonction  a  plusieurs  propriétés  caractéristiques.  De  là  découlent 
des  conditions  nécessaires  pour  qu'une  fonction  <s(jt)  puisse  véri- 
fier la  formule  (a).  Je  prouverai  ensuite  que  ces  mêmes  condi- 
tions sont  aussi  suffisantes,  et  le  problème  se  trouvera  résolu . 


±   Considérr 


UK  (  « 


n  rlm 


1  série  (3). 


—  69  - 
écrivons-le  ainsi 


\n  -  1  2 *   ' 


\/i-J 


(  ♦  )  TH  --  (    - 1  )"- » - ^ [x„. 

i .  2 . . .  n 


Posons,  pour  abréger  l'écriture, 


La  quantité  T„,  pour  n  infiniment  grand,  a,  d'après  la  formule 
de  Slirling,  l'expression  asymplotique 


y'iiz 


n 


d'où  je  lire  celte  première  conclusion  :  Pour  que  les  termes  de 
la  série  (S)  convergent  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  Von 
ait 

(6)  !*/!  =  (—  i),I-,/i2(ep)-/li//l, 

uH  étant  infiniment  petit  avec  -• 

C'est  là  une  première  condition  nécessaire,  mais  non  suffisante, 
à  la  convergence  de  la  série  (3). 

Si  la  série  donl  le  terme  général  est  u„  est  absolument  conver- 
gente, aucune  condition  ultérieure  n'est  plus  nécessaire  à  la  con- 
vergence de  la  série  (3).  D'ailleurs  un  est  indépendant  de  x.  Donc, 
dans  un  tel  cas,  la  série  (3).définit  la  fonction  F(x)  pour  toute  va- 
leur de  x.  Cette  fonction  est  finie  et  uniforme  dans  tout  le  plan. 

Je  vais  étendre  ce  résultat  aux  autres  cas.  Pour  y  parvenir,  je 
prendrai  une  expression  asymptotique  de  T/,,  plus  approchée  que 
l'expression  (5). 

3.  Développant  (  i  —  -  \  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  n,  j'ai  d'abord 

lHr-"[— :H')*3]- 

j  ,|imc„)n;-«-i^-^'-H». 
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J'obtiens  de 

mèa 

«,  par  la 

formule  de  Shrling. 

(•) 

rïr: 

'     (lir 

nc„)„,.=  — ■ 

» 

De  ces  dcm 

fora 

ules.jec 

onclus,  cd  tenant  compte 

de  (ti), 

T„ 

a**< 

t-T*-"è)5-*î* 

■ft 

(fl 

»(■»). 

-■=»«* 

-ir+â*-H«- 

hi88 

Dès  que  m„ 

est  supposé  inliuiment  petit  avec 

«,la 

série,  i 

Ion  t. 

le  terme  général  esl 

— y  est  absolument  convergente. 

La  série 

(3) 

converge  ou  d 

iverge  en  même  temps  que  la  série 

»,  dont  le  terme 

générât  est 

.„  =  .„- 

(*-M* 

Si,„.i„,e„, 

ni   l.i 

série  (3) 

converge,  non  plus 

pour 

une  va 

leur 

particulière  de  x,  mais  pour  une  suite  de  valeurs  attribuées  à  cette 
variable,  la  convergence  séparée  des  deux  séries,  avantpour  termes 
généraux  respectivement  u„  et—  »  est  nécessaire.  Elle  esl  d'ail- 
leurs suffisante.  Cette  condition  même  se  présente  si  l'on  exige 
simplement  que  la  série  (3)  converge  pour  deux  valeurs  différentes 
attribuées  à  x,  pourvu  que  la  somme  de  ces  valeurs  ne  soit  pas 
a  fi.  Mais  c'est  là  un  détail  sans  importance. 

D'après  un  théorème  d'Abel,  la  série  dont  le  terme  général 
est  —  converge  dès  que  celle  dont  le  terme  général  est  ua  est  con- 
vergente. Je  fais  allusion  ici  au  théorème  III  du  Mémoire  sur  la 
série  du  binôme  (')  (t.  I,  p.  69  des  Œuvres  complètes,  p.  222  de 
la  21  édition).  J'ai  doné,  en  conclusion  : 


La  condition  né* 


et  suffisante  à  la  convergence  de  la 
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série  (3),  pour  x  variable  y  consiste  dans  la  convergence  de  la 
série,  indépendante  de  x,  quia  pour  terme  général 

3 

un  =  (—  i)«-»(*P)n  ""*>,,. 

Cette  condition  satisfaite,  la  série  (3)  représente  une  fonction 
synec tique  dans  tout  le  plan. 

Je  dis  synec  tique,  quoique  la  démonstration  établisse  simple- 
ment que  F(x)  est  finie  et  uniforme.  Mais  il  est  très  aisé  de  dé- 
montrer encore  que  la  série  (3)  peut  être  différentiée;  il  n'est  pas 
besoin  de  s'y  arrêter. 

4.  De  la  définition  (3)  résulte,  pour  la  fonction  F(x),  la  même 
conclusion  qui  a  été  tirée  de  (i)  pour  un  polynôme  entier, 

i  F<"\x)=  jxm4-îi/w+iPi(x  —  mp)4-îA„M.,Pj(.r—  mp)4-..., 
9)     I  F«(ni?)=ji*. 

Il  n'est  donc  pas  douteux  que  la  série  (3)  n'est  pas  plus  générale 
que  la  série  d'Abel,  formée  avec  une  fonction  quelconque.  11  faut 
toutefois  observer  que  la  fonction  F(x),  définie  par  la  série  (3), 
où  les  coefficients  jjl  peuvent  être  liés  à  p  d'une  manière  quelconque 
n'est  généralement  pas  indépendante  de  p. 

C'est  de  l'égalité  (9)  que  je  vais  tirer  les  propriétés  caractéris- 
tiques de  la  fonction  F(x).  Je  ferai  croître  au  delà  de  toute  limite 
l'indice  de  dérivation  m,  et,  en  même  temps,  je  supposerai  x  de  la 
forme  suivante  : 

(10)  **  =  (*<  -+-/>)?. 

74  désignant  une  quantité  quelconque  invariable  avec  /w,  et  p  un 
nombre  positif,  variant  avec  m  d'une  manière  arbitraire,  mais  ne 
dépassant  pas  m. 

Si,  pour  m  infini,  (m  —  p)  reste  fini,  les  propriétés  de  F^m\x) 
se  déduisent  immédiatement  de  l'analyse  qui  précède.  En  désignant 

maintenant  par  ç  la  quantité  finie — L>  je  pourrai  employer  les 

mêmes  formules  qu'au  numéro  précédent. 
Posant 


'  m        11  '  11  \  7.  l'A/        11- 


,.       .1;  -     m  '*» 


1 


t   désignant    | 
obtiens 


'  terme  du  développement  19». 


^ï' 


Suivant  les  hvpolhéscs,  la  série  1',  -t-  c,  -r-  c»  t-  ■  •  -  converge 
vers  léro  avec  —  •  J'ai  donc  le  résultai  suivant,  où  je  mets  la  lettre 
y  an  lieu  Je  r,£  : 

Quand  m  est  injinimrnt  grand  et  que  r  reste  fini,  te  produit 

m  *r"  fJ**F;'"l(.v  -*-  m  Jli  converge  vers  zéro. 

5.  Je  vais  maintenant  générab'ser  ce  résultat  en  envisageant  pour 
x  une  valeur  quelconque  «le  la  forme  1  lot.  dans  laquelle  on  devra 
supposer  \m  —  /•  1  infini  avec  m. 

l'our  la  déinunslralion,  je  suppose  t,  réel,  et  je  ferai  disparaître 
cette  restriction  »i  ftosferiori. 

D'après  tes  hvpothèses,  ( | — -lest  réel  el  négatif  pour  m  suf- 
fisamment grand. 

J'écris  maintenant  le  (n  -^  It""  terme  T,  de  (pi  en  me  servant 
toujours  des  lortnules  161  el  (Bl,  mais  sans  faire  usage  de  la 
formule  I  -  I.   l'osant 


Dans  le  second  membre  de  celle  formule  <  m  >.  abstraction  failr 
des  trois  premiers  facteurs,  indépendants  de  n.  nous  multiplions 

tr,  par  ta  fonction  |  1  -i : — "  )       .  «tu  est  toujours  er&isstuttr 

n.e--  n,  C'est  ce  qui  résulte  de  U  supposition  \  m  —  »,  —  p  1  >-  o. 
La  limite  de  la  série  se  trouve  alors  au  moven  du  tneurème  d'Abel 
cité  préi-édemmenl.  et  auquel  on  fait  une  modification  insigni- 
fiante. Voici  ce  théorème  modifié  comme  il  convient  ici  : 


fin  ilési'H'tnt  fttr «» 


*  ttr  •fUêUktitrx  if  11  ri- 
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conques,  et  supposant  p„  =  i%>t  -j-  w2  -f- . . .  4-  wn  de  module  tou- 
jours moindre  qu'une  quantité  déterminée  8,  quel  que  soit  n, 
on  aura 

mod.(£,tV|  -4-  £,W,  -+-..  .  -f-  tn  «'/*)<  OS!  —(/?„  — 0)£n, 

£i,  £2,  ...,  s„,  ...  étant  des  quantités  positives  croissantes. 

Appliquant  ici  cette  proposition,  en  prenant  pour  wn  les  quan- 
tités précédentes,  et  pour  e„  cette  autre  : 


£/î  =  eP-/«(  i_f 


m  —  Tj  —  p\  n~l 


n  J 


nous  aurons  pour  8  et  pour  p„  des  quantités  infiniment  petites 

avec  —  ;  pour  s,,  la  quantité  infiniment  petite  eP~m\  quant  à  £„,  son 

maximum  a  lieu  pour  n  infini;  c'est  une  quantité  finie  e-YJ. 
La  somme  est  donc  infiniment  petite,  et  j'ai  ce  résultat  : 

Quand  m  est  infiniment  grand  et  que  y  reste  fini,  le  produit 

m  2eP$m¥(m)(y  -+-  /?p)  converge  vers  zéro^p  étant  un  nombre 
positif  variant  arbitrairement  avec  m}  mais  ne  surpassant 
pas  m. 

Comme  je  l'ai  fait  observer,  cette  proposition  n'est  encore  éta- 
blie que  pour  le  cas  où  Y'.ft  est  réel.  Faisons  maintenant  dispa- 
raître cette  restriction. 

6.   Posons,  pour  un  instant, 

ePF(r-r-p$)  =  f(y). 

La  fonction /(jk)  est  synectique  dans  tout  le  plan  (n°  3);  je  peux 
donc  appliquer  la  série  de  Taylor,  quels  que  soientr  et  h  : 

I  I     *    Â 

Soit  pi  une  quantité  de  module  moindre  que  (î.  D'après  la  der- 
nière proposition,  j'ai 

où  co„  est  infiniment  petit  avec  —  •  Employant  ces  quantités  to„,  je 


-  Ti  - 
transforme  aiu&i  l'expression  de/'m,(r  -t-  A  >. 

ri  il  devient  évident  que.  A  étant  une  quantité  Unie  quelconque. 
?îVi"',i.*'~*~*)  ril  infiniment  pelii  a  ver  — •  (  j  proposition  »  "offre 
donc  en  lonle  généralité  sous  celle  forme  : 

m  fiant  infiniment  pr.ind,  p  étant  positif,  moindre  que  n*  et 
d'ailleurs  quelmnque.  »  étant  une  quantité  fire  réelle  ou  ima- 
ginaire, et  jl,  a*  uni  un  module  inférieur  â  celui  de  £.  le  pro- 
duit a*ftfF<M(jr  -♦-  pp)  emnmtrgm  rers  zéro  ;  c'est  te  terme 
ïénrral  d'une  série  absolument  ennvereente. 

Je  tus  encore  la  transformer  :  â  cet  effet,  je  suppose  â,  de  me"  me 
argument  q  ne  ,S.  et  je  considère  le  produit  cr<°~F'm  \jr  —  />,  S,  >. 
dus  lequel  p,  est  'apposé,  rumine  précédemment  p,  un  nombre 
positif  quelconque,  avant  m  pour  limite  supérieure.  Je  pose 
p,  z,  =  />3.  D'après  les  u_*potbè*e*.  p  *era  an  nombre  satisfaisant 
encore  à  ces  mêmes  condition  * . 

Je  dis  qu'on  a 


i  —  V_  d  où   résulte  p,  —  p  —pi  ■ 


:  on  aura 


Li  fraction  —  étant  positive  et  pïu-  pe'.ite  que  l'unité,  j'ai 


e  qu'il  t'attait  prvmver.  J'ai  en  c\'R>equenee 
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ces  relations  étant  entendues  s'appliquer  aux  modules  des  quan- 
tités envisagées.  Je  peux  donc  énoncer  le  résultat  sous  cette  forme, 
qui  est  définitive. 

LafonctionF(x),  définie  par  la  série  (3),  jouit  de  la  propriété 
suivante  : 

Soit  z  une  quantité  quelconque  de  même  argument  que  (3  et 
de  module  moindre  que  celui  de  [3,  soit  p  un  nombre  positif  va- 
riant avec  m  d'une  manière  arbitraire,  sans  surpasser  m,  et 
soit  enfin   y   une  quantité  arbitraire ,   mais  fixe;  le  produit 

zmeP¥^m){y -f- pz)  converge  vers  zéro  avec—-  C'est  le  terme 

général  d'une  série  absolument  convergente. 

7.  J'en  ai  fini  maintenant  avec  l'étude  des  propriétés  qui  résul- 
tent de  la  définition  d'une  fonction  par  la  série  (3),  et  j'arrive  à  la 
solution  du  problème  proposé.  Mais  d'abord  je  fais  deux  remarques 
concernant  toute  fonction  F  jouissant  de  la  propriété  qui  vient 
d'être  énoncée. 

Formons  la  série  d'Abel  avec  cette  fonction  F  et  en  prenant  z  au 
lieu  de  (3  pour  construire  la  série.  Nous  obtenons  ainsi 

(i?.)    3(3r,z)=  F(o)-r-  -F'(z)  -4-...-Ï-  — F"'  TO5)  + 

i  i .  -à  . . .  m 

Cette  série  converge,  comme  il  résulte  de  la  règle  énoncée  à  la 
fin  du  n°  3  ;  car  on  a 

um  =  (—iy»-i(ez)»~*Fim)(mz). 

D'après  la  proposition  ci-dessus,  où  Ton  suppose  jv  =  o,  p  =  m, 
it m  est  le  terme  général  d'une  série  convergente. 

La  fonction  <?(./',  z)  esl  donc  définie  par  la  série  (12)  pour  toute 
valeur  de  jt,  et  pour  les  valeurs  de  z  dont  l'argument  est  celui 
de  [3,  et  le  module  moindre.  Quant  aux  valeurs  de  z  dont  l'argu- 
ment diffère  de  celui  de  (3,  on  ne  sait,  jusqu'à  présent,  si,  pour 
ces  valeurs,  la  série  (12)  converge. 

La  seconde  remarque  se  rapporte  à  la  conséquence  obtenue  en 
supposant  p  =  o  ;  et  je  peux  l'énoncer  ainsi  : 

Théorkme  1.  —  Pour  que  la  série  d'.lbel  puisse  être  appli- 


t/uêc  t'i  uiiï  fonction  J\x),  il  faut  </nil  existr  ilex  constantes  * 
fautant  h  produit  a.mfl'">(x)Jini,  pour  m  injini. 

S.  Ries  n'est  plus  aisé  que  de  concevoir,  de  la  manière  la  plus 
générale,  une  fonction  /(x)  jouissant  de  cette  dernière  propriété, 
et  de  caraclériser  le  maximum  a  du  module  des  constantes  at.  Que 
l'on  prenne  une  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x,  et  dont  le  cercle  de  convergence  ait  le  rayon  a,  et  soit 

cette  série.  En  posant 

on  aura  la   fouet  inn   demandée  /(x).   On   peut  encore  figurer  sa 
liaison  avec  i(J')  de  celte  maniéiT. 


/(» 


à*f*a)i 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé,  embrassant  l'ori- 
gine, et  de  rayon  maximum  moindre  que  a.  Les  deux  fonctions/ 
et  (j*  jouent  ainsi,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  le  rôle  de  généra- 
trice et  de  déterminante  au  sens  qu'Abel  donne  à  ces  mots  dans 
le  Mémoire  où  se  trouve  la  série  dont  je  m'occupe  ici.  Mais  je  ne 
ferai  pas  usage  de  cette  notion. 

Si  la  série  fyix)  est  convergente  dans  tout  le  plan,  la  constante  a 
dépasse  toute  limite.  On  a  alors  une  classe  de  fonctions /(.r),  parmi 
lesquelles  se  rangent  les  fonctions  de  Bessel,  dont  on  a  l'exemple 
le  plus  simple  en  prenant  ty(x)  =  er.  La  fonction  cos\' x  appar- 
tient aussi  à  cette  classe,  et  de  même  \Arsiny/x. 


La  fonction  e"  est  le  type  le  plus 

correspondent  à  la  constante  a,  ou 
et  un  argument  quelconque. 


mple  des  fonctions/"(:r)  qui 
eux  e",  a  ayant  le  module  a 


9.  Prenons  une  fonction  f{x)  répondant  à  la  constante  a.  Soit 
a,  une  quantité,  d'argument  quelconque  et  de  module  inférieur 
à  a.  Quel  que  soit  x.  le  produit  %™f,m)(r)  a  Pm,r  limite  zéro.  Les 
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termes  du  développement  de  f{x)  par  la  série  de  Maclaurin  sont 
infiniment  petits  par  rapport  aux  termes  correspondants  du  déve- 

loppement  de  e*x.  Il  en  est  de  même  pour  les  dérivées  d'ordre  quel- 
conque de  ces  fonctions,  en  sorte  qu'en  désignant  par  e  un  infini- 
ment petit,  terme  général  d'une  série  absolument  convergente, 
on  a 

.r 

Cette  conséquence  a  lieu,  même  si  x  varie,  en  sorte  que,  mettant 
mz  au  lieu  de  jt,  j'ai 

03)  /<'»;(m5)  =  e 

Considérons  maintenant  l'équation  transcendante 

qui  a  une  racine  positive  et  une  seule,  égale  environ  à  0,27,  et  que 
nous  désignerons  par  //. 

Choisissons  pour  s  une  quantité,  avant  le  même  argument  que 
a,,  et  astreinte  à  la  condition 

-nu. 

Comme  //  est  racine  de  {i\)}  il  en  résulte 

s 
ai  e 

et,  à  cause  de  (i3), 

05)  /^'(/ns)  =  £'(«)-w, 

e'  étant  comme  e,  un  infiniment  petit,  terme  général  d'une  série 
absolument  convergente.  Ainsi,  f{x)  étant  une  fonction  quel- 
conque satisfaisant  à  la  condition  que  amf^m){x)  ne  devienne  pas 
infini  avec  m,  cette  fonction,  comme  on  le  voit,  satisfait  en  même 
temps  à  la  condition  (i5),  pourvu  qu'on  prenne  pour  s  une  quan- 
tité d'argument  quelconque,  et  de  module  moindre  que  ua. 

La  condition  (i5)  est  précisément  celle  qui  permet  de  déduire 
def(jr)  une  fonction  iJ(j\  3),  comme  on  l'a  fait  pour  F(.r),  au 


mojrn  dp  la  fnrmule  (  i  a  ).  En  prenant  doi 


-/-',*!«).... 


je  définis  it  x,  :}.  fonction  svnecliquc  de  r  dans  tout  le  plan,  et 
svncc  tique  aussi  par  nip|Kirt  à  z  potir  le?  valeur*  dont  le  modale 
est  moindre  que  «a. 

l'our  ces  valeurs  de  ;,  il  est  permis  de  développer  ?<  j-,  z)  au 
inoven  de  ta  série  de  Marlaurin.  étendue  an  («  de  deux  variables. 
Si  l'on  venl  former  les  lermes  de  ce  développement  jusqu'à  l'ordre 
quelconque  m,  on  obtiendra,  pour  OM  lermes.  la  même  friruie  ana- 
lytique que  sï/i-r)  était  un  polvnonic  entier  de  dcpré  an  moins 
égala  n.  Or.  s>/lrie«  on  polvmîme  entier.  ît  x.  r  »  se  réduit  à 
/ij-i  ■  ii*  I  ■-  I  touc,  si  loin  qu'un  puusse  le  développement,  an  le 
voit  toujours  coïncider  avec  celui  de  />  x  t.  Donc,  pour  1rs  %  ftSMCS 
de  ;  envisagées,  on  a  f{x,  s)  =J\x).  De  là  celle  première  con- 
dusiou  énonçant  des  ronditinns  snlusanles.   mais  non  pas  Deee*- 


II.  Sait  a  le  plut  çrand  modale  de»  quantités  x.  laissant 
fini  a™ _/ï™' u\  pour  m  infini;  soft  u  lu  racine  positive  de  l'équa- 
tion ue'~M  =  i  :  la  série  d\4bet  représente  f<  x  •  quand  le  mo- 
dule de  ï  est  moindre  que  na. 


Ht.  en  particulier,  à  i 
riante,  ilésignéé  pur  t. 
s'applique,  quelle  que  : 


te  fonction  /".  r\.  pour  laquelle  la  con- 
.  dépasse  toute  limite,  la  série  tf.4oet 
lit  ta  constante  l. 


10.  La  condition  ■  i5  .  nécessaire  à  l'existence  de  la  série  ô6\ 
es!  salislaile.  comme  je  viens,  de  le  prouver  pour  les  valeurs  de  z. 
de  module  moindre  que  na  et  d'argument  quelconque.  Mais  il 
arrivera  généralement  que.  *i  l'on  donne  à  ;  un  argument  déter- 
miner!, la  condition  ■  j  '  soit  encore  satisfaite  pour  des  valeursde  s 
de  module  supérieur  à  na.  Soil  :  la  limite  de  ces  modules,  six.  z  i 
est  alors  une  fonction  de  ;.  continue  ainsi  que  toutes  ses  dérivées, 
pour  les  valeurs  de  ;.  d'argument  *>•  cl  de  module  moindre  que  :. 
Tant  que  le  module  de  ;  ne  dépasse  pas  mu.  elle  coïncide  avec/.  '  x  i. 
lXvnc  elle  coïncide  avec  '*■  .r  jusqu'à  la  limt.e  ;  du  module  de  ;. 
IV  là  une  condition  suffisante  pour  que  la  série  d"  \bel  représente 
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f(x)>  condition  qui  coïncide  avec  celle  qu'à  la  lin  du  n°  6  on  a 
reconnue  nécessaire. 

III.  Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  V énoncé  II,  le 
produit  (ez)mf'm)(mz)  reste  fini,  pour  m  infini,  tant  que  le 
module  de  z  reste  inférieur  à  ua.  Mais  si  z  conserve  un  même 
argument  co,  et  que  son  module  croisse  dyune  manière  continue 
au  delà  de  ua,  le  produit  zmf^m){mz)  reste  encore  fini  jusqu'à 
une  autre  limite  du  module  de  z.  Soit  cp (w)  cette  limite,  dont  la 
forme  dépend  de  la  fonction  f(x). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série  d} A  bel 
s'applique  à  f(x)  consiste  en  ce  que  le  point  a/fixe  de  jî  soit 
situé  à  l'intérieur  de  la  courbe  p  =  <p(w)  ;  ou,  en  d'autres 
termes,  que  si  l'on  donne  à  jî  l'argument  to,  le  module  de  jî 
soit  moindre  que  <j> (w). 

11.  L'exemple  qu'il  est  naturel  de  prendre  en  premier  lieu  est 
celui  qui  se  rapporte  à  la  fonction  exponentielle.  Soit  donc 
f(x)  =  e*.  Le  nombre  a  est  alors  l'unité.  Si  l'on  pose 

z  =  p  (  cos  w  •+-  i  sin  w  ), 
on  a 

mod(ezynfnl)(mz)  =  (pei+tt*»»yn. 

Par  conséquent,  la  courbe  qui  limite  les  positions  du  point  (3  a 
pour  équation 

(17)  pei+*«**  =  i. 

Elle  se  compose  :  i°de  deux  branches  infinies  se  croisant  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  p  =  1,  to  =  tc;  i°  d'une  boucle 
convexe,  partant  de  ce  dernier  point,  où  son  rayon  vecteur  est 
maximum,  entourant  l'origine  et  ayant,  pour  rayon  minimum, 
p  =  u,  répondant  à  10  =  o.  C'est  à  l'intérieur  de  cette  boucle  con- 
vexe que  doit  se  trouver  le  point  jâ.  Cette  condition  s'exprime  par 
les  deux  inégalités  simultanées 

mod  ?  <  1,     moil  $el+*  <  1. 

12.  Cet  exemple  acquiert  plus  d'intérêt  si  Ton  prend  f(x)  =  ckxy 
A  étant  une  quantité  complexe  quelconque.  La  condition  consiste 


alors  en  ce  que  le  p. nui  aflîxe  île  Yï  soit  *  l'intérieur  de  la 
convexe  de  la  courbe .  17).  Sous  la  forme  analvtiqve.  la 
est  exprimée  par  les  inégalités  simattanérs 


mmU  ■  " 


*?e>  -»<  1 


Voici    maintenant  ce  qui  fait  l'intérêt  de  cet  exemple.  En  pre- 
mier lieu ,  U  série  correspondant  à  ce  cas 


«9» 


-;.«•>- 


-»?--' 


;,•>>-.. 


r*t  précisément  (elle  qui  sert  de  point  de  départ  à  Abel  pour 
trouver  la  série  générale  dont  il  s'agit  dans  re  Mémoire.  Abel  em- 
prunte celle  série  particulière  à  Legeadtv.  mais  sans  rechercher  les 
conditions  MM  lesquelles  la  formule  l  nj  )  est  exacie. 

En  second  lieu,  la  formule  1  ■<)  )  est  un  exemple  classique  de  la 
série  de  Bûrmann.  Si  l'on  envisage  a*"  comme  une  fonction  de  *.e** 
par  l'intermédiaire  de  la  variable  À,  ^  et  t  étant  considérés  comme 
des  constantes,  elle  donne,  eu  effet,  le  développement  de  e**  «ti- 
rant les  puissances  croissantes  de  Xa*.  Si  l'on  se  place  à  ce  point 
de  vue.  on  pourra  chercher  directement  les  conditions  dVxacti- 
lude  de  la  formule  iiqi.  A  cet  effet,  posant 


on  devra  examiner  quel  est  le  rayon  maximum  du  cercle  concen- 
trique à  l'origine,  à  l'intérieur  duquel  on  peut  faire  décrire  à  Z,  nn 
contour  fermé  quelconque,  de  telle  sorte  qu'une  racine  /.  de  l'équa- 
tion l'joj  se  reproduise,  après  que  ce  contour  aura  été  pan 


On  devr 


i  chercher  quelle  est  cette  racine. 


La  première  question  se  résout  immédiatement  par  le  moyen  du 
développement  1  içj  1,  dont  la  convergence  exige  la  seconde  des 
conditions  i'i8i.  c'est-à-dire 


r  la  seconde  question  qui,  en  d'autres  termes. 
^  avant  son  module  inférieur  à  -  •    ta  série 
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converge  et  représente  e**,  X  étant  une  racinede  l'équation  (20). 
On  demande  quelle  est  cette  racine. 

La  solution  directe  de  cette  question  par  l'étude  de  l'équation 
(20)  n'offre  pas  de  difficulté  sérieuse;  elle  devient  inutile,  grâce  à 
la  théorie  que  j'ai  développée  ici,  et  qui  fournit  la  réponse  sui- 
vante :  la  racine  demandée  est  la  seule  qui  assigne  à  \$  un  mo- 
dule moindre  que  V unité.  C'est  ce  que  nous  apprend  la  première 
condition  (18)  (*). 

13.  Par  l'exemple  qui  vient  d'être  examiné,  on  voit  que  la  série 
d'Abel  peut  converger  sans  représenter  la  fonction  qui  sert  à  la 
construire.  C'est  ce  qui  arrive  quand  on  choisit  \$  de  manière  que  la 
seconde  des  conditions  (18)  soit  satisfaite,  mais  non  la  première. 
On  peut  obtenir  encore  la  même  circonstance  en  ajoutant,  aune 
fonction  qui  se  représente  par  la  série,  une  fonction  qui  donne 
zéro  pour  chaque  terme  de  la  série.  C'est  ce  qui  a  lieu  si  l'on  prend 

/(*•)=  sinv ^ ■ 

k  étant  un  nombre  entier.  On  a  effectivement 

Ainsi,  généralement,  la  fonction 

.      .    tzt        .      .    3irar        .      .    5tzt 

A0sin  —5-  -+-  A!  sin  — 0 — h  Ajsm  — 5-  •+■•••» 
2,3  a[J  ap 

formée  de  termes  analogues,  en  nombre  limité,  ne  peut  être  re- 


(')  L'excellent  Compendium  der  hôheren  Analysis  de  M.  Schlomilch  contient 
au  sujet  de  cette  série  particulière,  une  inexactitude.  Je  crois  la  rectification  d'au- 
tant plus  utile  que  cet  ouvrage  est  plus  répandu  et  apprécié. 

Dans  le  t.  II,  p.  io5  (3*  édition),  pour  l'existence  du  développement 

1  1.3 

le  savant  auteur  énonce  que  la  condition,  pour  z  réel,  est  o^z  <  1.  Cette  formule 
est  un  cas  de  (19),  obtenu  en  mettant  a,  z  au  lieu  de  x,  X,  et  faisant  $  =  —  1.  Les 
conditions  sont  donc  mods<i,  modac,-*<i,  et,  pour  *  réel,  —  u<£<i,  u 
étant  la  transcendante  numérique  indiquée  au  n°  9. 

x.  0 


Fp-fa**W*Wl  teWribi lc»h^ 


litcMmaktnaiw.j'i 


F   ,    —    =  S  _ 


e£rt-   le  Imm   4e  naç    •  — ■     i  pnr  aynsaw    nw^lihp- 

ÎJ  '    *      — i  *  fc'TM>.   f  ■**■»!  *  W  HIK  HMttt   CWMFt^CpeMe . 

et  pn^rrt>p(  F/.:.-ui«j 


(t        ■   *  ■> 


Fj-.i-ï   =  —  t6"-  ï îj- 


La  mom*  «Oc  rnseniau  G  (JT-  2''  «5*  IffaT*  par  fleuri  1»  {  »  ,  ) 
c«— *  _e  faMN    ■■■■I    BtXHic^à»  MK  lïl 
4«  pW.  Efce  est  piwrtiawe  pur  nffW  i  x.  et  <HriM— 


biX.Sj  k 


-  83  — 

origine.  On  obtient  la  première  de  ces  propriétés  en  diflerentianl, 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  zy  les  deux  membres  de  (ai) 

f)G(x,  z)  _         i  'x(x-^t)  t    n{x-\-  i)(x-h  n)n  * 

-¥•  - —  •+- 


ôx  (a  +  i)1       (z-h-if       "*  (z-\-  n)«+1 

àG(x,  s)  __        i  it  nx(x-+-n — i)»-* 

à*  ~"  ""  S*  ~~  (*  -+-  I)*  ~~"  (5  4-/1  — l)«+»  "  *' 

d'où  Ton  conclut 

,      v  àG(x,z)  àG(x-hi,z-±-i) 

ox  oz 

propriété  qui  correspond  à  celle-ci 

àx\z  —  x  )  àz\z  —  x  ) 

Je  parlerai   plus  loin  de   la   seconde  propriété;  mais  je  veux 

m'arrêter  un  instant  à  la  première,  en  observant  que  - — \     ■    n'est 

autre  que   la  série  que  l'on  obtiendrait,  en  appliquant  la  série 

d'Abel,  pour  fi  ==  —  i ,  à  la  fonction  j-  (  — —  ]•  De  même,  en  dif- 

férentiant  G  plusieurs  fois  par  rapport  à  zf  on  a  le  même  résultat 

que  si  l'on  différentiait et  qu'on  appliquât  ensuite  la  série 

d'Abel.  Par  conséquent,  si  l'on  forme  la  série  d'Abel  avec  une 
fraction  rationnelle  quelconque  [E(x)  représente  la  partie  en- 
tière] 


/    k      t-»/    \  -A  Ai  -Aj 

v(x)  =  K(x)  h h  , — ■  -h 1 — . 

•v    ;         v    '       z  —  x       (z  —  x)*       (z  —  x)* 

A'  a;  a; 


z'  —  x       (*'—*•)«       (V— a?)» 


on  obtient  une  série  convergente,  qui  représente  la  fonction  sui- 
vante : 

E(*)-4-AF(;r,*,P)    -  A,  ^  F(*,  *,  jî)    +  j±  ^  F(x,  z,  ?)-. . . 


On   peut  donner  une    autre  forme  à  celte  fonction,  en   rem- 


plaçant  la  dérivées  par  rapport  à  -  par  les  dérivées  par  rapport 
à  x,  en  vertu  de  (a3),  et  écrire 

V.U)^KF{j;  =,  $)    -  A,  £  F(x-  M  -$,« 
■+■  À'F(*„i\  3)-A',  1  F(*-  p,  s'-?,  ?) 


On  peut  aussi  intégrer  la  fonction  G  par  rapport  à  l'une  ou 
l'autre  des  variables  x,  f,  et  les  deux  opérations  donnent  lieu  à 
une  propriété  analogue  ;'i  (-11).  Le  développement  qu'on  obtient 
en  intégrant  par  rapport  à  ;  la  fonelion  F(x,  ;,  [J)  est  celui 
qui  résulterait  de  la  série  d'Abel  appliquée  ù  la  fonction  log(j  —  x). 
Il  converge,  comme  on  voit,  dans  tous  les  cas,  sauf  pour  3  =  o,  et 
ne  représente  pas  la  fonction.  Cet  exemple  est  particulièrement 
intéressant  en  ce  que  le  Mémoire  d'Abcl  contient  effectivement  la 
série  correspondante  comme  représentant  le  logarithme,  ce  qui  est 
une  erreur  manifeste. 

A  ce  propos,  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  le  Mémoire 
d'Abel,  dont  il  s'agit  ici,  n'a  pas  été  publié  par  lui-même;  bien 
qu'il  offre  un  très  haut  intérêt,  on  doit  assurément  le  classer,  sui- 
vant l'expression  employée  par  les  savants  auteurs  de  la  2"  édition, 
au  nombre  des  «  travaux  de  jeunesse,  datant  d'une  époque  où  la 
»  critique  d'Abel  n'était  pas  encore  complètement  développée. 
»  Quand  Abel,  ajoutent  MM.  Sylow  et  Lie,  parle  plus  tard  des 
»  faux  résultats  auxquels  conduit  un  raisonnement  peu  rigoureux, 
»  il  pense,  entre  autres,  aux  erreurs  auxquelles  il  avait  été  porté 
»  lui-même  dans  ses  anciens  travaux,  depuis  longtemps  rejetés 
»  par  lui  (').  »  Il  serait  bien  injuste,  comme  on  voit,  d'accuser 
Abel  d'une  erreur  qu'il  avait  peut-être  reconnue,  et  qu'en  tous  les 
cas  il  n'avait  pas  livrée  au  public. 

16.  La  seconde  propriété  de  la  fonction  G{x,  ;)  que  je  désire 


j  complètes  d'Abel.  **  édition.  Préface,  p.  1 
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signaler  se  rapporte  ad  développement  de  cette  fonction  suivant 
les  puissances  de  z,  à  exposants  positifs  et  négatifs. 

Si  Ton  suppose  que  le  module  de  z  soit  compris  entre  n  et 
w  +  i,  les  (/i-t-i)  premiers  termes  de  (21)  sont  développables 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  z,  tandis  que  tous  les 
suivants  sont  développables  suivant  les  puissances  croissantes 
de  z.  On  a  ainsi  deux  parties,  Tune  $(5)?  provenant  des  termes  à 
partir  du  (n  -h  2)ième,  et  procédant  suivant  les  puissances  à  expo- 
sants positifs,  l'autre  procédant  suivant  les  puissances  à  exposants 
négatifs.  La  propriété  dont  je  parle  consiste  en  ce  que  cette 
seconde  partie  coïncide,  jusqu'aux  termes  de  degré  (//  -h  1  )  inclu- 
sivement, avec  le  développement  de ->  en  sorte  qu'0/1  a 

^(z)  étant  un  développement  suivant  les  puissances  entières, 
ascendantes  et  positives  de  z,  ^(z)  un  développement  suivant 

les  puissances  entières,  ascendantes  et  positives  de  -;  et  cette 

formule  est  valable  quand  le  module  de  z  est  compris  entre  n  et 
(/i-f-i). 

A  cette  propriété  s'en  rattache  une  autre  que  l'on  pourrait  cher- 
cher à  établir  directement,  pour  donner  une  base  différente  à  la 
démonstration  des  propositions  H  et  III;  mais  c'est  là  une 
recherche  que  je  ne  veux  pas  entreprendre  pour  le  moment. 

Soit /(s)  une  fonction  sjnectique  dans  tout  le  plan,  et  consi- 
dérons l'intégrale  — —  ff(z)Y(x,  z,  p)dz>  prise  le  long  d'un  con- 
tour  infiniment  grand.  D'après  (21),  cette  intégrale  n'est  autre  que 

/(*>+î/'i?)+î^^V(a?)...-+-î^^/-:(«?) 

I  1    •   4  I    •  .4  •    •    •  /•• 

Par  conséquent  : 

Sif(x)  est  développable  suivant  la  série  d\l bel  relative  à  la 
constante  fi,  V intégrale  7-^-  ff(z)¥(x,  z,  fi)dz,  prise  le  Ion 
d'un  contour  infiniment  grand,  est  égale  à /(./•). 


ifi.  Je  vais  donner,  en  terminant,  une  antre  propriété  dr  la 
fonction  G .  ./■,  -),  qui  la  rapproche,  a  un  autre  point  de  vue,  dr  la 
fonction  !"{;). 

Je  reprends  le  développement,  établi  au  n"  12,  pour  la  fonc- 
tion «**,  par  la  série  d'Abel,  et.  supposant  fl  =  —  i .  j'ohserrE  que 
les  conditions  (i8)  sont  satisfaites  quand  /.  est  réel  et  compris 
eutre  léro  et  l'unité.  Je  peux  donc  employer  ce  développement 
dans  l'intégrale  suivante,  et  écrire 


(»3>      f  e^rfl  =    f 


e-rfÀ...-^ 


'/> 


e-^c^rfl.. 


Considérons  i 


l'équation 

t»*-e=a.r-\ 


où  1  sera  censé  donné,  et  u  sera  l'inconnue.  Si  l'on  fait  varier  V.  par 
des  valeurs  réelles  depuis  i  jusqu'à  -§-  x  .  l'équation  a  une  autre 


I  réelle  ;j.   qui  tarie  depuis  i  jusqu' 


Mettons  cette 
racine  u,  fonction  réelle  de  a.  dans  l'intégrale  ci-après,  et  observons 
que  r"  et  encore  déti-loppable  comme  tout  à  l'heure  ^*  :  nous 
aurons  ainsi 


f—* -V 


f^r 


Ce  que,  d'après   (x().    dous  pourrons   écrire  encore  sons  cette 
autre  forme 


(•"<--*=  f-- 


Ajoutant  membre  à  membre  les  équations     a3'  et     »5\.  j'ai 
maintenant 


/      ^-*&  =    /     r-^Ji. 
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Meltanl  enfin  pour  l'intégrale  (23)  sa  valeur  explicite,  j'ai 

(26)  *(;r,  z)  =    f     e*M-udk  =  '  ~ ^~~  +.  G(j-,  z). 

Telle  est  la  formule  que  je  voulais  obtenir.  La  fonction  G(xf  z) 
est  exprimée  au  moyen  de  V intégrale  définie  #(#,  s),  dans 
laquelle  tyft)  est  la  racine  réelley  différente  de  \  que  possède 
r équation  (2.4).  Cette  expression  est  valable  quand  la  partie 
réelle  de  z  est  positive. 

On  remarquera  que  la  fonction  &(x,  z)  vérifie,  tout  aussi  bien 
que  G(x,  z)y  l'équation  aux  différences  mêlées  (212). 


Sur  un  théorème  de  Gauss;  par  M.  Pkrott. 

(Séance  du  7  avril  1882.) 

• 

L'illustre  Gauss  a  démontré,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Sum- 
matio  quarumdam  serierum  singularium,  que,  dans  le  cas  où  m 
et  u  sont  des  nombres  entiers  et  m  >  jx,  l'expression 

(1  —  -r)(i  —  x*)...(i  —  a+) 

est  une  fonction  entière  de  x.  Nous  nous  proposons  de  donner  une 
nouvelle  démonstration  de  ce  théorème. 

On  sait  que,  d  étant  un  diviseur  de  n,  et  /«/  le  produit  des  fac- 
teurs linéaires  de  xn  —  1  qui  correspondent  aux  racines  primitives 
de  xd  —  1  =  0,  on  a  toujours  l'identité 


r"  " i = nA 


•/n 


«>ù  le  produit  s'étend  à  tous  le?  diviseurs  de  /*. 


On  auru  par  conséquent 

(i-J-)(l-»--')...(i  —  !•'••  ') 
(i—*)(i  — *■)... <!-»»> 

(i-*«)ù  —  *"-')-.  .<!—*■> 

(l-*)(l -»■)... (l-**»!  —  *)(!—  *')•.("' 


L'es  pression 


•GMSHPï1) 


ne  peut  jamais  devenir  négative  et  par  conséquent  la  proposition 
e  se  trouve  démontrée. 


Sur  f  évaluation  de  certaines  intégrales  pseudo-elliptiques  ; 
par  M.  S.  Guhther. 

(Séance  du  3  mars  iSMa.) 

Personne  n'ignore  que  certains  problèmes  d'intégration  indé- 
finie paraissent  absolument  insolubles,  tandis  qu'après  examen  ri- 
goureux l'intégration  peut  pourtant  être  effectuée.  Nous  citerons, 
par  exemple,  certaines  intégrales  transcendantes  connues,  pour 
l'évaluation  desquelles  on  n'avait,  d'après  Henni  te  ('),  d'autre 
procédé  que  la  diiîérentiation  directe,  jusqu'à  ce  que  Stern  (*)  et 
A.  Winckler  (')  aient  fait  voir  qu'on  pouvait  les  traiter  par  des 


(')  Heihite,  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique, 


(')Snu,  Ueberdeu  Werth  einiger  Intégrale  {Journal  de  C  relie,  1.78,  p.  3'|o). 
(')  A,  Wi-ukliw,  Unbestimmle  Intégration  enter  Gattung  transcàiuienter  Fuite- 
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méthodes  simples.  Les  exemples  n'en  manquent  pas  non  plus  dans 
la  théorie  des  intégrales  elliptiques;  on  sait  que  toute  intégrale 
de  la  forme 


/ 


/[x,  R(x)]  dx,      • 

où  /  désigne  n'importe  quelle  fonction  algébrique,  et  R(#)  la 
racine  carrée  d'une  expression  cubique  ou  biquadratique,  passe 
pour  irréductible  en  termes  finis,  c'est-à-dire  pour  s'exprimer 
seulement  par  les  trois  formes  canoniques  de  Legendre.  Cepen- 
dant, suivant  la  nature  particulière  de  la  fonction/,  l'intégration 
en  forme* finie  peut  quelquefois  s'effectuer;  et  en  effet  Legendre 
a  soumis,  dans  son  célèbre  Ouvrage  (  *  ),  cette  possibilité  à  une  dis- 
cussion approfondie.  Clausen  (2)  a  traité  plus  tard  une  des  inté- 
grales examinées  par  Legendre.  Enfin,  de  nos  jours,  un  essai  de 
Malet  (3)  a  dirigé  de  nouveau  l'attention  sur  ces  intégrales  pseudo- 
elliptiques, pour  les  appeler  par  ce  nom.  Il  étudiait  le  cas  spécial, 
oùR(.r)=o  représente  une  équation  réciproque  du  quatrième 
degré,  et  il  fit  voir  que  l'intégrale  indéfinie 


Hi) 


dx 


^ax*  qz  bx*  ■+■  ex1  zf.  bx  -h  a 


peut  être  évaluée  immédiatement. 

Parmi  les  intégrales  pseudo-elliptiques  connues  aujourd'hui, 
une  des  plus  intéressantes  est  la  suivante  : 


/, 


x  dx 


(x*  +  $)y/x*  —  1 
Legendre  et  Clausen  s'en  sont  occupés;  et  ce  dernier  analyste, 


tionen  {Sitzungsberichte  d.  math.-phys.  Classe  der  Œsterr.  Acad.,  t.  LXX. 
Vienne,  187$). 

(')  Legendre,  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales  eulériennes, 
t.  I,  p.  i36.  Paris,  1827. 

(')  Clausen,  Ueber  ein  Intégral  in  Legendre" s  Traité  des  fonctions  elliptiques 
(Astronom.  Nachrichten,  n°  442;  Archiv  der  Matliem.  und  Physik,  IIP  Partie, 
p.  335). 

(*)  Malet,  J\vo  theorems  in  intégration  [Annali  di  Matematica  pura  ed 
applicata,  t.  M,  (a),  p.  a5-j]. 
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si  réputé  pour  son  habileté  à  transformer  les  expressions  algé- 
briques, a  l'ait  usage  d'un  procédé  dont  on  oc  peut  s'empêcher 
d'admirer  l'extrême  élégance,  quoiqu'on  ne  saisisse  pas  bien  pour- 
quoi il  a  choisi  justement  celte  voie.  C'est  ce  point  que  nous 
avons  entrepris  d'éclaircir,  et  nous  croyons  avoir  atteint  noir»;  but. 
Envisageant  la  méthode  de  Clauscn,  nous  sommes  parvenus  à  la 
conception  d'un  critérium  au  moyen  duquel  on  peut  décider  en 
certains  cas  si  une  intégrale  elliptique  proposée  possède  effective- 
ment ce  caractère,  ou  bien  si  elle  n'en  a  que  les  apparences. 
Opérant  sur  la  fraction 


fi-r  a./"  »,J-i-)-3,j--t-^,    ,    a,j'-f-  %j 

r» -<- 8  ~  j:' -t- H  ~*~      r*  —  aar-t-j  le-^î 

l'identification  donne  les  valeurs 

,»|,     „— I,     ?,=,,    „=,,     „  =  o,     fc-i, 
et  l'on  obtient  par  là 


En  désignant  par  B,,  BÎT  Bs  ces  trois  fractions,  abstraction  faite 
de  leurs  coefficients  constants,  nous  aurons 


Il  existe  un  théorème  général  qui  s'applique  à  ces  trois  inté- 
grales et  que  l'on  pourrait  nommer  le  théorème  des  coefficients 
indéfinis.  En  voici  l'énoncé  : 

Lorsque  ton  cherche  si  {intégrale 


•m 


-  /,.,■!  +  c..,.  ~    ,/ 
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dans  laquelle  <?(x)  et  $(x)  représentent  deux  fonctions  algé- 
briques entières y  respectivement  d'ordre  P  et  N,  est  une  inté- 
grale elliptique  ou  si  elle  peut  s'effectuer  sous  forme  finie,  on 
posera 

a;rN_P+i _,_  q xS—P+t 4.,,,+  |XiF4-r 

y  = —  r  — - y 

yjax*  •+■  bx*  ■+•  cx-\-  d 

et  Conformera  r  expression 

dy 


En  posant  ensuite 

dy        _  Çy(x)dx 

my*  n-  n  ~~  ^(^)  y/ax* -h  bx*  +  ex -h  d' 

Ç  désignant  un  facteur  arbitraire  constant,  on  obtiendra  par 
l'identification  des  coefficients  de  x°,  x*y  x2,  . ..  un  système 
d'équations.  La  simultanéité  de  ces  équations  est  une  condi- . 
tion  suffisante  pour  que  l'intégrale  S  appartienne  aux  inté- 
grales pseudo-elliptiques. 

On  obtient,  en  effet,  en  posant 


l/i- 


m 


s  =  -  f   dy     =  —  Ç   dy     =  —  Ç  dz 

\J  my*  ■+■  »        ZnJ  i  -h  p*y*       X,npJ  i  -+-  s« 
ou  enfin 


S  = 


-i-  arc  tang*  =  — -L=  arc  tang     â /—       a         +'•+-..  »-*-'*     1 
?"/>  Ç/m/i  LV    *  /«**  +  *»•  H-  car  4-  rf J 


où  il  faudrait  encore  ajouter  la  constante  arbitraire. 

On  voit  immédiatement  qu'une  des  nouvelles  inconnues  a,  jî, . . . , 
jji,  r,  m,  n  reste  toujours  arbitraire  et  que  notre  problème  se  ré- 
duit à  exprimer  par  elle  toutes  les  autres. 

Appliquons  maintenant  notre  règle  générale  à  chacune  des  trois 
intégrales  de  Clausen.  Considérant  d'abord  la  plus  simple, 

s1=f.B,rfr 


c     2 


^X%  — 


-  «  - 

nous 

écrirons  d'aprè: 

*  notre  inétliode 

**= 

%-.-- 

/z*~  I 

-»-?*■  ^7) 

« 

-4— 

aj-'—  £*■*-  iT*«~<*»— afl 

-,,[/»  *'.r*~i 

a«ii3-<-n  >*-*-•-  i  m?1-^  ■imay)Ti-t-  imfyx 

—  t««T" — »'l 

=  î^i- 

D 

où 

l'on  lire  eus 

six  équations  : 

II. 

-?    -i-ij^am^--*— *.>'. 

ni. 

—  3-f- 

-.?=»!»*-■«..,-:.,■,.?_«, 

IV. 

— 4«- 

-«T-Mlft—atfl— *•.«(, 

V. 

-*P- 

-8I  =  mY«-»-,»,?T, 

VI. 

-)?  =  -■»  T-»- 

i  éliminant  n  = 

mv'  —  4Jj  des  équations  II  cl  III, 

noua  obtc- 

nons  ce  nouveau  système  : 

I.  »ti=  i, 

IIK  -i?-57  =  m?'-mT«, 

IV.  -4B-47  =  a«?T-™?*. 

En  éliminant  ensuite  ni  =  -  nous  obtenons  trois  équations  ho- 
mogènes pour  a,  ^,  y  i 
II*.                                         3a1-)- a?    =Y*. 
III*.                                  _4»3_5aV  =  pi_fi, 


Enfin  l'éliminalion  de  l'inconnue  x  nous  donne  les  deux 

lions 
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Il  faut  donc  résoudre  l'équation  cubique 

4(?)Vî7(7),+5K?)+3a=o' 

Q 

qui  nous  donne  la  valeur  réelle  -  =  —  2,  [î  =  —  a  y  Or*  en  su^" 
stituant  celte  valeur  dans  l'équation  II*,  nous  aurons  a  =  y  et>  * 
cause  de  l'équation  I,  m  =  -  •  Enfin  nous  tirons  de  l'équation  VI 

la  valeur  n  =  -«y2  -h  4  «aY  =  9Y-  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons 

pas  eu  égard  à  l'équation  V,  mais  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  ob- 
tenues pour  a,  (3,  m,  n,  on  voit  qu'elle  est  identiquement  satisfaite. 
On  reconnaît  aussi  sans  difficulté  que  y  disparaît  des  calculs. 
Nous  obtiendrons  de  cette  manière 

__  x1 —  •ÀT-hi  dy       __      dy 

et 

1    C  x  —  1        dx  r   dv  1     /•      dy  1  y 

;./ 5^  ^=7  "v^  =  s  /  T^fey  =  3 arc  tane  r 

ou 

,  (*  — 1)» 

Si  =  -  arc  tang  — m  -+-  const. 

3  3  /a*  —  I 

Par  là  se  trouve  aussi  résolue  une  question  proposée  dernière- 
ment par  Realis  (  '  )  ;  la  deuxième  intégrale 


/ 


x-h  1       dx 


x 


—  a  ^s  — 


dont  il  propose  la  recherche  se  ramène  sans  difficulté  à  la  précé- 
dente, et  probablement  aussi  la  troisième,  qui  se  présente  sous  la 
forme  plus  compliquée 


/ 


x*  —  x-h  \  dx 


x±—  •*-+-*  \/x>h-  A  a*  —  3a?  —  2 
peut  être  soumise  à  une  méthode  analogue  d'évaluation. 

(•)  Hf.alis,  Question  proposée  n°  102  (Mathesis,  t.  II,  p.  '|8). 


Arrivons  maintenant  fi  l'intégrale 

Les  deux  fonctions  f(&)  et  &{&)  possèdent  aussi  dans  ce  cas  le 
même  degré;  le  nombre  (N  —  P)  est  nul  et  nous  avons  comme 
équation  fondamentale  la  suivante  : 


i|raiV^|i 


hn>*»-*-(inP». 


n*x)*i-t-%mpt*-i 


*-n)| 


La  multiplication  élevant  chaque  membre  de  cette  équation  au 
sixième  degré,  on  obtient  sept  équations  pour  le  calcul  des  gran- 
deurs t.,  [3,  y,  m,  n;  ce  sont  les  suivantes  : 


m.    _ïV  +  afi  -m»  «— *.Ç»-MMh;-r4iiMrM.a*.*.MW», 

IV.      — jîm-G-;    —  4«t    =  —  am?T-t-am?«  +  .(maY-*'4'n*3-*-»*'- 

VII.  -8?    -ïtot'-ïb. 

On  réduit  avec  avantage  toutes  ces  inconnues  à  la  grandeur  n 
et  l'on  trouve  d'une  manière  semblable  à  celle  que  nous  avons 
exposée  plus  haut 


et  alors  par  la  dilférentiation  directe  n  = 


i.  Ainsi  on  obtient 


dy 


-  V  - 


,  pour  z  =;  ±i/Z.yi, 

»,/  ^*  — aar-t-4  /^j  -,   "./  —  ï/'  +  i   ~~  /^Tij./   1  h-  5' 
=  -z^arctanfis. 
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ou 

const. 


Sj  = *T  arc  tang    /3  '  , — 

/3  I.         <Jx*  —  ij 


On  sait  que  toute  fonction  trigonométrique  inverse  de  celte 
forme  peut  être  transformée  en  un  logarithme  réel,  ce  qui  donne 
pour  S,  la  valeur 

c  l     ,      i-+-r/3 

S,  =  — —  log ,.  -4-  const. 

et  après  la  substitution  de  x 

m 

0  I       .         ^T*  +  J4-I  -h  /3(J*  —  i) 

S,  =  — -  log    ,  = ,  h-  const. 

2/3         /**  +  r  +  i-  /3(.r  — i) 

La  troisième  intégrale  de  Clausen  appartient  évidemment  à  une 
autre  catégorie,  parce  que  la  fonction  ty(x)  y  surpasse  la  fonc- 
tion cp(#)  à  Fégard  de  son  degré.  Il  faut  dans  notre  théorème  po- 
ser N  —  P  =  i .  Si  l'on  pose 

zx*  -+-  S^r*  -+-  yj  -+-  o 
«r=  /-i • ' 

_  3  gy«  -h  3^»  —  ?^3  —  (6a  h-  3  8)3*  —  { par  —  2  y   , 

2(3* —  i)  >Jx*  —  I 

et  si  Ton  forme  alors  l'expression 

dy 


my%  -+-  n 
on  obtient  l'équation 

3aa7»-h^4  — yt3  — (6a-4-3$)^--4Pj'  — 27 

•2(ma,^64-2ma3x*^-(//t3,H-2maY)a?*4-(2/na8-h2/n3Y-f-/i)arJH-(mY,H-  2/w  ^8)a?,-4-  2m^x-\-(m^f — n) 

_  ?      x* 

""2^  +  8' 

L'identification  donne  alors  les  neuf  équations 

I.  3  a  =^  3/na», 

II.  p  =  6/n*p, 

III.  —  y  =  3/np*  -t-6m*Y> 

IV.  —  6a  4-  2{ a  —  3o  =  6m«5  -f-  6/nPY  -+-  3 /i, 


_  %  _ 

v- 

-  \'i  î  »$=3mi*  +  &m$ 

VI. 

_,v   _8ï  =  6„,v5, 

VII. 

-  18»  — a(S  =  3»iî«  —  3n, 

vin. 

-feft-*, 

IX. 

—  i«V    =o. 

La  résoli 

ition  de 

ce  système  s'exécute  avec 

beaucoup 

moins 

de 

difficulté  qi 

le  celle 

des  deux  systèmes  antérieurs. 

La  val 

eur  y  = 

=  o 

découle  immédiatement  de  l'équation  1  V  et 

l'ém 

tation 

III  donne 

alors  p  —  o 

.  En  ajo 

utant  les  deux  équations  IV  et  VII  on  obtii 

:nt 

-3o»  —  a;-3  =  6m»3  +  3;H3 

—  im-    g3  =  amaî-+-mS", 

de  IVqi 

tatioti  l(m=  M, 

Cette  équation  possède  les  deux  racines  réelles  -  =  —  io  et 
-  =  —  i,  mais  on  gagne  facilement  la  persuasion  que  la  première 
ne  satisfait  pas  au  système  entier  et  qu'il  faut  pour  cela  choisir  la 
seconde.  En  substituant  o  =  —  a  dans  l'une  des  équations  IV  ou 
VU  on  calcule  n  =  oct,  et  la  série  de  nos  valeurs  est  alors  la  sui- 


Quant  à  la  grandeur  x,  la  diflérenliation  nous  apprend  qu'il  faut 
prendre  a  =  ^  =  1 .  Or,  on  est  parvenu  au  résultai 

3    r  r'rfj  __  f   tfy      _  1  y 
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Si  Ton  résume  tous  les  résultats  précédents,  on  peut  écrire 


/  •  x  dx  i  I  i 

/  7=  =  â  \  ï  arc  tans 


Jt*  —  ï      ï  (x  —  ï  y 

S  z — r. 1-  -  arc  tang 


'*  3  3  ^3  — , 


I        .  Jx*  -4-  X  -h  I  -f-  \f'i(x  —  I)  m    1 

-  log  — -  -f-  const.  I 


a/'i  /•**  h-j-H-i  —  /3(x  —  ï) 

ou,  par  l'application  de  la  formule  connue 

arc  tan£M  -4-  arc  tangç'  =  arc  tanc 

x  dx  ï  J^tCj*  —  ï) 


./  (**-f 


=  —  arctang 


8 )  y/jr»  —  i         »8  (\—  x))/x*  —  ï 


log  — ■+-  const 


1*2 


/i       /.***  -+-  x  -+■  ï  —  /3 1  j  —  ï  ) 


C'est  la  formule  donnée  par  Clausen.  Nous  espérons  que  le  lec- 
teur sera  d'accord  avec  nous  dans  l'opinion  que  le  chemin  dont  la 
poursuite  nous  a  conduit  à  ce  résultat  a  été  réellement  celui  du 
mathématicien  allemand.  Notre  théorème  n'éclaircit  pas  seulement 
un  calcul  qui  semble  mystérieux  au  premier  abord,  mais  il  peut 
aussi,  dans  beaucoup  de  cas,  servir  de  critérium  pour  reconnaître 
si  une  intégrale  elliptique  donnée  peut  s'effectuer  en  termes  finis. 


EXTRAITS  DES  PROCÈS-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  4  NOVEMBRE  1881 

PRÉSIDENCE  DE  II.    LAGUERRE. 


M.  Saltel  adresse  une  Note  intitulée  Méthode  pour  lever,  dans 
divers  systèmes   dy  équations }    l' indétermination  résultant   de 


ï  égalité  entre  certaines  inconnues. 


Co  m  m  u  n  ica  t  io  n  : 

M.  Lagucrre  :  Sur  quelques  propriétés  des  coniques. 


x. 


SÉANCE  DU  18  NOVEMBtlE  1RS!. 

PRÉSIDENCE  DE  il.    DE  POLIGHAC. 

Elections  :  MM.  Boncompagni  (le  prince  Balthasar),  Floquet, 
Imber,  Prie*  (  lîarllioloritéo),  présentés  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Fouret  cl.  Pîcquet,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  la  diffërentiation  sous  le  signe  f. 
M.  1 1  u  ni  lier  t  :  Sut  les  courbes  de  Clebsch  dont  les  coordonnées 
s'expriment  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre. 

M.  Slephanos  :  Sur  les  courbes  de  la  quatrième  classe. 
M.  de  Polignac  :  Sur  une  propriété  des  coniques. 


SÉANCE  DU  2  DECEMBRE  1881. 

PRÉSIDENCE    i 1 1  -   H.    I.  IG  I  BRR  E 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  li- 
néaires qui  ont  une  équation  dérivée  régulière. 

M.  Laguerre  :  Sur  la  séparation  des  racines. 

M.  de  Polignac  :  Sur  une  propriété  des  systèmes  en  involu- 
tion. 

M.  Weill  :  Sur  un  théorème  d'Arithmétique. 


SÉANCE  DU  16  DÉCEMBRE  18 

PRÉSIDENCE  DE  M.   LAGUERRE. 


Communication  ; 

M.  Halphen  :  Sur  une  série  d'Abcl. 
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SÉANCE  DU  6  JANVIER  1882. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    LAGUERRE. 

Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés,  comme  l'indique  l'état 
qui  esl  au  commencement  du  Volume. 

M.  Lindemann  adresse  un  Mémoire  manuscrit  intitulé  :  Sur  les 
courbes  d'un  système  linéaire  trois  fois  infini  qui  touchent 
une  courbe  algébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 
ordre. 

Communications  : 

M.  Weill  :  Théorème  sur  les  facto  rie  lies. 

M.  André  :  Observations  sur  le  théorème  de  M.  Weill,  et 
conséquences  relatives  aux  nombres  premiers. 

M.  Laisant  :  Sur  certaines  propriétés  des  centres  de  gravité. 

M.  Stephanos  :  Sur  la  détermination  du  huitième  point  com- 
mun aux  surfaces  du  second  degré  passant  par  sept  points 
donnés. 


SÉANCE  DU  20  JANVIER  1882. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   HALPHEN. 

élections  :  MM.  Asselin  et  Laveissière,  présentés  dans  la  der- 
nière séance  par  MM.  Humbert  et  de  Polignac,  sont  élus  membres 
de  la  Société. 

M.  Perrin,  au  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lec- 
ture de  son  Rapport  sur  la  gestion  du  Trésorier  en  1881.  Sur  sa 
proposition,  la  Société  vote  des  remerciements  à  M.  Claude  Lafon- 
taine  et  une  gratification  à  ses  agents. 

Communications  : 

M.  André  :  Théorèmes  sur  les  facto  rie  lies. 
M.  Halphen  :  Sur  les  aspects  des  paysages. 
M.  Weill  :  Sur  les  lunules  exactement  carrab/es par  la  règle 
et  le  compas. 


séance  du  ;j  FlivniEn  1882. 

['RÉSIDENCE    IIK    H.    HALPHEN. 

Élections  :  MM.  Braull,  Escarj,  Gunlher,  Zeuthen,  présentés 
dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  el  Picquet,  sont  élus 
membres  de  lu  Société. 

M.  Malmstén,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Her- 
mîte  el  Lagucrre,  est  élu  membre  de  la  Société. 

Communications  ; 

M.  Laisaut  :  Remarques  sur  la  théorie  des  régions  et  des  as- 
pects. 

M.  Weill  :  Sur  un  triangle  en  nombres  entiers  dans  lequel 
le  rapport  des  deuj:  angles  est  un  nombre  entier- 


SÉANCE  DU  17  FÉVRIER  1882 

PRÉSIDENCE  DE  M.   HALPHEN. 

élections  ;  MM.  Goursat  et  Schlegel,  présentés  dans  la  dernière 
séance  par  MM.  Halphen  et  Picquet,  sont  élus  membres  de  la  So- 
ciété. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  les  courbes  anallagmatiques  admettant  un 
lieu  géométrique  de  pôles  principaux  d'inversion. 

M.  Laguerre  :  Sur  deux  systèmes  de  neuf  points,  se  corres- 
pondant un  à  un,  et  donnant  lieu  chacun  à  douze  triangles 
semblables. 

M.  Perrin  :  Sur  le  problème  des  aspects  et  des  régions. 

M.  Weill  :  Sur  une  propriété  de  la  courbe  a1  fl  =  y* . 

M.  Fouret  :  Sur  une  propriété  de  la  courbe  ■P1  =  y'« 
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SÉANCE  DU  3  MARS  1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HALPHEN. 

M.  Appell  adresse  un  Mémoire  manuscrit  intitulé  :  Sur  des  cas 
de  réduction  des  fonctions  8  de  plusieurs  variables  à  des  fonc- 
tions %  d'un  moindre  nombre  de  variables. 

M.  Gunther  envoie  une  Note  manuscrite  Sur  l'évaluation  de 
certaines  intégrales  pseudo-elliptiques. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  les  formules  complémentaires  des  lois  de  ré- 
ciprocité. 

M.  Perrin  :  Sur  le  problème  des  aspects  et  des  régions. 


SÉANCE  DU   17  MARS  1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HALPHEN. 

Election  :  M.  Gascheau,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Halphen  et  Picquet,  est  élu  membre  de  la  Société. 

Co mm  u n ica tio ns  : 

M.  Stephanos  :  Sur  une  application  de  la  théorie  des  carre- 
lages. 

M.  Halphen  :  Sur  une  équation  différentielle  linéaire  à  coef- 
ficients rationnels. 

M.  Halphen  :  Sur  le  problème  des  aspects,  et  ses  rapports  avec 
le  Calcul  intégral. 

M.  Weill  :  Sur  les  courbes  admettant  des  polygones  à  la  fois 
inscrits  et  circonscrits. 


SÉANCE  DU  7  AVRIL  1882. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    HALPHEN. 


Élections  :  MM.  Kostenec,  Panek  et  Pokorny,  présentés  dans 
la  dernière  séance  par  MM.  Wevr  (Edouard)  et  Picquet,  M.  Drev- 


lus  (Ferdinand1),  présenté  par  MM.  Laisanl  et  deReinach,  M-  Lévy 
(Lucien),  présenté  par  MM.  Halphen  et  Picquet,  M.  Palurel, 
préscnLé  par  MM.  Lucas  et  Laisant,  et  M.  Tarn,  présenté  par 
MM.  Brocard  et  Laqmère,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

M.  le  Président  donne  lecture  d'une  Lettre  de  M.  Brioschi  par 
laquelle  il  déclare  que  ce  n'est  que  par  suite  d'une  erreur  qu'il  a 
pu  être  considéré  comme  démissionnaire. 

M.  Pcrott  adresse  une  Note  manuscrite  Sur  un   théorème  de 

Garai. 

M.  Tarry  adresse  une  Note  manuscrite  Sur  quelques  propriétés 
des  coniques. 

L'Institut  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  demande 
l'échange  de  ses  publications  avec  le  Bulletin  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Perrin  ;  Sur  te  problème  ries  aspects. 

M.  Stcphanos  :  Sur  la  rotation  des  corps  solides  nu  tour  d'un 
point. 

M.  Wcill  ;  Sur  le  centre  des  moyennes  distances. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE  ('). 
OUV1UGES  ET  MÉMOIRES  HEÇOS  DEPUIS  LE  4  NOVEMBRE  1881. 

Ovidio  (d')  :  Sur  quelques  invariants  de  deux  formes  bi- 
naires. 

Kronecker  :  Sur  le  potentiel.  Sur  la  théorie  de  l'élimination. 
Sur  les  /onctions  symétriques. 

Euclide  :  Ancien  exemplaire,  offert  par  M.  L.  Hugo. 

Clielini  (Dominique)  :  Mémoires  mathématiques,  publiés  par 
les  soins  de  MM.  Cremona  cl  Beltrami. 

Laisant  :  Sur  tes  séries  récurrentes.  (Extrait  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques.) 


[')  O  Iliilletin  ne  comprend  pas  les  périodiques  que  la  Société  reçoit  en  échange 
ses  pu!)]  ira  lions  (voir  page  m). 
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Laisant  :  Sur  le  Calcul  des  opérations  chimiques.  (Extrait  du 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques.) 

Liguine  :  Sur  les  courbes  anallagmatiques.  (Extrait  du  Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques.) 

Euclide  :  Edition  de  Guido  Grandi,  avant  appartenu  à  Chafsles, 
offert  par  M.  L.  Hugo. 

Abel  :   Œuvres  complètes,  publiées  par  MM.  L.  Sylow  et  S. 
Lie;  Grondahl  et  Son,  Christiania,  1881. 

Le  Paige  :  Sur  les  formes  trilinéaires.   Sur  les  involutions 
d'ordre  supérieur. 

Picquet  :  Traité  de  Géométrie  analytique  (ire  Partie).  Masson, 
Paris;  1882. 

Sibiriakoff  :  Preuve  élémentaire  de  la  proposition  fondamen- 
tale de  la  théorie  des  parallèles. 

Aoust  (l'abbé)  :   Considérations  sur  les  études  géométriques 
et  ciné matiq ues  de  M.  Habich. 

Catalan  :    Sur  quelques   décompositions   en  carrés.  Rome  ; 
1882. 

Leoncio  de  la  Barcena  :    Tratado   di  Taquimetria.   Madrid; 
1882. 

Schubert  :  Losung  des   auf  die  trilineare  Versvandtschaft 
ausgedchnten  Projectivitàtsproblems.  Hambourg;  1882. 

Schubert  :  Elementarer  Beweis  des  FeuerbacK schen  Satzes. 
Hambourg;  1882. 

Lac  on  :  ÏIep\  twv  ap^oîv  ttjç  recofxeTptaç.  Athènes  ;  1 88 1 . 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 

Sur  le  problème  des  aspects;  par  M.  Perhin. 

(Séances  du  17  février  et  du  3  mars  1882.) 

I.  Le  problème  des  divers  aspects  sous  lesquels  on  peut  voir  un 
système  de  n  points  distribués  sur  un  plan,  lorsqu'on  circule  sur 
ce  plan  à  volonté,  a  fait  l'objet,  dans  les  séances  précédentes  de  la 
Société  mathématique,   de  deux   intéressantes  Communications  : 


•  -<:  i  «il  1»      I  |        Il    *mm+mc   |     l| 

■  P^i,»w      |iitM>mi 

itio-  cet  orJpe  -i"  idées,  en   £énêraii*aiit  Tin  peu  [.?  priiii^iiie.  rt- 
ToiuL?  -^lu  pourront  suis  -ioate  être  utilises  *a**J    iua=    ■'"  in<r-t 

i  Sïient  -ioan-'-i  i  ï.jlvate  iin-  !e  pi.ia  ?  p-i3Cj.  .çut-  j~.iooW- 
[enr  ie>  #>aun*Li  <iu  système  -  ?i  ■.a  le*  i>.iat  par  Aes  ■ir-ji.Ci^T  ie 
to«te-  tes  manières  p<>~sibtes.  '»n  .;ot:en'lr.i   w    Ipmws 


.Ji>nt  i:hui:uiïe  se  Cr">a*era  ■ii*i=ee  p-ir  Le-*  -:eti_i  ^  innan-^  jn'^il»; 
j'.'int  en  trois  seirmen':-.  sn'.'ir  un  ;n'-r.-;!ir  ocoipns  JnCr  le* 
■ie'n.  sommets    et  >ietts  •*\.êri«*iir*.  >t  les  w  -iruice#  eLurrnt  tr-»_-ei?ï 


■raeioxi'pie-  elles  se  ojupei 
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i                          *            1         j   *j               t(n  —  i){n —  ï)   , 
chaque  sommet  remplace  évidemment ■  de  ces  points 

d'intersection  :  il  en  reste  donc 

(i)  A  =  -[/w(m —  i)  —  n{n  —  i)(n  —  a)]. 

J'appellerai  nœuds  ces  A  point  d'intersection  des  m  droites, 

autres  que  les  segments.  Si  l'on  remplace  m  par  sa  valeur  — - — ^— '-, 
il  vient 

(2)  A  =  i/i(/i—  i)(n— 2)(/i  — 3). 

Les  nœuds  peuvent  se  classer  en  trois  espèces,  suivant  qu'ils  ré- 
sultent du  croisement  de  deux  segments  extérieurs,  de  deux  seg- 
ments intérieurs,  ou  d'un  segment  extérieur  avec  un  intérieur;  je 
les  distinguerai  donc  en  nœuds  extérieurs,  intérieurs  et  mixtes,  et 
si  S,  c'y  0"  sont  respectivement  les  nombres  de  nœuds  appartenant 
à  ces  trois  espèces,  on  aura 

(3)  8 -h  8' -+-«•  =  A. 

D'autre  part,  le  nombre  p0  des  régions  déterminées  par  les  m 
droites  est,  comme  Ta  établi  M.  Laisant, 

(4)  p0  =  -[m(/ii-4-i)H-  a  —  n(n—  s»)(n—  3)]. 

3.  11  resterait  maintenant,  pour  obtenir  l'ensemble  des  régions 
d'aspect  constant  et  en  calculer  le  nombre,  à  effacer  tous  les  seg- 
ments intérieurs  et  à  rechercher  quelle  réduction  amène  cette 
opération  dans  le  nombre  de  régions  p0  donné  par  la  formule  (4). 
Si,  au  lieu  d'effacer  tous  les  segments  intérieurs,  on  effaçait  tous 
les  segments  extérieurs,  on  obtiendrait  une  configuration  en  quel- 
que sorte  complémentaire  de  la  précédente,  et  qui,  ainsi  que  l'a 
montré  M.  Halphen,  se  présente  concurremment  avec  elle  dans 
l'étude  des  discontinuités  des  intégrales  définies  auxquelles  il  a  été 
fait  allusion  ci-dessus,  selon  la  manière  dont  011  choisit  le  point  de 
départ  des  intégrations.  Si,  enfin,  on  effaçait  un  certain  nombre 
de  segments  tant  intérieurs  qu'extérieurs,  choisis  suivant  une  loi 
quelconque,  on  obtiendrait  encore  une  configuration  toute  diffé- 
rente. Je  vais  supposer  qu'on  opère  ainsi  suivant  une  loi  arbitraire, 


r 
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et  chercher  comment  varie  le  nombre  des  régions  lorsque  l'on  vienl 
ù  effacer  un   segment  quelconque,   à  un  instant  quelconque  de 
l'opération. 

A  cet  instant,  on  peut  se  représenter  les  n  sommets,  avec  le* 
segments  non  encore  effacés  qui  les  relient  plus  ou  moins  complè- 
tement entre  eux,  comme  formant  une  configuration  analogue  à 
celles  que  présentent  les  caries  célestes  :  quelques  sommets  peu- 
vent apparaître  complètement  isolés  ;  d'autres,  réunis  entre  eux 
par  des  segments  intérieurs,  mais  privés  de  tous  les  segments 
extérieurs  qui  les  réunissaient  primitivement  a  la  droite  de  l'in- 
fini (ou  plutôt  au  cercle  de  rayon  infiniment  grand  que  Pou 
peut  se  représenter  comme  limitant  le  plan),  formeront  une  ou 
plusieurs  constellations  isolées  dans  le  plan  (');  les  autres,  enfin, 
seront  restés  rattachés  par  des  segments  extérieurs,  soit  directe- 
ment soit  par  l'intermédiaire  de  sommets  ou  de  nœuds  voisins,  au 
cercle  de  l'infini  ;  tous  ces  derniers,  reliés  ainsi  entre  eus  par  l'in- 
termédiaire du  cercle  de  l'infini,  devront  été  considérés  comme  ne 
formant  qu'un   seul  groupe,  résidu  de  la  configuration  primitive. 

Ceci  posé,  soit  à  effacer  un  segment  de  plus,  tel  que  A  A'  (Jïg-  i). 

Fig.  .. 


Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  la  suppression  de  ce  segment 
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ne  changera  rien  au  nombre  des  constellations  isolées,  ou  il  l'aug- 
mentera d'une  ou  plusieurs  unités.  Dans  le  premier  cas  (le  plus 
fréquent  et  même  le  seul  qui  puisse  se  présenter  au  début  de  l'opé- 
ration), il  est  visible  que  le  segment  servait  de  séparation  entre 
autant  de  couples  de  régions  distinctes  aa',  {3|3',  yy7,  33',  qu'il  con- 
tenait de  nœuds  B,  G,  D  n'ayant  pas  encore  disparu  par  l'efface- 
ment antérieur  d'autres  segments,  plus  un;  pour  chacun  de  ces 
couples,  les  deux  régions  séparées  par  le  segment  se  confondent 
lorsqu'on  vient  à  l'effacer  :  la  réduction  produite  dans  le  nombre 
des  régions  est  donc  précisément  égale  au  nombre  des  nœuds  qui 
disparaissent,  plus  un.  Dans  le  second  cas,  considérons  l'un  des 
groupes  de  sommets  qui  devient  isolé  quand  on  efface  le  segment 
AA';  ce  groupe  peut  comprendre  l'un  des  deux  sommets  extrêmes, 
A  par  exemple,  avec  quelques-uns  des  segments  qui  croisent  AA', 
ou  comprendre  seulement  quelques-uns  de  ces  segments.  Suppo- 
sons qu'il  comprenne  le  sommet  A  et  le  segment  qui  passe  par  le 
nœud  B  :  dès  lors  les  deux  régions  (3  et  [3'  se  rejoignaient  déjà  en 
faisant  le  tour  de  ce  groupe,  et  la  réduction  produite  dans  le  nombre 
des  régions  par  la  suppression  de  AA'  sera  moindre  d'une  unité 
que  si  J3(3'  avaient  été  deux  régions  distinctes.  Supposons,  au  con- 
traire, que  le  groupe  considéré  ne  comprenne  ni  l'un  ni  l'autre 
des  sommets  AA',  et  que  les  nœuds  B,  D  soient  les  deux  nœuds 
extrêmes  dépendant  de  ce  groupe  sur  le  segment  AA'.  Dès  lors 
il  est  clair  que  les  régions  a  et  3  se  rejoignaient  déjà  en  contour- 
nant le  groupe  et  ne  formaient  qu'une  seule  région,  et  de  même 
pour  a'  et  3';  la  suppression  de  AA'  réunira  donc  seulement  deux 
régions  a3  et  a' 3'  en  une  seule,  au  lieu  de  réunir  quatre  régions  a, 
a' ,  3,  3'  en  deux  aa',  33'.  La  réduction  dans  le  nombre  des  régions 
sera  donc  encore  moindre  d'une  unité  que  s'il  ne  s'était  pas  for- 
mé un  nouveau  groupe  isolé.  Réciproquement,  on  verrait  sans 
peine  que  cette  réduction,  moindre  dans  le  nombre  des  régions, 
ne  peut  se  présenter  que  s'il  se  forme  de  nouveaux  groupes  isolés, 
la  différence  étant  précisément  égale  au  nombre  de  ces  groupes. 

Donc,  en  définitive,  si  à  un  instant  quelconque  on^se  trouve  avoir 
effacé  s'  segments,  ce  qui  a  fait  disparaître  df  nœuds,  et  isolé  g 
sommets  ou  groupes  de  sommets,  le  nombre  des  régions  est  de- 
venu 

p  =  p0  -    s'  —  d'  \ -g. 


Introduisons  dans  cette  expression,  au  lieu  des  nombres  s'  cl  (£ 
de  segments  et  de  nœuds  disparus,  les  nombres  s  et  d  de  segments 
et  de  nœuds  qui  subsistent,  au  moyen  des  relations 


remplaçons,  enfin,  p0,  A  et  m  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  n\ 
il  viendra  finalement 

(5)  rml+«<*  «•*•*— a. 

Il  est  remarquable  que  celte  formule  soit  beaucoup  plus  géné- 
rale que  celles  dont  nous  l'avons  déduile  :  elle  s'applique,  en  effet, 
à  toutes  les  co  n  fi  gu  râlions  que  l'on  peut  obtenir  enjoignant  arbi- 
trairement par  s  lignes,  droites  ou  courbes,  n  points  pris  à  volonté 
sur  un  plan,  sur  une  sphère  ou  plus  généralement  sur  toute  sur- 
face simplement  connexe.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  remar- 
quer: 

!"  Que  toute  surface  simplement  connexe  pouvant  être  ramenée 
à  une  aire  plane  à  un  seul  contour,  par  voie  de  déformation  con- 
tinue sans  déchirure  (après  avoir  au  besoin  pratiqué  une  ouverture 
infiniment  petite),  la  configuration  qui  y  a  été  tracée  sera  ainsi 
ramenée  à  une  configuration  plane,  sans  variation  dans  le  nombre 
des  sommets,  des  nœuds,  des  segments,  ni  des  groupes  isolés; 

20  Que  dans  une  configuration  plane,  formée  de  segments 
courbes,  il  suffit  de  considérer  comme  nouveaux  sommets  un 
nombre  suffisant  de  points  convenablement  choisis  sur  ces  seg- 
ments, pour  pouvoir  rectifier  les  segments  plus  petits  ainsi  ob- 
tenus, sans  introduire  de  nouveaux  nœuds;  or  tout  sommet  qu'on 
introduit  ainsi  sur  un  segment  augmente  d'une  unité  à  la  fois  s 
et  n.  et  laisse,  par  suite,  invariable  s —  n,  en  sorte  que  la  for- 
mule (5)  ne  cesse  pas  d'être  applicable. 

Il  serait  d'ailleurs  facile  de  généraliser  encore  la  formule  (5)  et 
d'établir  le  théorème  suivant  : 

Si  k  est  l'ordre  de  connexion,  défini  comme  on  le  fait  d'or- 
dinaire dans  la  théorie  des  surfaces  de  Riemann,  et  que  l'on 
appelle  indice  de  connexion  la  quantité  a  —  k,  s'il  s'agit  d'une 
aire  ou  d'une  surface  ayant  au  moins  un  contour,  ou  la  quan- 
tité 3  —  k  s'il  s'agit  d'une  surface  fermée  :  la  somme  Si  des 
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indices  de  connexion  des  régions  déterminées  sur  une  surface 
ou  sur  une  aire  d'indice  I  en  joignant  entre  eux  ou  à  des 
points  quelconques  des  contours,  au  moyen  de  s  segments  tracés 
d'une  manière  quelconque,  n  points  pris  arbitrairement,  sera, 
en  appelant  d  le  nombre  des  points  de  croisement  de  ces  seg- 
ments, 

(6)  2i  =  I+5+rf-/i. 

De  cette  formule  on  pourrait  déduire  plusieurs  conséquences 
intéressantes;  je  me  bornerai  à  indiquer  la  relation  suivante,  entre 
le  nombre  F  des  faces  d'un  polyèdre  (supposées  toutes  des  aires 
simplement  connexes),  le  nombre  S  de  ses  sommets  et  le  nombre  A 
de  ses  arêtes  : 

(7)  F  +  S  =  A  +  I; 

I  est  l'indice  de  connexion  de  l'ensemble  de  la  surface  du  po- 
lyèdre, c'est-à-dire  deux  pour  les  polyèdres  ordinaires  (sphéroï- 
daux),  zéro  pour  les  polyèdres  assimilables  au  tore  ou  anneaux  po- 
lyédriques, etc.  Si  quelques-unes  des  faces  ne  sont  pas  simplement 
connexes,  on  devra  prendre  pour  F  la  somme  des  indices  de  con- 
nexion des  faces. 

En  faisant  I  =  a,  et  exprimant  que  toutes  les  faces  ont  le  même 
nombre  p  de  côtés,  et  qu'à  tous  les  sommets  aboutissent  le  même 
nombre  q  d'arêtes,  on  obtient  la  relation 

*  q  2 


OU 


qui  caractérise  les  polyèdres  réguliers  et  permet  d'en  déterminer  le 
nombre  et  la  nature. 

5.  Je  reviens  au  problème  des  aspects.  Pour  obtenir  la  configu- 
ration qui  détermine  les  régions  d'aspect  constant,  il  faut  effacer 
tous  les  segments  intérieurs,  ce  qui  fait  disparaître  les  nœuds  in- 
térieurs et  mixtes,  et  ne  donne  naissance  à  aucun  groupe  isolé. 
Faisant    donc  dans  la   formule  (5)  sr=  «m  = /i(/i —  i),   d  =  S, 


g  se  o,  nous  obtenons  peur  le  nombre  II  des  régions  d'aspect  con- 
stant, 
(9,  .         B»[s-i)M-ft. 

Les  nœuds  extérieurs,  dont  le  nombre  S  figure  dans  l'expres- 
sion (9),  peuvent  être  définis  très  simplement,  au  point  de  vue  du 
problème  des  aspects,  comme  étant  les  points  du  plan,  en  nombre 
limité,  pourlesquels  le  nombre  apparent  des  sommets  du  système 
est  de  n  —  a,  tandis  que,  pour  un  point  pris  au  hasard,  le  nombre 
apparent  est  de  n,  et  qu'il  se  réduit  à  »  —  1  pour  une  inimité 
simple  de  points,  savoir  tous  les  points  des  segments  extérieurs. 

Cherchons  maintenant  le  nombre  R'  des  régions  dans  le  problème 
complémentaire,  celui  où  l'on  ne  laisse  subsister  que  les  segments 
intérieurs  et  par  suite  aussi  que  les  nœuds  intérieurs.  11  faudra  faire 

dans  la  formule  (5)  *=  — ï- — ->  rf  =  S'  el  £T=  <,  puisque  l'en- 
semble des  sommets  forme  alors  un  groupe  unique  isolé  du  cercle 
de  l'inllni.  Il  vient,  par  suite 

<„,  .r-  *=±±i  +». 


6.  La  question  qui  se  présente  immédiatement  est  celle-ci  : 
Comment  et  entre  quelles  limites  varient  0  et  S',  lorsqu'on  fait 
varier  de  toutes  les  manières  possibles  la  disposition  relative  des 


Pour  y  répondre,  remarquons  tout  d'abord  que,  le  nombre  total 
des  nœuds  0  -+■  0'  ■+■  0"  étant  invariable  pour  une  valeur  donnée 
de  n,  le  seul  effet  d'un  changement  dans  la  disposition  relative  des 
sommets  est  de  modifier  l'espèce  des  nœuds;  et,  si  ce  changement 
s'opère  par  déplacement  relatif  continu  des  sommets,  chaque  mo- 
dification ne  pourra  être  que  le  changement  d'un  nœud,  soit  exté- 
rieur, soit  intérieur,  en  un  nœud  mixte,  ou  inversement  :  et  pour 
qu'un  tel  changement  se  produise,  il  est  évidemment  nécessaire 
el  suffisant  que  dans  son  mouvement  relatif  un  des  sommets 
vienne  à  traverser  quelque  part  la  droite  qui  enjoint  deux  autres. 

Considérons  donc  un  sommet  mobile  C  au  moment  où  il  est  sur 
le  point  de  traverser  la  droite  joignant  les  deux  sommets  fixes  A,  A' 
{Jig.  2),  el  supposons  qu'il  la  traverse  entre  A  et  A'. 
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Soit  S  un  dos  sommets  situés  du  même  côté  de  AA'  que  le 
sommet  C  dans  sa  position  actuelle,  S'  un  des  sommets  situés  du 
coté  opposé.  A  Tinspection  de  la  figure,  sur  laquelle  les  segments 
extérieurs  ont  été  tracés  en  plein  et  les  segments  intérieurs  en 
pointillé,  il  est  visible  que  les  trois  droites  mobiles  CA,  CA',  CS, 
donnent  par  leur  croisement  avec  les  trois  droites  fixes  AA',  AS, 
A' S  trois  nœuds  mixtes  N,  N'et  N";  tandis  que,  pour  le  sommet 
S',  le  système  mobile  correspondant  CA,  CA',  CS'  donne  par  croi- 
sement avec  le  système  fixe  AA',  AS',  h!  S' deux  nœuds  extérieurs 


\  -- 


Fi  g.  a. 
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MM',  et  un  nœud  intérieur  P.  Lorsque  le  sommet  mobile  aura 
franchi  AA'  et  sera  venu  en  C,  par  exemple,  il  est  clair  que  S  et 
S' n'auront  fait  que  changer  de  rôle.  Si  donc  il  y  avait/?  sommets 
tels  que  S,  c'est-à-dire  situés  du  côté  de  AA'  où  se  trouvait  d'abord 
le  sommet  mobile,  et  p'=  n  —  p  —  3  sommets  S'  du  côté  opposé, 
le  nombre  des  nœuds  intérieurs  aura  augmenté  de  p  — //,  celui 
des  nauids  extérieurs  de  i{p  —  p'),  et  celui  des  nœuds  mixtes  de 

—  ^{P  —  P')->  Par  1°  ^a^  ^u  passage  de  C  d'un  côté  à  l'autre  du 
segment  intérieur  AA'.  Si  le  passage  s'était  fait  par  un  des  seg- 
ments extérieurs  de  la  même  droite,  on  verrait  sans  peine  que  les 
variations  seraient  les  mêmes  en  valeur  absolue,  mais  changées  de 


signe. 


7.  A  l'aide  de  ce  qui  précède,  on  pourra  trouver  par  quelques 
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constructions  faciles  les  valeurs  de  2,  2',  o*  qui  correspondent  ù 
une  disposition  donnée  quelconque  des  n  sommets,  pourvu  que 
l'on  connaisse  les  valeurs  30,  Z'a,  3"0  de  ces  quantités  pour  une  seule 
disposition  particulière  l>ien  déterminée,  car  il  suffira  de  déplacer 
successivement  un  certain  nombre  de  sommets  convenablement 
choisis,  de  manière  à  transformer  la  figure  donnée  en  celle  pour 
laquelle  on  connaît  les  valeurs  des  3;  et  de  compter,  chaque  fois 
que  dans  ce  déplacement  un  sommet  vient  à  traverser  la  droite  qui 
en  joint  deux  autres,  combien  il  reste  de  sommets  de  chaque  côté 
de  cette  droite  ;  de  faire  la  somme  des  quantités  p  —  pf  ainsi  trou- 
vées, en  les  affectant  d'un  signe  convenable,  et  les  valeurs  cher- 
chées seront  évidemment 


fit)  1  S'=8'0—    X.(p~  />'). 

(  î'=«;-+-3£l./>- //). 

Or,"  parmi  toutes  les  dispositions  que  l'on  peut  imaginer  pour 
les  n  sommets,  il  v  en  a  une  qui  se  prête  immédiatement  ù  la  dé- 
termination directe  des  3  :  c'est  celle  dans  laquelle  les  n  sommets 
forment  les  sommets  d'un  polygone  convexe.  Il  est  évident  que 
dans  ce  cas  3"  =  o  (et  réciproquement,  si  3"=  o,  les  n  sommets  for- 
ment nécessairement  un  polygone  convexe).  Pour  déterminer  S 
(  nombre  des  nœuds  extérieurs),  supposons  que  les  sommets  soient 
numérotés  i,  2,  . . . ,  n  à  partir  de  l'un  d'eux  en  faisant  le  tour  du 
polygone  ;   la  droite  joignant  les  sommet  i   et  p  contiendra  un 

nœud  extérieur  au  croisement  de  chacune  des  — ~ droites 

qui  joignent  deux  à  deux  lesy>  —  a  sommets  a,  3,  ...,  p  —  i,  et  de 

chacune  des  — ~  ■  — ■ — — droites  qui  joignent  deux  à  deux 

les  n  —  p  sommets  numérotés  jp  +  i, /»+ a,  .  ..,/*;  et  elle  n'en 
contiendra  pas  d'autre.  Le  nombre  des  nœuds  extérieurs  situés  sur 
la  droite  (i ,  p)  sera  donc 

*-  [(p  -  i)(p  -3)  -Km-  /,)(/.-/>-!)], 

et  pour  toutes  les  droites,  en  nombre  (n  —  i),  qui  passent  par 
le  sommet  I,  on  aura  un  nombre  total  de  nœuds  extérieurs,  ex- 


-  113  - 

primé  par 

p^  n 

P=% 

Chacun  des  n  sommets  en  fournit  autant;  mais,  comme  chaque 
droite  passe  par  deux  sommets,  et  que  chaque  nœud  appartient  à 
deux  droites,  il  faudra  diviser  le  résultat  par  4>  et  l'on  aura,  en 
définitive, 

p=n 
P^.t 

d'où,  par  un  calcul  facile, 

o0  =  —  n(n  —  i)(n  ~  'À)(n  —  3), 
ia 

et,  par  suite, 

Il  en  résulte  immédiatement 

Dès  lors,  posant  2(/?  —  p')  =  e,  les  relations  (i'i)  deviennent 


o   =  -  —  s  =  -» 
3  st 


?» 


o"  =  3  e. 

Portant  ces  valeurs  dans  les  relations  (9)  et  (10),  et  exprimant 
A  en  fonction  de/î,  il  vient  enfin 

(14)  R  =  —  (n  —  i)(n3  —  5/i«-i-i8/i  —  12)  —  as, 

(i5)    "  R'  =  -^(#1*  —  6/i'-f-a3/t*  — 42/n-  48)  —  s, 

d'où  Ton  tire  la  relation 

(16)  R  —  aR'  =  /i  —  3. 

\.  8 


8.  Ces  divers  résultais  priivcnl  se  résumer  dans  l'énoncé  su. 
'anl  : 

n  Soient  »  points  ou  sommets  pris  à  volonté  sur  un  plan;  si  D 
i  les  joint  deux  à  deux  par  des  droites,  dont  chacune  est  ainsi  di 
■   visée  en  trois  segments,  ces  droites  se  couperont  en 


autres  points  ou  nœuds.  Soil  e  un  certain  entier  positif,  carac- 
téristique de  la  disposition  relative  des  n  sommets,  el  qui  ne 
s'annule  que  si  ces  n  sommets  forment  un  polygone  convexe. 
»  Soient  3,  3',  S"  les  nombres  respectifs  des  nœuds  extérieurs 
(provenant  du  croisement  de  denx  segments  extérieurs),  inté- 
rieurs (croisements  de  deux  segments  intérieurs),  et  mixtes 
(croisements  d'un  segment  extérieur  avec  un  intérieur)  :  le 
nombre  3  des  nœuds  extérieurs  est  toujours  double  du  nombre  !' 
des  nœuds  intérieurs,  quelle  que  soil  la  disposition  relative  des 
sommets,  cl  le  nombre  3"  des  nœuds  mixles  est  toujours  un 
i  multiple  de  S(8*  =  3e)- 
»  Soil  R  le  nombre  des  régions  entre  lesquelles  le  plan  se  Irouve 
divisé  quand  on  efface  tous  les  segments  intérieurs,  ce  qui  ne 

■  laisse  subsister  que  les  o  nœuds  extérieurs;  soit  de  même  R'  le 

■  nombre  des  régions  quand  on  efface  tous  les  segments  extérieurs, 
ce  qui  ne  laisse  subsister  que  les  3'  nœuds  intérieurs;   R  et  R' 

.  dépendent  respectivement  de  n  et  3,  de  n  et  o'  par  les  relations 
.   très  simples  (9)  et  (10),  et  sont,  par  conséquent,  des  fonctions 

>  de  n  cl  6,  données  par  les  formules  (14)  cl  (i5),  et  qui  prennent 

■  leurs  valeurs  maxima  pour  e  —  o,  c'est-à-dire  quand  les  n  som- 

>  mets  forment  un  polygone  convexe;  mais  R  —  aR'  reste  con- 

■  stamment  égal  à  n  —  'i,  quelle  que  soit  la  disposition  relative 
1  des  n  sommels. 

»  La  valeur  de  la  caractéristique  s  ou  —  peut  s'obtenir  sans 

1  avoir  besoin  de  tracer  toutes  les  droites  du  système,  en  dépla- 

■  çant  arbitrairement  les  sommets  de   manière  à  les  ramener  à 
.  former  un  polygone  convexe,  et  en  comptant,  chaque  fois  que 

>  dans  ce  déplacement  un  sommet  vient  à  traverser  la  droite  qui 

■  en  joindrait  deux  autres,  combien  il  y  a  de  sommets,  non  corn- 
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»  pris  celui  qui  se  déplace,  du  même  coté  que  lui  par  rapport  ù  lu 
»  droite  qu'il  va  franchir  :  si  ce  nombre  est  p9  la  somme  desquan- 
»  thés  ip  —  /i-|-3,  ainsi  calculées  pour  chaque  droite  franchie, 
»  et  affectées  du  signe  -4-  ou  du  signe  —  suivant  que  le  passage  a 
)>  lieu  par  un  segment  intérieur  ou  par  un  segment  extérieur, 
»   donnera  précisément  e.   » 

En  supposant  s  =  o,  on  a  une  limite  supérieure  R0  du  nombre  II 
des  régions  d'aspect  constant,  limite  qui  est  effectivement  atteinte 
dans  le  cas  d'un  polygone  convexe,  et  qui  est  sensiblement  moin- 
dre que  la  limite  supérieure  p  qu'avait  calculée  M.  Laisant,  comme 
le  montre  le  tableau  ci-dessous  : 

n.  l^=  ■=  A.  R0.  p. 

* o  \  7 

i 2  u  18 

j io  26  41 

6 3o  55  85 

7 70  106  162 

8 140  189  287 

9 25a  3 16  478 

10 $20  5oi  756 

11 660  760  1 1 45 

12 990  un  1672 

i3 i{3o  1574  2367 

ij 2002  2171  3a63 

1  •) 9.730  2926  4396 

On  trouve  d'ailleurs  aisément  que  R0  =  — — 

9.  Il  resterait  à  rechercher  quelles  valeurs  peut  prendre  en 
réalité  e  pour  une  valeur  donnée  de  n,  quel  est,  en  particulier,  le 
maximum  de  s  (qui  correspond  au  minimum  de  3,  3',  R,  R'),  et 
quelles  différences  au  point  de  vue  géométrique  présentent  entre 
elles  les  diverses  dispositions  de  n  sommets  qui  correspondent  aux 
diverses  valeurs  possibles  de  e. 

Je  présenterai  seulement  sur  ce  sujet  les  remarques  suivantes  : 

i°  Si  n  est  impair,  s  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  paires  : 
cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  e  est  la  somme  d'un  cer- 
tain nombre  de  quantités  de  la  forme  *xp  —  /*  +  3. 

a°  Les  deux  plus  petites  valeurs  de  s,  après  zéro,  sont  n  —  3, 


-    1 IG   - 

a{n  —  4)(')-On  le  \oit  immédiatement  en  parlant  du  polygone 
convexe  i'i  n  sommets,  qui  donne  g  =  o  :  si  l'on  déplace  un  des  som- 
mets, dans  quelque  direction  qui;  ce  soil,  la  première  droite  ilii 
système  qu'il  ait  à  franchir  augmente  s  de  ri  —  3,  et  la  seconde 
qu'il  rencontre  augmente  %  soit  de  n  —  3.  soit  de  n  —  5;  la  même 
chose  a  lien  si  l'on  déplace  un  second  sommet  au  lieu  de  continuer 
a  déplacer  le  premier. 

3"  Il  est  facile  d'assigner,  en  fonction  de  n,  une  limite  au-des- 
sous de  laquelle  V  ne  peut  descendre,  sans  qu'il  soit  toutefois  dé- 
montré que  celte  limite  puisse  être  effectivement  atteinte  pur  une 
disposition  convenable  des  n  sommets.  Considérons,  en  effet,  la 
ligure  obtenue  en  effaçant  les  segments  extérieurs  :   elle   donne, 

d'après  la  formule  (10),  -  (n-  —  3 h  -f-  4)  -H  B'  régions,  dont  cha- 
cune est  un  polygone  possédant  au  moins  trois  côtés,  et,  par  con- 
séquent, trois  angles.  Le  nombre  total  des  angles  de  toutes  les  ré- 
gions est  donc  au  moins  égal  à 

Mais  chaque  sommet  du  système,  formant  le  point  de  départ  de 
n  —  i  segments  intérieurs,  fournil  n  —  i  angles  ;  chaque  nœud  en 
fournit  évidemment  4  ;  le  nombre  total  des  angles  est  donc  exacte- 
ment 

„<«-i)-M3-. 

Nous  pouvons  donc  écrire  l'inégalité 


(I-) 

S'>-(n-3)(n- 

et,  par  suite, 

|  «  >(»-S)f«-l), 

<i8) 

<  R'>nt-5n  +  8, 

[■^(«-3X»'-3»-- 

10/1  + jS). 

)  Ou  h -3,  3{n-3),  i 
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Les  valeurs  limites  fournies  par  ces  inégalités  peuvent  être 
réalisées  en  fait,  si  n  est  au  plus  égal  à  6.  Mais,  au  delà  de  6,  il  n'en 
est  plus  dejiîême,  parce  qu'il  n'est  plus  possible  de  faire  en  sorte 
que  toutes  les  régions  soient  de  forme  triangulaire. 

4°  Les  n  sommets  étant  disposés  d'une  manière  quelconque, 
concevons  qu'une  droite,  qui  les  laisse  d'abord  tous  d'un  même 
coté,  s'en  approche  en  restant  constamment  parallèle  à  une  même 
direction,  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  à  passer  par  un  sommet;  qu'elle 
tourne  alors  autour  de  ce  premier  sommet  jusqu'à  en  rencontrer 
un  second,  puis  autour  de  ce  second  (toujours  dans  le  même  sens) 
jusqu'à  en  rencontrer  un  troisième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu'elle  revienne  rencontrer  le  premier  sommet.  Nous  aurons  ainsi 
construit,  au  moyen  de  p  des  sommets  du  système,  un  polygone 
convexe  qui  renferme  tous  les  autres  à  son  intérieur.  Faisant  abs- 
traction de  ces  p  sommets,  opérons  de  même  à  l'égard  des  n — p 
sommets  qui  restent  :  nous  obtiendrons  un  second  polygone  con- 
vexe, intérieur  au  premier.  Continuons  ainsi  jusqu'à  ce  qu'il  ne 
ne  reste  plus  que  o,  i  ou  2  sommets.  La  figure  aura  été  décomposée 
en  polygones  convexes  intérieurs  les  uns  aux  autres,  et  la  valeur 
de  s  dépendra  du  nombre  et  de  la  nature  de  ces  polygones,  et  en 
même  temps  de  la  disposition  relative  de  leurs  côtés,  comme  le 
montre  la  discussion  des  cas  les  plus  simples,  savoir  /i=4>  5 
ou  6. 

Pour  n  =  4»  on  peut  avoir  :  i°  un  quadrilatère  convexe,  e  =  o; 
2°  un  triangle  avec  un  sommet  à  l'intérieur,  e  =  i. 

Pour  n  r=  5,  on  peut  avoir  :  i°  un  pentagone  convexe,  e  =  o; 
2°  un  quadrilatère  convexe  avec  un  sommet  à  l'intérieur,  e  =  *(*); 
3°  un  triangle  avec  deux  sommets  à  l'intérieur,  e=  4- 

Pour  n  =  6,  on  peut  avoir:  i°  un  hexagone  convexe,  €  =  u; 
2°  un  pentagone  convexe  avec  un  sommet  à  l'intérieur;  e  a  pour 
valeur  3,  4  ou  5,  suivant  que  ce  sommet  se  trouve  dans  l'un  des 
cinq  triangles  (délimités  par  les  cinq  diagonales  du  pentagone)  qui 
s'appuient  sur  les  côtés  du  pentagone,  dans  l'un  des  cinq  autres 
triangles  intercalés  entre  les  précédents,  ou  dans  la  région  cen- 
trale; 3°  un  quadrilatère  convexe  avec  deux  sommets  intérieurs, 


(l)  C.'ot  l.i  disposition  que  réalise  la  fig.  \. 


rE  =  6,  7  ou  8,  suivant  la  position  de  ces  deux  sommets  d; 
quatre  triangles  délimités  par  les  diagonales  du  quadrilatère  : 
.\"  un  triangle  extérieur  renfermant  un  second  triangle,,  e  =  Q,  10. 
i  i  ou  la,  suivant  l'orientation  des  côtés  du  petit  triangle  par  rap- 
port .1  ceux  du  grand  :  la  valeur  maxima  î  =  i2  se  présente  si. 
par  exemple,  les  deux  triangles  sont  semblables  et  semblablcment 
placés,  et  la  valeur  e  =  Q  s'ils  sont  semblables,  mais  inversement 
placés,  c'csl-à-dire  orientés  à  1800  de  différence. 
Pour  ;j>-6,  on  pourrait  établir  une  classification  analogue, 
mais  la  complication  croîtrait  naturellement  avec  une  grande  ra- 
pidité ù  mesure  que  n  augmenterait.  Toutefois  l'analogie  porte  à 
supposer  que,  quel  que  soîl  «,  la  valeur  maxima  de  e  doit  corres- 
pondre à  la  répartition  des  sommets  en  triangles  successifs  inté- 
rieurs les  uns  aux  autres,  plus  o,  1  ou  a  sommets  à  l'intérieur  du 
dernier,  selon  que  11  est  de  la  forme  3£,  3 k >■+■  1,  3  A  +  a. 
10.  Puisque,  lorsqu'on  fail  croître  n  au  delà  de  5,  le  nombre 
des  régions  d'aspect  constant,  et,  par  conséquent,  a  fortiori,  le 
nombre  des  aspects  réalisables  ne  croît  que  très  lentement  par 
rapport  au  nombre  des  aspects  imaginables,  il  est  intéressant  de 
reeliei'clier  quels  sont,  parmi  les  aspects  imaginables,  ceux  qui  sont 
effectivement  réalisables;  comment  ils  se  groupent  d'après  la  dis- 
position relative  des  sommets,  quelle  condition  doit  être  remplie 
pour  qu'un  même  aspect  se  reproduise  dans  deux  ou  un  plus  grand 
nombre  de  régions  distinctes,  etc.  Il  y  a  là  toute  une  série  de 
questions  dont  la  solution  paraît  assez  difficile;  voici  quelques 
propositions  et  remarques  qui  pourront  servir  de  point  de  départ  à 
ceux  qui  désireraient  pousser  plus  loin  l'élude  du  problème  des 
aspects. 

Considérons  une  droite  mobile,  qui  balaye  tout  le  plan  en  restant 
constamment  parallèle  à  elle-même.  Lorsqu'elle  se  trouve  à  une 
distance  assez  grande  du  groupe  des  n  sommets  pour  laisser  d'un 
même  coté  non  seulement  tous  les  sommets,  mais  encore  tous  les 


nœuds  extérieurs,  elle   traverse 


-+-  1  régions.  Supposons 
que  tes  sommets  soient  numérotés  de  1  à  n  précisément  dans  l'or- 
dre où  celte  droite  mobile  les  rencontrera  en  se  déplaçant  ;  cl  sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  que  celte  droite  parte  de  la  partie  su- 


-  119  - 

périeure  de  la  figure,  et  que  chaque  aspect  soit  défini  par  Tordre 
dans  lequel  les  sommets  sont  vus  eu  faisant  le  tour  d'horizon  de 
gauche  à  droite. 

Alors,  pour  la  première  région  que  recoupe  la  droite  mobile  dans 
sa  position  initiale,  région  qui  s'étend  à  l'infini  dans  l'angle  supé- 
rieur de  gauche  de  la  figure,  l'aspect  est 

i  'x  3  4  •  •  •  /l- 

La  région  immédiatement  contiguë  que  Ton  rencontre  en  sui- 
vant la  droite  mobile  est  séparée  de  la  première  par  une  des 
droites  du  système,  laquelle  passe  nécessairement  par  deux  som- 
mets dont  les  numéros  se  suivent;  par  exemple,  par  3  et  4î  et  la 
traversée  de  cette  droite  a  évidemment  pour  effet  d'intervertir 
dans  l'aspect  l'ordre  des  sommets  3  et  4«  L'aspect,  pour  la  deuxième 

région,  sera  donc 

i  »  4  3  5  6  . . .  /t . 

Si,  de  même,  on  rencontre  ensuite  la  droite  qui  joint  les  som- 
mets 3  et  5,  l'aspect,  pour  la  troisième  région,  sera 

"i  '>.  3  4  5  f>  ...  /i, 

et  ainsi  de  suite.  Comme  on  doit  nécessairement  rencontrer  toutes 
les  droites  du  système,  et  que  d'ailleurs,  pour  la  dernière  région, 
celle  qui  s'étend  à  l'infini  dans  l'angle  supérieur  droit  de  la  figure, 
l'aspect  est  évidemment 

n(n  —  i)  ...  4  3  2  i, 

il    est   clair   que  les   aspects   des -  4- 1  régions  recoupées 

par  la  droite  mobile  dans  sa  position  initiale  se  déduiront  de  l'as- 
pect fondamental  i  a  ...  n,  en  appliquant  à  cet  arrangement, 
une  fois  et  une  seule,  chacune  des  permutations  obtenues  en  com- 
binant deux  à  deux  les  n  nombres  qui  y  figurent.  L'ordre  dans 
lequel  ces  permutations  se  présenteront  n'est  pas  complètement 
arbitraire,  puisque,  pour  passer  d'un  aspect  au  suivant,  on  ne  peut 
permuter  que  deux  nombres  cuntigus;  mais  c'est  la  seule  condi- 
tion à  remplir,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  car  elle  équi- 
\uut  à  cette  condition  géométrique,  que  trois  permutations  entre 
trois  nombres  pris  au  hasard  et  combinés  deux  à  deux  représen- 


trot  bien  les  Irais  eûtes  d'un  triangle  dont  les  sommeU  soient  nu- 
mérotés suivant  la  convention  adoptée. 

Prenons,  comme  exemple,  le  cas  de  n  =  5,  avec  la  disposition 
de  sommets  de  \»Jig.  a,  et  supposons  la  droite  mobile  parallèles  1* 
direction  XY.  Les  sommets  devront  être  numérotés  connut  suit  : 
S'=  i,  A  =  a,  C=  3,  A' =  4.  S  =  5;  et,  d'après  les  inclinaison» 
relatives  des  diverses  droites  du  système  sur  la  direction  XY,  oa 
aura,  pour  les  aspects  des  once  régions  initiales,   le    Tableau   ■  r- 


•  a    3  f     S 

.43 

.   i  *  . 

...  s 

.     .     S  3 

.     5     »  . 

.     .     3  t 

*  i     - 


Dans  ce  Tableau,  tout  point  remplace  le  nombre  immédiate- 
ment supérieur  dans  la  même  colonne  verticale;  ainsi  I  aspect  uc 
la  cinquième  région  doit  être  lu  i  4  3  5  a,  et  il  ne  diffère  de  ce- 
lui de  la  quatrième  que  par  la  permutation  5-3.  quï  est  mise  en 
évidence.  Comme  on  le  voit,  le  Tableau  comprend  bien  les  dis 
permutations  i-a,  i-3,  i-4 et  se  termine  par  l'aspect  5  4  3  ai. 

On  peut  se  donner  à  volonté  l'ordre  de  cei  dix  permutations  en 
observant  seulement  la  condition  indiquée  précédemment,  et  il 
sera  possible  de  réaliser  la  figure  géométrique  correspondante. 


11.  Supposons  donc  qu'on  se  soit  donné  le  lableau  ci-dessus. 
Je  vais  montrer  qu'en  le  soumettant  à  un  traitement  méthodique  on 
peut  trouver,  sans  te  secours  de  la  figure  géométrique  correspon- 
dante, toutes  les  particularités  que  présente  cette  figure  au  point  de 
vue  du  problème  des  aspects,  c'est-à-dire  le  nombre  el  la  position 
des  noeuds,  el  écrire  tous  les  aspects  correspondant  aux  différentes 
régions.  La  démonstration  sera  donnée  pour  h  =  3.  mais  elle  est 
absolument  générale. 
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Faisons  marcher  la  droite  mobile.  Tant  qu'elle  ne  rencontrera 
ni  nœud  ni  sommet,  les  régions  qu'elle  recoupe  resteront  les  mêmes. 
A  la  rencontre  d'un  nœud,  qu'arrive-t-il?  Les  deux  permutations 
qui  représentent  les  deux  droites  passant  par  ce  nœud  ne  feront 
que  se  transposer.  Mais,  pour  pouvoir  se  transposer,  il  faut  évidem- 
ment qu'elles  se  suivent  sur  le  Tableau;  de  plus,  deux  droites  qui 
se  coupent  en  un  nœud  ne  peuvent  passer  par  un  même  sommet  : 
donc  deux  permutations  du  Tableau  ne  peuvent  se  transposer  que 
si  elles  n'ont  pas  de  nombre  commun,  c'est-à-dire  si  elles  occu- 
pent des  colonnes  verticales  distinctes;  par  exemple,  4-*  et  5-3 
remplissent  les  conditions  voulues  pour  pouvoir  se  transposer,  de 
même  3-i  et  5-4,  de  même  4-1  et  5-2,  etc. 

Lorsque  la  droite  mobile  arrive  au  sommet  n°  1,  il  est  clair  que 
toutes  les  droites  dont  les  permutations  contiennent  le  chiffre  1 
s'arrêtent  à  ce  sommet;  ces  permutations  doivent  donc  toutes  dis- 
paraître du  Tableau. 

Mais  au  moment  où  la  droite  mobile  est  infiniment  près  du  som- 
met ï,  les  quatre  droites  i-a,  i-3,  i-4>  i-5  forment  un  faisceau  de 
droites  infiniment  voisines;  il  faut  donc  que  préalablement  on  ait 
rencontré  les  deux  nœuds  correspondant  aux  transpositions  de 
4-i  avec  5-3,  et  de  5-4  avec  2-1,  de  telle  sorte  que  le  Tableau  ail 

pris  l'aspect  ci-dessous  : 

N°  2. 


3 

i 
2 

3 


'à 
5 


5     3 


1 

5     1 
.     3 


•à 


ons,  avec  les  aspects  nou- 


ée qui  a  introduit  deux  nouvelles  régi 
veaux  i45  3  2,  453  ai. 

Les  choses  étant  ainsi  préparées,  faisons  franchir  à  la  droite  mo- 
bile le  sommet  n°  1  :  elle  ne  recoupera  plus  que 


n(n  —  1  ) 
2 


1  -  (  n  —  1  ), 


Mil  âc[>t  régions  dont  les  aspects  s'obtiendront  pu  supprimant  cl *■ 
TabléMJ  n"  t  les  permutations  contenant  le  chillre  li  ce  qui  donne 

le  'tableau  n°  3  ci-dessous  : 


Ici  Loutcs  les  permutations  contenant  le  cliîflVc  a  se  trouvent 
conligucs;  la  droite  mobile  ne  croisera  donc  pas  de  nœuds  avant 
d'arriver  au  sommet  2.  En  francliissan!  ce  sommet,  il  faudra  sup- 
primer 2-3,  a-4,  2-5,  et  introduire  à  la  place  i-a,  puisque  le  se- 
cond segment  extérieur  de  cette  droite  reparaît  évidemment  ;  ce 
qui  donne  le  Tableau  n"  \  ; 

IV  *. 
1     a     :(     i     5 


Avant  d'arriver  au  sommet  nn3,  il  faut  grouper  les  permutations 
3-.-J  et  3-j,  (pii  devront  être  supprimées  en  franchissant  ce  sommet 
et  remplacées  par  i-3  cl  a-3.  Mais  il  semble  qu'il  y  ail  indétermi- 
nation, puisqu'on  peul  faire  ce  groupement  soit  en  transposant 
2-1  el  4-3*  soit  en  transposant  a-i  et  iï-3.  Il  n'en  est  cependant 
rien,  parce  que  nous  devons  arriver,  en  dernier  résultat,  à  un  Ta- 
bleau qui  reproduira  le  Tableau  n"  1  renversé,  c'est-à-dire  avec 
les  mêmes  permu  La  lions,  mais  se  présentant  dans  l'ordre  inverse  ; 
en  sorte  que  nous  devons  avoir  les  trois  permutations  1-2,  i-3  el 
■.4-3,  dans  cel  ordre  précisément  et  non  dans  tout  autre,  ce  qui  ne 
peut  élre  obtenu  qu'en  faisant  d'abord  la  transposition  de  4-3  avec 
1-1,  el  introduisant  ensuite  i-3  et  2-3.  Nous  avons  donc  un  nœud 
qui  fournit  l'aspect  nouveau  2  1  4  ^  '"''  p»>'S,  après  avoir  franchi 
le  sommet  n°  3,  nous  formons  le  Tableau  n"  3  : 
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N°  5. 

I 

a     3      ',     :"> 

'2 

i 

• 

3     i 

3 

a          •           •           • 

• 

.     '5    4 

On  verrait  de  même  que  le  passage  du  sommet  du  n°  \  conduit 

au  Tableau  n°  G  : 

\°  G. 


1 

'1 

3 

4 

•À 

I 

• 

• 

• 

3 

i 

• 

3 

i 

• 

• 

• 

• 

i 

1 

• 

'2 

• 

9 

\ 

3 

• 

• 

puisque  le  passage  du  sommet  n°  o  exige  que  Ton  intercale  les  per- 
mutations i-5,  2-5,  3-5,  4-5  à  l'endroit  marqué  ci-dessus  par  une 
ligne  transversale,  ce  qui  donne  le  Tableau  n°  7  : 


i 

2 


N°  7. 

i  3  ,{ 

i 

3  i  . 

.  .  5 


:i 


5     3 

3      2 


I 


4    i 


'2 


/ 
4 


et  qu'enfin,  pour  obtenir  le  Tableau  inverse  du  n°  1,  il  ne  reste 
plus  qu'à  transposer  3-i  avec  5-4,  4"1  avec  3-2  et  avec  5-2. 

Nous  avons  donc  ainsi  rencontré  en  tout  six  nœuds,  savoir  deux 
avant  le  sommet  n°  1,  un  entre  le  sommet  n°  2  et  le  sommet  n°  3, 
et  les  trois  derniers  après  le  sommet  n°  5.  Ces  diverses  circon- 
stances se  présentent,  en  effet,  sur  la  fi  g,  a,  si  ce  n'est  que  le 
nœud  M'  se  présente  entre  le  sommet  n°  \  et  le  sommet  n°  5  ;  cl, 
«•n  effet,  la  transposition  de  3-2  avec  4~(    pouvait  aussi  bien   se 
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faire  sur  le  Tableau  u°lî  que  sur  celui  n"7,  cl  aurnit  pu  cire  reconnue 
comme  nécessaire  dès  que  le  Tableau  n"  15  (Hait  l'orme  :  à  quelque 
moment  que  cette  transposition  soit  effectuée,  elle  donne  d'ail- 
leurs toujours  le  même  aspect  nouveau  a  '■  f  :  5  ou  à  a  3  4  l< 
ce  qui  est  identique,  d'après  la  définition  de  l'aspect  {'). 

On  peut  remarquer  que  lorsque  la  drolle  mobile  a  franebi  p 
des  n  sommets,  fi-  nombre  des  régions  qu'elle  traverse   est   dc- 


el  que  le  nombre  total  des  régions  rencontrées  par  elle  depuis 
l'origine  de  son  mouvement  jusques  et  y  compris  sa  position  ac- 
tuelle est 


appelant  op  le  nombre  des  nœuds  qu'elle  a  successivement  r 
titrés,  c'est-à-dire 


ce  qui  donne  pour  le  nombre  total  des  régio 
l>  =  "  et  S„  =  S, 


comme  nous  l'avons  trouvé  par  une  autre  méthode. 

H.  «  Une  droite  quelconque  rencontre  au  plus  deux  régions 
distinctes  donnant  un  même  aspect  déterminé,  et,  dans  ce  cas, 
toits  les  sommets  sont  situés  d'un  même  côté  de  cette  droite.    )> 


(  '  )  L'indctcrmin 


Considérons,  en  effet,  la  droite  mobile  dans  une  de  ses  posi- 
tions, et  formons,  avec  la  notation  précédemment  indiquée,  le  ta- 
bleau des  aspects  pour  les  diverses  régions  qu'elle  recoupe  ;  si 
deux  de  ces  régions  ont  un  même  aspect,  on  devra  rencontrer  dans 
le  Tableau  les  deux  aspects 

AB, 
BA, 

A  désignant  un  groupe  de  sommets  dans  un  certain  ordre,  et  B 
les  autres  sommets,  également  dans  un  certain  ordre.  Pour  passer 
de  AB  à  BA,  il  faut  nécessairement  rencontrer  toutes  les  permuta- 
lions  qui  s'obtiennent  en  combinant  chacun  des  sommets  du 
groupe  A  avec  chacun  des  sommets  du  groupe  B,  mais  il  faut 
aussi  ne  rencontrer  aucune  des  permutations  où  figurent  deux 
sommets  appartenant  au  même  groupe.  Donc  tous  les  sommets  du 
groupe  B  sont  situés  du  même  côté  de  la  droite  que  chacun  des 
sommets  du  groupe  A,  ce  qui  exige  que  tous  ceux-ci  soient  d'un 
même  côté  de  la  droite;  et  dès  lors  tous  les  sommets,  tant  du 
groupe  B  que  du  groupe  A,  seront  situés  de  ce  même  côté. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  recoupe  trois  régions  de 
même  aspect,  on  devra  avoir  les  trois  aspects 

ABC, 
BCA, 
CAB, 

ou  encore  ceux-ci  : 

ABC, 

CAB, 

BCA, 

en  désignant  par  A,  B,  G  des  groupes  déterminés  de  sommets.  Mais 
cela  est  impossible  :  car  dans  la  première  hypothèse  les  groupes 
A  et  B  devraient  permuter  entre  eux  une  première  fois  pour  passer 
de  ABC  à  BCA,  puis  une  seconde  fois  pour  passer  de  BCA  à  CAB, 
et  Ton  a  vu  que  toute  permutation  ne  peut  être  rencontrée  qu'une 
fois. 

La  même  chose  aurait  lieu,  dans  la  seconde  hypothèse,  pour  les 
groupes  B  et  C;  et  elle  aurait  lieu  a  fortiori,  si  Ton  supposait  plus 
de  trois  régions  de  même  aspect. 


H.  Quelque  grand  que  soit  n,  on  peu!  toujours  faire  en  sorte 
que  deux  régions  distinctes  donnent  un  même  aspect.  Cela  est 
presque  évident  à  l'aspect  du  Tableau  initial  donné  précédemment, 
rjir  on  peut  disposer  de  l'ordre  des  permutations  de  manière  iV  ne 
permuter  tout  d'abord  qit'un  sommet  ou  groupe  de  p  sommets 
avec  tous  les  autres;  par  exemple,  écrire 


cl  l'on  voit  que,  pour  n  =  6,  la  sixième  région  donne  le  même  as- 
pect que  la  première.  Mais  on  peut  obtenir  un  résultat  analogue 
pour  deux  régions  aboutissant  à  deux  sommets  consécutifs  du  po- 
lygone convexe  qui  enveloppe  tous  les  sommets  du  système.  Soient 
i  et  a  les  numéros  de  ces  sommets,  et  numérotons  les  autres  dans 
l'ordre  où  ils  se  présentent,  vus  du  sommet  i,  quand  on  fait  un 
demi-tour  d'horizon,  de  gauche  à  droite  à  partir  du  sommet  a.  L'as- 
pect, pour  un  observateur  placé  au  sommet  t,  sera 


et,  pour  chacune  des  n  régions  immédiatement  contiguës  au  som- 
met t,  l'aspect  s'obtiendra  évidemment  en  intercalant  le  chiffre  i 
successivement  à  chacune  des  n  places  possibles  dans  l'arrangement 
ci-dessus. 

Soit  demandé  de  reproduire  l'un  de  ces  aspects,  par  exemple 

a  3  i    i    i  G   .  .  .    n. 

dans  l'une  des  régions  immédiatement  contiguës  au  sommet  n"  a. 
Il  suffira  de  l'aire  en  sorte  que,  de  ce  sommet  n°  a  lui-même,  l'as- 
pect soit 

s  r.  ...  »  i  s  i, 


ce  qui  est  toujours  possible  si  l'on  est  maître  de  distribuer  les 
n  sommets  à  volonté,  puisqu'il  suffit  de  mener  à  partir  du  sommet 
n°  ■*  un  faisceau  de  n  —  a    droites  et  de  prendre  pour  soin  mets. 
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dans  l'ordre  convenable,  leurs  intersections  avec  le  faisceau  émané 
du  sommet  i . 

Cela  fait,  il  y  aura  une  des  régions  contiguës  au  sommet  2  pour 
laquelle  ce  sommet  viendra  s'intercaler  dans  l'aspect  5  6  ...  n  3  4  !> 
entre  n  et  3,  et  cette  région  sera  celle  qui  répond  à  la  question. 


Sur  des  polygones  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  courbe, 
et  dont  tous  les  sommets  sont  sur  la  courbe;  par  M.  Weill. 

(St;ance  du  5  mai  188:*.) 

Considérons  une  courbe  unicursale,  et  soit  t  la  valeur  du  para- 
mètre correspondant  à  un  point  A  de  la  courbe;  nous  désigne- 
rons, dans  tout  ce  qui  va  suivre,  un  point  de  la  courbe  par  le 
paramètre    correspondant.    Menons  au  point  A  la   tangente  qui 

rencontre  la  courbe,    supposée  de  degré  m,  en  (m — 2)  points 
T  T  T 

Soit/(T,  /)  =  o  l'équation  qui  donne  les  valeurs  T,  et  admet- 
tons que  cette  équation  soit  homogène  en  T  et  t.  Menons  en  rl\ 
la  tangente  à  la  courbe,  et  soit  0  l'un  des  points  où  elle  rencontre 
la  courbe,  on  aura/(8,  Tt)  =  o.  Posons 

T__  6 

Les  (m — 2)  valeurs  de  //  seront  respectivement  égales  aux 
(m  —  :*)  valeurs  de  z  ;  on  aura  donc 

0        T, 

ou  bien 

T,  ~   t" 

T* 
La  première  solution  donne  pour  8  une  valeur  --*•  qui  se  distingue 

des  autres  et  que  nous  laisserons  de  côté  pour  le  moment.  La 

T  T 
deuxième  solution  donne  9  =    !    *  et  montre  que  le  point  0  est  à 

la  rencontre  des  tangentes  en  Tt  et  ï«;  donc  les  tangentes  en  tous 
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les  points  T,,  T3 T„.s  forment  un  polygone  dont  tout  W 

SOmmata  tout  sur  la  courbe. 

On  voit  de  plus  que  ces  points  H  sont  représentés  par  les  pro- 
duits deux  à  deux  de  toutes  les  valeurs  T,  chaque  produit  étant 
divisé  par  /. 

Ceci  posé,  la  tangente  en  T|  rencontre  la  courbe  en  («t  — ft) 
points  qui  sont 


lin  ne  considérant  que  les  (w  —  .i)  derniers  points,  menons  en 
î  poinls  les  tangentes  ;  elles  se  couperont  mutuellement  sur  M 
en  des  points  C 

T,T,T,       T1T,T1 


Maïs  si  l'on  opère  de  même  sur  les  tangentes  en  TaTj  ....  on 
aura  sur  la  courbe  un  système  de  points  C,  chacun  desquels  sera 
le  point  de  concours  de  trots  tangentes,  et  tous  ces  points  seront 
représentés  par  les  produits  trois  à  trois  des  quantités  T,  chaque 
produit  étant  divisé  par  t'2.  De  même  les  tangentes  en  tous  les 
points  C  se  coupent  quatre  par  quatre  sur  la  courbe,  et  ainsi  de 
suite;  enfin  on  arrive  à  (m  —  -a)  tangentes  se  coupant  en  un  même 
point  de  la  courbe,  et  ce  point  a  pour  paramètre  --'■■  *  -*g**- — '^^ . 
c'est-à-dîre  )./,  ).  étant  une  constante. 

Inversement,  si  d'un  point  pris  sur  la  courbe  on  mène  les  tan- 
gentes, au  nombre  de  (m  —  :»,),  les  droites  qui  joignent  les  points 
de  contact  deux  à  deux  sont  tangentes  à  la  courbe  en  des  points 
qui  sont  distribués  trois  par  trois  sur  des  droites;  ces  nouvelles 
droites  touchent  la  courbe  en  des  poinls  qui  sont  distribués  quatre 
par  quatre  sur  des  droites,  et  ainsi  de  suite;  on  arrive  enfin  à 
(m  —■  2)  points  situés  sur  une  même  tangente  à  la  courbe.  Prenons, 
par  exemple,  une  courbe  du  sixième  degré  jouissant  des  propriétés 
énoncées  :  si  d'un  point  de  la  courbe  on  lui  mène  les  quatre  tan- 
gentes, les  six  droites,  obtenues  en  joignant  deux  à  deux  les 
poinls  de  contael,  touchent  la  courbe  en  six  points,  qui  sont  les 
sommets    d'un  quadrilatère  complet    dont   les  côtés    touchent    la 
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courbe  en  quatre  points,  et  ces  quatre  points  sont  sur  une  même 
tangente  à  la  courbe. 

Revenons  au  cas  général.  La  tangente  en  Tf  rencontre  la  courbe 

T* 

en  un  point  qui  se  distingue  des  autres  et  qui  est  —  ;  soit  {3  ce 

point.  Chaque  tangente  en  T\T2  ...  Tm_2  fournira  un  point  j3. 
En  l'un  des  points  B  menons  la  tangente;  elle  rencontrera  la  courbe 
en  (m  —  4)  points  C  et  en  deux  points  que  nous  désignerons  par 
Y  et  v7,  et  qui  seront,  par  exemple, 

TtTÎ       T,T* 

■  i         r —  • 

En  général,  si  nous  prenons  sur  la  courbe  un  point  où  viennent 
converger  P  des  tangentes  que  nous  considérons,  la  tangente  en 
ce  point  rencontrera  la  courbe  en'P  points,  ne  faisant  pas  partie 
du  système  des  points  dont  il  est  question,  et  qui,  par  conséquent, 
se  distinguent  de  autres  points  de  rencontre  de  cette  tangente 
avec  la  courbe;  ces  points  sont  représentés  par  des  valeurs  du  pa- 
ramètre de  la  forme 


T,T,T,  ...  TP_,T2 


p . 


tP 


plus  simplement,  on  peut  dire  que  ces  P  points  s'obtiennent  en 

multipliant  la  valeur  9  du  point  où  viennent  converger  P  tangentes 

T     T 
successivement  par  -V  -*»  •  •••  ;  T„  Tp, . . .  étant  les  facteurs  du  nu- 

mérateur  de  9. 

En   particulier,  le  point  final,  où  viennent  converger  (/w  —  2) 
tangentes,  a  pour  paramètre 


T,  T,  ...  T 

fm  -3 


m    s 

— —  » 


ou)j;  donc  la  tangente  en  ce  point  rencontre  la  courbe  en  (//«  —  2) 
points  qui  ont  pour  paramètres  AT4,  VT2,  ...,  XTOT_2,  ce  qui 
montre  une  correspondance  bien  simple  entre  le  point  initial  et 
le  point  final;  ce  résultat  peut  se  prévoir,  car  l'équation  en  z 
montre  que,  si  t  se  change  en  \t,  ïf,  T2,  ...  se  changeront  en 

A  JL  1 ,  A  J-  2 ,   .... 

Des  développements  qui    précèdent  résulte    le  théorème  sui- 
vant : 

x.  9 


Tiiéoiùmk.  —   Si  l'on  miuie  en  un  point  t  d'une  courbe  uni- 

cursitle  l'i  tangente  qui  rencontre  la  courbe  en  des  points  T,  et 

que  l'équation  qui  donne  T  en  fonction  de  t  soit  fuunngène  en 
T  et  t,  les  tangentes  aux  points  T  se.  coupent  deux  à  deux  en 
des  points  H  de  ta  courbe;  les  tangentes  aux  points  Use  coupent 
trois  à  trois  en  des  points  C  de  la  courbe,  et  ainsi  de  suite.  Si, 
d'un  point  de  lu  courbe  oui  jouit  des  propriétés  indiquées,  on 
mène  Ut  tangentes,  leurs  points  de  contact  sont  deux  à  deux 
sur  des  droites  tangente»  à  ta  courbe;  tes  points  de  contact  de 
ces  nom-rites  droites  sont  trois  tl  trois  sur  des  tangentes  à  ta 
couette,  et  ainsi  de  suite. 

Une  classe  Ût  courbes  jouissant  des  propriétés  énoncées  i 
formée  par  toutes  fan  courbes  avant  une  équation  de  la  forme 


Et,  p,  y  déttgûnnl  in 

liomographiquc.  on 


s  l'onction*  linéaires.  Par  une  transformation 
amené  cette  équation  à  la  forme  simple 


L'équation  en  T  et  (  est  ici 


pair,  si  m  dp  sont  de  parité  dif- 


On  peut  toujours  supposer  / 
férenle,  et  l'on  a  alors 


T,T,  ...  Tm.t'=(ni   -p)f*-*; 

donc  la  constante  désignée  tout  à  l'heure  par  X  est  ici  égale  à 
(m  —p).  Par  conséquent,  si  (ni  —  p)  est  égal  à  l'unité,  le  point 
final  se  confond  avec  le  point  initial.  Dans  ce  cas  particulier,  la 
figure  de  géométrie  formée  par  toutes  les  tangentes  considérées, 
d'ailleurs  imaginaires,  est  remarquable,  en  ce  que,  si  l'on  part  de 
la  tangente  en  un  point  de  la  courbe,  ou  des  tangentes  partant  de 
ce  point,  on  arrive,  dans  les  deux  cas,  aux  mêmes  points  et  aux 
mêmes  droites. 

Considérons  maintenant  une  courbe  gauche  avant  pour  équa- 
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Il  est  facile  de  voir  que  si,  en  un  point  de  celte  courbe,  on  mène 
le  plan  oscillateur,  qui  rencontre  la  courbe  en  des  points  T,  l'équa- 
tion en  T  et  t  est  homogène,  et,  par  conséquent,  les  propriétés 
énoncées  plus  haut  s'appliquent.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  en  un  point  de  la  courbe  gauche,  ayant 
pour  équations  x  =  tP,  y  =  t?7  z  =  tr7  on  mène  le  plan  oscilla- 
teur, lequel  rencontre  la  courbe  en  un  certain  nombre  d'autres 
points,  et  si  en  ces  points  on  mène  les  plans  oscillateurs,  ils 
forment  un  polyèdre  dont  les  arêtes  rencontrent  respectivement 
la  courbe.  Si,  aux  points  où  ces  arêtes  rencontrent  la  courbe, 

on  mène  les  plans  oscillateurs,  ils  se  couperont  trois  à  trois  sur 

T 
la  courbe,  et  ainsi  de  suite.  L'équation  en  —   est  ici,  en  posant 

T_ 
7  — s, 

(zP  —  \)qr(q  —  r) -+■  (z9—  i)rp(r  —  p)  -h  (  zr  —  \)pq(p  —  q)  =  o. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  s'est  appuyé  uniquement  sur  ce 
que  l'équation  en  T  et  t  était  homogène.  Dès  lors,  on  peut  rem- 
placer la  tangente  à  la  courbe  plane  considérée  d'abord  par  toute 
courbe  déterminée  quand  le  point  de  la  courbe  unicursale  est 
donné,  par  exemple,  par  le  cercle  osculateur  en  ce  point;  on  voit 
aisément  comment  on  pourrait  généraliser  les  propriétés  précé- 
dentes, qui  reposent  sur  une  propriété  analytique  extrêmement 
simple. 

M.  Halphen  me  fait  remarquer  que  l'équation  considérée  peut 
se  présenter  sous  forme  non  homogène;  il  suffît  qu'on  puisse  la 
ramener  à  être  homogène  par  une  transformation  rationnelle  du 
paramètre. 


Sur  le  théorème  de  M.  Laisant,  relatif  à  certaines  propriétés 
des  centres  de  gravité;  pat  M.  E.  Laquière. 

(Séance  du  5  mai  1882.) 

La  Note  de  M.  Laisant,  insérée  au  Bulletin  (t.  X,  n°2,  p.  /\o), 
rappelle  un  article  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  où 
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M.  Hesal  étend  aux  polygones,  plans  «m  gauchos,  le  théorème  de 
Pop j) u s  sur  l'immobilité  iln  centre  de  gravité  de  masses,  «gale* 
enire  elles,  qui  décrivent  les  cùlés  d'un  triangle  avec  des  viles»» 
de  même  wn  M  proportionnelles  aux  longueur*  des  eùiés  à  par- 
eaarit,  après  être  punies  en  même  temps  des  sommets  respectifs. 
On  pourrait  donner  à  la  généralisation  du  théorème  de  M.  Res*l 
la  forme,  d'apparence  encore  plus  générale,  suivante  : 

Si  des  masses  partent  en  même  temps  des  sommets  il'itn  /*■>- 
lygone  feinté,  plan  ou  gaucho,  pour  en  paraairir  les  côtés  sui- 
vant une  loi  Ue  mouvement  identique,  avec  des  eitessesà  chaque 
instant  proportionnelles  aux  eûtes  décrits,  le  rentre:  de  gravité 
du  système  des  masses  mobiles  restera  fixe. 

L'observation  sur  le  théorème  de  M.  Resal,  que  j'ai  faite  der- 
nièrement clans  le  Journal  précité  (3'  série,  t.  I,  p.  i  10)  s'applique 
»  celle  nouvelle  généralisation  que  l'on  peut,  par  une  convenable 
distribution  des  masses,  considérer  quasi  comme  évidente. 

M.  Luisant,  de  son  côlé,  démontre  dans  sa  Note  précitée  que  : 

Si  l'on  considère  un  système  île  droites  quelconques  A,  11,. 

AjB,, ,  A„B„  dans  l'espace   et  qu'on  fasse  tourner  toutes 

ces  droites,  du  même  angle  et  dans  le  même  sens,  autour 
d'axes  parallèles  passant  par  leurs  premières  extrémités  A,, 
A»,  ,  , . ,  A„,  ce  qui  fait  prendre  aux  secondes  extrémités  les 
nouvelles  positions  IV, ,  B'(,  ....  B^; 

Désignant  par  G„,  G*,  GA.  les  centres  de  gravité  de  la  série 
des  points  A,  de  celle  des  points  B,  de  celle  des  points  R',  affectés 
de  masses  quelconques,  mais  égales  pour  les  trois  points  A,-,  Bj 
et  \i'n  de  même  indice  : 

Le  centre  de  gravité  Gb'  s'obtiendra  par  fa  rotation  de  G*, 
du  même  angle  et  dans  le  même  sens,  autour  d'un  axe  de  ro- 
tation passant  par  Ga  et  parallèle  aux  premiers. 

L'auteur,  qui  s'csl  imposé  la  tache  de  divulguer  en  France  la 
méthode  des  qualernions,  donne  de  son  théorème  une  élégante 
démonstration,  basée  sur  ce  genre  de  calcul.  Toutefois,  le  théo- 
rème étant  du  domaine  essentiel  de  la  Mécanique  rationnelle,  nous 
ne  croyons  pas  superflu  d'observer  qu'il  est  susceptible  d'une 
démonstration  immédiate  el  tout  à  fait  élémentaire,  par  exemple 
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de  la  suivante,  qui  aurait  probablement  été  choisie  par  Poinsot,  si 
ce  grand  géomètre  avait  songé  au  théorème  de  M.  Laisant. 

Désignons  par  (A,  o>)  B  le  déplacement  linéaire,  sens  et  gran- 
deur, du  point  B  tournant  de  l'angle  o>,  valeur  donnée  en  grandeur 
et  en  signe,  autour  de  Taxe  mené  par  le  point  A  parallèlement  à 
une  direction  fixe.  11  est  évident  que 

(A,  w)B-h(B,  o>)A  =  o. 
On  voit  de  même  que,  d'une  manière  générale, 

(A,  cu)B=i(Gl  cu)B-f-(A,  o>)C, 

ou  bien 

(A,  w)B  =  (C,  u>)B  —  (C,  w)A. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

BB'  =  (A,  u>)B  =  (Ga,  a>)B  — (G«,  ta)  A. 

Faisant  la  somme  des  n  égalités  semblables,  appliquées  aux  // 
points  B,  et  multipliées  chacune  par  la  masse  /;*  correspondante; 
considérant  de  plus  que 

(i)  £/?i(G<,,  to)A  =  M(G/I?  u>)G„  —  o, 

on  obtient  immédiatement 

(  a  )  G& Gb>  —  (  Grt,  a» ) G/„ 

ce  qui  est  le  théorème  général  de  M.  Laisant. 

Nota.  —  Les  équations  (i)  et  (a)  ont  été  écrites  suivant  le  mode 
usité  dans  le  calcul  des  équipollences,  les  déplacements  qui  y 
figurent  étant  des  droites  géométriques.  Pour  conserver  l'écriture 
vulgaire,  il  suffirait  de  considérer  ces  deux  équations  comme 
existant  entre  les  projections  de  ces  lignes  sur  un  axe  quelconque. 


Sur  lu  relation  t/ui  existe  entre  te  problème  de  la  Trigonométrie 
sp/iérii/tic  et  la  théorie  ilu  système  de  trois  formes  quaiira- 
tiattes  binaires;  par  M.  Stepiukos. 

(Séance  cl»  S  mai  1H81.) 

Depuis  que  les  propriétés  métriques  des  figures  sont  considé- 
rées, d'après  Chasles,  comme  correspondant  à  des  relations  pro- 
jcetives  de  ces  figures  au  cercle  à  l'infini  sur  la  sphère,  et  que  l'on 
est  parvenu  à  obtenir  les  définitions  projectives  des  diverses 
notions  métriques,  le  problème  de  la  Trigonométrie  sphérique. 
problème  qui  revient  à  la  délerminalion  des  relations  qui  lient  les 
côtés  d'un  triangle  sphérique  à  ceux  de  son  triangle  polaire,  s'est 
montré  comme  équivalent  à  la  recherche  des  relations  qui  existent 
entre  les  rapports  enharmoniques  déterminés  par  une  conique  C1 
sur  les  côtés  de  deux  triangles  de  son  plan,  polaires  réciproques 
par  rapport  à  celte  conique. 

Dans  la  présente  Note,  je  fais  remarquer  comment  on  peut 
ramener  ce  nouveau  problème  à  la  théorie  du  système  simultané 
de  trois  formes  binaires  quadratiques  et  tirer  de  là  les  formules 
fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

I.  Supposons  que  l'on  ail  attribué  d'une  manière  uniforme  les 
valeurs  d'un  paramètre  x,  ;x-,  aux  divers  points  d'une  conique  C3. 
A  chaque  droite  du  plan  de  celte  conique  sera  ainsi  attachée  une 
forme  binaire,  quadratique  en  x,,  x-2,  ayant  pour  zéros  les  para- 
mètres des  points  de  rencontre  de  la  conique  avec  la  droite. 

En  partant  des  propriétés  des  formes  attachées  de  cette  façon  à 
plusieurs  droites  du  plan  de  la  conique  C*,  on  peut,  comme  on 
sait,  relrotiver  toutes  les  relations  projectives  de  ce  système  de 
droites  ù  la  conique  C-.  Il  doit  done  y  avoir  moyen  d'exprimer  les 
rapports  anliannoniqucs  déterminés  par  la  conique  C*  sur  les  côtés 
rt,  b,  C  d'un  triangle,  en  fonction  des  invariants  du  système  simul- 
tané des  trois  formes  quadratiques 


a}  =  it^x]  -+-  2Q[  j:iiT(-+-  a,x\,     b],  =  b„x\  +. . ., 
respectivement  attachées  aux  trois  droites  a,  b. 


Cela  étant,  pour  avoir  les  rapports  anharmoniques  déterminés 
par  la  conique  C2  sur  les  côtés  /,  m,  n  du  triangle  polaire  réci- 
proque de  abc,  il  suffira  de  connaître  les  formes  /*,  /w*,  /**  atta- 
chées aux  côtés  de  ce  nouveau  triangle. 

Or,  en  supposant  que  la  droite  /  soit  la  polaire  du  point  com- 
mun aux  droites  b  et  c,  on  remarque  que  la  forme  /*  doit  coïncider 
avec  lajacobiennc 

(bc)bxcx  =  {bQCi-T-bicQ)x\  -+-  (60Cj—  btC^x^Xt-r-  (bict—  bsci)jr\, 

des  deux  formes  b*  et  cx.  Les  formes  attachées  aux  trois  droites 
/,  m,  n  doivent  ainsi  être  égales  à 

/*  =  (bc)bxcxi     mx  =  (ca)cxax,     nx  =  (ab)axbx. 

Les  relations  qui  existent  entre  les  rapports  anharmoniques 
déterminés  par  la  conique  C2  sur  les  côtés  des  deux  triangles  abc 
et  Imn  pourront  donc  être  déduites  de  celles  qui  relient  les  inva- 
riants du  svstème  des  formes  al.  bz,  cl  à  ceux  du  système  cova- 
riant  /*,  m*,  rc*. 

On  parvient  ainsi  à  ce  résultat  : 

Les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique 
correspondent  aux  relations  qui  lient  les  invariants  simultanés 
du  système  de  formés  binaires 

ajci      vx,       Cx 

à  ceux  du  système  covariant 

(')  li  =  (bc)bxcx,     mx  =  (ca)cxax,     nx  ={ab)axbx. 

Nous  allons  indiquer  tout  de  suite  comment  on  peut  passer 
effectivement  de  l'un  de  ces  systèmes  de  formules  à  l'autre. 

II.  Soient  a,  (3,  y  les  côtés  d'un  triangle  sphérique;  X,  jjl,  v  ceux 
de  son  triangle  polaire.  Soient  aussi  a,  b>  c  et  /,  m,  n  les  traces 
sur  le  plan  à  l'infini  des  plans  qui  portent  respectivement  les  arcs 
a,  [3,  y  et  \,  jjl,  v;  et  supposons  que  les  couples  de  points  suivant 
lesquels  le  cercle  à  l'infini  sur  la  sphère  est  coupé  par  les  droites 
a,  b,  c  et  /,  my  n  soient  représentés  respectivement  par  les  formes 
binaires  a*,  />*,  c*  et  /*,  m*f  /?*.,  liées  entre  elles  par  les  rela- 
tion^ (  r). 


I  «j,    0,,    a»  | 
De  mène  les  invariants  du  système  /*,  m*,  njj  sont  : 

I  t*    /«„.   *  i 


Mais,  comme  les  formes  /*, 
relations  (i),  on  doit  avoir 


\  par  I<^s 


-,  [)„!'„ 


I  t>it.     D,„     D„   I 

,  =  R>  =  '     D,i,    n,„     D„    , 

3  |  Du,    i>„,    u„  | 

K'D,,  a  Hd„du  -  (/;,),  . . .,  R*D»  =  ](</„i/|,  -  il,, 
o=Dnrf,1  +  D11rf1,-t-n„rf1„    o  =  D„rf„-i-Dl,rf„ 


-D„</„, 


Maintenant  les  formules,  essentielles  pour  notre  but,  qui  per- 
mettentdepasserdes  relations  précédentes,  bien  connues,  aux  for- 
mules fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique  sont  les  sui- 
vantes : 


h 


Dt, 


..p  = 


.  _       d„ 


/|>mDii 


«7  = 
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(où  e  doit  être  pris  égal  à  -+- 1  ou  à  —  r,  suivant  que  R  est  positif 
ou  négatif). 

Dans  ces  formules,  nous  avons  supposé  :  i°  que  les  formes  aj, 
6*,  c*  ont  été  préparées  de  telle  manière  que  Ton  ait  pour  cosa, 
cosjî,  cosy  des  valeurs  avec  des  signes  voulus;  20  que  les  angles 
a,  [3,  v,  et  par  conséquent  aussi  les  angles  \  p,  v  ne  sont  point 
supérieurs  àrc.  Si  l'angle  a([3  ou  y)  devait  être  plus  grand  que  *n, 

il  faudrait  faire  précéder  partout  le  radical  y/rf  «  1  \\/d22  ou  v/c/8S) 
du  signe  — . 

La  manière  dont  on  peut  tirer  des  relations  (2)  et  (3)  les  for- 
mules fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique  n'offre  aucune 
particularité  notable. 


Sur  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'une  courbe 

unicursale ;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  5  mai  1882.) 

Considérons   une  courbe  unicursale  d'ordre  p   définie  par  les 
équations 


x  = 


/(<)  „_  /i(0 


>   y  = 


(*_«)(*_£).. .(f_Ç)'     •        (f-«)(|-p)... 


Soit  un  système  de  courbes  de  degré  m  dont  l'équation  contient 
un  paramètre  variable  X  au  degré  k.  Nous  nous  proposons  de  trou- 
ver le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  po- 
lygone formé  par  les  points  communs  à  la  courbe  variable  et  à  la 
courbe  fixe. 

L'équation  de  la  courbe  variable  étant 

(i)  X*S,n-f-X*-iSl/n-h...-^2/w=o, 

les  valeurs  du  paramètre  t  correspondant  aux  points  considérés 
satisferont  à  l'équation  obtenue  en  remplaçant  dans  l'équation  (i), 
x  et  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  *,  équation  qui  sera  de  la 
forme 


Les  abscisses  des  points  c 
lions 


Si  donc  o 

slances,  on  ; 


i  désigne  par  X  l'abs 
pX  =  mpA  +  B  \  — 


e  du  centre  des  moyennes  di- 


**».,(«)  + 


.(g*-  -,, 


On  trouve  pour  Y  une  expression  analogue,  et  l'on  conclut  de 
là  que  le  centre  des  moyennes  distances  décrit  une  courbe  unicur- 
sale de  degré  a£;  soit}.,  une  racine  de  l'équation 


Pour  \  =  \lt  X  et  Y  de' 


iifinis,  et  le  rapport  ^  est  égal 
à  -J  :  donc  les  asymptotes  de  la  courbe  sont  parallèles  à  celles  de  la 
courbe  unicursate  donnée,  et  chaque  direction  asymptotique  de  la 
courbe  unicursale  est  une  direction  asymptotique  multiple  d'ordre  /• 
du  lieu  cherché. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  '. 

Théorème.  —  Le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des 
points  communs  à  une  courbe  unicursale  fixe  d'ordre  p  et  à  un 
système  de  courbes  d'ordre  m,  dont  l'équation  contient  un  pa- 
ramètre variable  au  degré  k,  est  une  courbe  unicursale 
d'ordre  p /.*,  ayant  pour  directions  asymptotiques  multiples 
d'ordre  k  les  directions  asymptotiques  de  la  courbe  unicur- 
sale. 

Il  faut  remarquer  que  le  degré  du  lieu  ne  dépend  pas  de  m.  Le 
théorème  précédent  donne  lieu  à  un  grand  nombre  de  résultais  par- 


-  139  - 

liculiers  ;  l'un  des  plus  intéressants  est  celui  où  l'on  a  k  =  i  :  alors 
le  système  des  courbes  variables  forme  un  faisceau,  et  le  lieu  X 
est  une  courbe  d'ordre  p,  ayant  mêmes  directions  asymptoliques 
que  la  courbe  unicursale. 

En  particulier,  considérons  une  conique  fixe  et  un  polygone  va- 
riable inscrit  dans  cette  conique  et  circonscrit  à  une  autre  conique 
fixe.  Si  l'on  appelle  t  le  paramètre  définissant  un  sommet  du  poly- 
gone, nous  avons  établi  que  les  m  valeurs  de  t  correspondant  à 
l'un  des  polygones  satisfaisaient  à  une  équation  de  degré  m  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  X,  la 
variation  de  ce  paramètre  correspondant  au  déplacement  continu 
de  ce  polygone;  dès  lors  les  calculs  et  les  résultats  sont  appli- 
cables, et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  centres  des  moyennes  distances  des 
sommets  d'un  polygone  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques 
fixe  est  une  conique  homothétique  à  celle  dans  laquelle  le  po- 
lygone est  inscrit. 

On  en  conclut,  en  particulier,  que  si  un  polygone  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  une  conique,  le  centre 
des  moyennes  distances  des  sommets  décrit  un  cercle  ;  ce  cercle  se 
réduit  à  un  point  lorsque  la  conique  à  laquelle  le  polygone  est  cir- 
conscrit a  l'un  de  ses  foyers  au  centre  du  cercle  dans  lequel  le  po- 
lygone est  inscrit. 


Sur  une  nouvelle  méthode  de  résolution  de  V équation  du  qua- 
trième degré,  et  son  application  à  quelques  équations  de  de- 
grés supérieurs;  par  M.  Periun. 

(Séance  du  19  mai  1882.) 

1.  La  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré,  privée  de  son 
second  terme 

(l)  xz  -4-/WF-4-  q  =  O, 

peut    être    considérée  comme    se   déduisant   immédiatement    de 


l'identité  évidente 

dans  laquelle  a  et  b  sont  deux  quanlilés  arbitraires. 

Pour  identifier  (i)  avec  (a),  il  suffit,  en  effet,  de  poser 
x  =  a-A-b,     p  —  —  Sab.     q  =  —  (a'  4-  A1), 

et  ces  trois  relations  montrent  que.  si  l'on  détermine  et  et  b  de 
telle  sorte  que  a*  et  b3  soient  les  racines  de  l'équation 

P3 


et  que  le  produit  «/>  soit  bien  égal  à  — £,  la  valeur  x  =  a  +  b 
satisfera»  l'équation  (i),  et  fournira,  par  conséquent,  l'expression 
d'une  de  ses  racines,  d'où  la  formule  de  Cardan  et  la  règle  à 
suivre  pour  associer  entre  elles  les  valeurs  des  deus  radicaux  cu- 
biques. 


2.  Essayons  de  ramener  de  même  la  résolution  de  l'équation  du 
quatrième  degré,  débarrassée  de  son  second  ternie, 
(3)  <c*+px*  +  qx+r  =  o, 

à  une  identité  analogue  à  (2),  c'est-à-dire  dont  le  premier  mem- 
bre soit  une  fonction  symétrique  et  homogène  du  quatrième  degré 
de  trois  arbitraires  a,  b,c,  et  ne  renferme  que  la  somme  a-\-  b-\-c 
d'une  part,  et  que  des  fonctions  symétriques  de  puissances  sem- 
blables de  a,b,c  d'autre  part.  Celle  identité  devra  être  de  la 
forme 


(i) 


<« 


-A(« 


KO«-*-B(a-t-A- 


r)-t-C  = 


où  À,  lî,  C  devront  être  des  fonctions  symétriques  de  <?,  /',  c  res- 
pectivement du  deuxième,  du  troisième  et  du  quatrième  degré;  il 
est  naturel,  puisque  le  produit  abc  nous  fournit  déjà  pour  B  une 
fonction  du  troisième  degré,  d'essayer  de  former  A  et  C  avec  des 
fonctions  symétriques  de  a-,b-,c-^  et  de  poser  par  conséquent, 
en  désignant  par  ),,  o.,  v,  p  quatre  indéterminées  numériques, 


-b-. 


l-).ïrt 


-  h- 
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Pour  que  cette  relation  soit  identique,  c'est-à-dire  vraie,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  <7,  b,  c,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de 
faire  en  sorte  que  les  coefficients  de  a*,  a* b,  a2b2,  a2bc  soient 
nuls;  car,  en  vertu  de  la  symétrie,  tous  les  autres  termes  disparaî- 
tront aussi  d'eux-mêmes.  Mais,  pour  annuler  ces  quatre  coeffi- 
cients, nous  disposons  précisément  de  quatre  indéterminées  X,  [jl, 
v,  p.  Ecrivant  donc  que  les  quatre  coefficients  dont  il  s'agit  sont 
nuls,  nous  avons,  pour  déterminer  X,  [jl,  v,  p,  les  quatre  équations 

a* i  +  À  +  v  =  o, 

a*b f-f-2X  =  o, 

a*6* G -H  2X  -+-  av  •+-  p  =  o, 

a*  bc 1 1  -+-  2  X  -f-  {jl  =  o, 

d'où  on  déduit 

X=  — 2,     \x  =  —  8,    v  =  i,     p=  — 4, 

ce  qui  donne,  pour  l'identité  cherchée, 

i  (fl  +  è  +  c^-îSfl^a+é  +  c)* 

\        —  Sabc(a-¥-  &-+- c)  h- (Sa*)*  —  4Sa*6*  =  o. 

Il  ne  reste  plus  dès  lors  qu'à  identifier  les  premiers  membres 

de  (3)  et  de  (G)  en  posant 

x  =  a-±-  b-±-c,    p=  —  uSa*,     q=  —  Sabc1     r  -  (Sa*)*  —  4Sa*£*; 
on  en  conclut 

2a*=--£\       S  a*  £*  =  ^i^lil ,      abc=    -?. 
•à  lb  8 

Si  donc  on  prend  pour  a-,  b-,  r2  les  trois  racines  vt,  r2,  tv3  de 
la  résolvante 

P    .       />*  —  fr  a* 

1         2-7  i<>      J       64  -°' 

a-\-b-{-c  ou  y/r,  -j-  y  V2  -4-  y/^  sera  une  racine  de  l'équation  (3), 
pourvu  que  Ton  ait  associé  les  radicaux  carrés  avec  les  signes  con- 
venables pour  que  leur  produit  donne  bien  —  ~;  ce  qui  fera  dis- 
paraître l'ambiguïté  provenant  des  doubles  signes  et  fournira  seu- 
lement les  quatre  racines. 


La  résolvante  (7)  esi  précisément,  ;'i  un  facteur  constant  près, 
celle  que  donne  la  méthode  de  Lagrangc  appliquée  à  la  fonction 
suivante  des  racines  de  (3) 


3.  Si  l'on  pouvait,  par  un  moyen  quelconque,  former  pour  les 
degrés  supérieurs  au  quatrième  des  identités  analogues  à  (2)  et(fj), 
on  pourrait  sans  doute  en  déduire  la  résolution  d'équations  cor- 
respondantes. Or,  il  est  facile  de  former  de  telles  identités  soit 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  que  nous  venons 
d'employer  pour  obtenir  l'identité  ((.!),  soit  d'une  manière  beau- 
coup plus  simple  en  utilisant  les  formules  bien  connues  qui 
donnent  les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation 
exprimées  «u  moyen  des  coefficients  de  cette  équation.  Soient 
en  effet  at,a-j,  ...,  '/„,  n  quantités  arbitraires;  désignons  par 
xflXi,...,Xn  leur  somme,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc. .jusqu'à  leur  produit  f/,<ij.  .  ,n„.  Désignons  de 
même  par  _>•,,  v„. .  -,yn  la  somme  des  puissances  m'"""  de  ces  quan- 
tités, la  somme  des  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  de  ces 
puissances,  la  dernière  quantité  y„  étant  par  conséquent  égale  à 
x™.  On  sait  exprimer  les  n —  1  quantités  y, ,  ya,  ...,_>'n_t  en 
fonction  entière  de  ^,,xa,. .  -,x„.  Si  entre  ces  n  —  1  relations  on 
élimine  n  —  2  des  quantités  x,,  xt, .  . .  ,x,,_,,  on  obtiendra  une 
relation  qui  ne  contiendra  plus  que  les  y,  avec  x„  qui  peut  être 
remplacé  par  \y„,  et  celle  que  l'on  voudra  des  quantités  x,  par 
exemple  x,.  On  aura  donc  une  identité  homogène  qui  contiendra 


lesd 


auissances  de  a 


i-direde  (#!+«»-* 


•+«„), 


multipliées  par  des  fonctions  symétriques  des  puissances  a", 
oj", . . . ,  a™,  et,  si  celle  identité  renferme  x,  à  une  puissance  r  su- 
périeure à  n,  on  pourra  s'en  servir  pour  ramener  la  résolution 
d'une  certaine  classe  d'équations  de  degré  /■  à  la  résolution  d'une 
équation  de  degré  n. 

Si,  en  particulier,  on  suppose  /(  =  :>.,  m  =  3,  ce  procédé  donne 
immédiatement  l'identité  (2);  si  l'on  fait  n  =  3,  m  =  a,  il  conduit 
à  éliminer  x2  entre  les  deux  relations 
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ce  qui  donne 

x\  —  iyxx\  —  Sx3xt  -+y\  —  47,  =  o, 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  respectivement  xt1  #3,^1,^2  Par  leurs 
valeurs  a  +  4  +  c,  abc,  a2  +  b2  4-  c2,  a2  b2  -+-  a'c2  +  62  c2,  pré- 
cisément Tidentité  (6). 

Au  lieu  d'éliminer  x2,  on  aurait  pu  éliminer  xif  ce  qui  aurait 
donné 

A  —iyix\  —  8^ï^î-4-7Î  —  4ji^î  =0, 

et  par  conséquent  Tidentité 

j  (aô  4-  ac  -+-  6c  )v  —  2  2a*62(a6  +  ac  +  6c)* 

I       —  8a*6«c1(a6-t-ac-+-6c)-4-(Sa*6«)«  —  4aî6*c*2a«  =  o. 

En  appliquant  cette  identité  à  la  résolution  de  l'équation  du 
quatrième  degré  (3),  on  aurait  été  conduit  à  la  nouvelle  résolvante 
que  voici 

*  +  £=<£,._  £,.+.2=0. 

Si  zt  ,^2^3  sont  ses  trois  racines,  les  quatre  racines  de  (3)  seront 
données  par  la  formule 

db  /^,  zt  dt  ^  Z\Z%  ±:  /*ï^3, 

les  signes  étant  choisis  de  manière  que  le  produit  des  trois  radi- 
caux donne  bien  —  -£• 

o 

4.  L'hypothèse  /i  =  3,  m=  3  conduit,  quelle  que  soit  la  quan- 
tité x  éliminée,  à  une  identité  qui  n'offre  aucun  intérêt,  parce  que 
l'équation  correspondante  du  neuvième  degré  se  ramène  immé- 
diatement au  troisième.  Il  en  est  de  même  pour  le  cas  de  71=  2, 
m  =  4>  où  les  identités  qu'on  obtient  correspondent  à  des  équations 
du  huitième  degré  se  ramenant  immédiatement  au  quatrième. 

Faisons  encore  /?=  2,  m  =  5.  Les  formules  de  Newton  donnent 

d'où  l'identité,  d'ailleurs  facile  à  établir* directement, 

(<))        (a  —  /;)*  —  5«6(«-*-6)îH-5aï6*(a-4-6)  —  (a*  h-  6*)  =  o. 


r  Comparons  avec  l'équalinn  du  I  îil|[Hi?llim  degré  privée  île  son 
second  terme 

Un)  3*  -\-  p  Xi  -+■  q  X*-*-  rX  -t-l  =  0. 

Pour  identifier  les-premîers  membres   fie  (9)  i'l  (m),  il   faudra 
supposer  q  =  o,  puis  poser 

a*  -+-&•=  —  <; 

ce  qui  n'est  possible  que  si//'  =  5r. 

Si  donc  les  coefficients  de  l'équation  (10)  satisfont  à  ces  deux 
conditions,  savoir 

\\\\  q  =  o,    />'  — 5r  =  o, 

elle  admettra  pour  racine  a  •+■  b ,  as  et  6S  étant  les  deux  racines  de 

v.  +  , ,-  _  £  =  o, 

el  iiyanl,  par  suite,  pour  valeurs 

Si  donc  a,  b  sont  respectivement  deux  valeurs  des  radicaux 


\/-\WF%-  \f-\-\Ti 


choisies  de  manière  que  leur  produit  nb  soit  bien  égal  à  —  7  •  et  si 
'J  est  une  racine  cinquième  de  l'unité,  autre  que  1.  les  cinq  racines 
de  l'équation  (loi  seront  évidemment 


0»a  +  6*i, 


Comme  exemple  simple  d'équation  du  cinquième  degré  satis- 
faisant   aux    conditions    (11),    on    peut    citer    celle    qui    donne 
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x  =  sin  7  en  fonction  de  sincp  =  m;  cette  équation  est  la  suivante 


*.*       5  5  m 

4  1 6  1 6 

et  l'expression  générale  de  ses  cinq  racines  est,  par  suite, 

-  !  \  m  -+■  ^m*  -i+V/n  —  y77"2  —  !  [  ' 

d'après  la  formule  donnée  ci-dessus.  Il  est  remarquable  que,  lorsque 
—  \<^m  <  i,  les  cinq  racines  soient  toutes  réelles,  et  que  cepen- 
dant la  formule  les  donne  compliquées  d'imaginaires,  comme  la 
formule  de  Cardan  pour  le  cas  irréductible  du  troisième  degré. 

L'équation  générale  du  cinquième  degré  ne  peut  être  ramenée  à 
satisfaire  aux  conditions  (i  i),  par  une  transformation  de  Tschir- 
naiïs,  qu'en  résolvant  trois  équations  simultanées  du  premier,  du 
troisième  et  du  quatrième  degré  ;  et,  par  une  transformation 
linéaire,  que  s'il  existe  entre  les  invariants  de  la  forme  du  cin- 
quième degré,  qui  constitue  le  premier  membre  de  l'équation,  une 
certaine  relation  qu'il  est  facile  de  trouver.  Désignons,  suivant  la 
notation  de  M.  Salmon  [Leçons  d'Algèbre  supérieure),  par  J, 
K,  L  les  invariants  fondamentaux  du  quatrième,  du  huitième  et 
du  douzième  ordre;  en  supposant  les  relations  (il)  satisfaites  et 
le  coefficient  de  xx  nul,  ces  invariants  deviennent  des  fonctions  de 
p  et  s;  en  éliminant  ces  deux  quantités  entre  les  trois  expressions 
obtenues,  on  trouve  aisément  la  relation  cherchée,  qui  peut  s'écrire 
sous  la  forme  suivante 

(19.)  a(i3.r>-f-3f>ia)*  —  f(238a-i-5(ï)»  =  o, 

a  désignant  l'invariant  absolu    i yr~ '  9U'  sann"le  quand  la 

forme  admet  un  facteur  carré,  et  3  l'invariant  absolu  i  —  î-4 — '« 

qui  s'annule  en  même  temps  que  le  précédent  lorsque  la  forme 
admet  deux  facteurs  carrés.  On  voit  que,  si  la  condition  (12)  est 
satisfaite,  l'un  des  invariants  absolus  a,  {î  ne  peut  s'annuler  sans 
l'autre;  il  existe  donc  zéro  ou  deux  facteurs  carrés,  ce  qui  résulte- 
rait aussi  de  la  discussion  des  valeurs  données  ci-dessus  pour  les 
cinq  racines. 

x.  10 


5. 

Les 

deillités  (  y. 

et (9)  ne 

celle 

-Cl, 

| 

(<.-*- 

li)"'  —  inabl 

,  +  6)-'- 

J 

- 

,<»-«)< 

ï=BiH 

1 

im-m™ 

-6IW-7I 

nt  que  des  cas  particuliers  de 


dont  il  es!  aisé  de  vérifier  l'exactitude  en  s'assuranL  que,  si  elle  est 
vraie  pour  m  =/j  —  i  et  m  =/>,  elle  Test  aussi  pour  m  =/j-f-i. 

Au  moyen  de  cette  identité  (ï3),  on  peut  évidemment  obtenir 
l'expression  des  »f  racines  de  toute  équation  de  degré  impair  dp 
contenant  que  les  puissances  impaires  de  l'inconnue,  et  dans  la- 
quelle les  coefficients  de  ces  puissances  ne  dépendent  que  d'un 
seul  paramètre,  en  vertu  de  —  - — -  relationsqu'il  est  facile  d'écrire, 
à  l'inspection  de  l'identité  (tii),  sons  la  forme  abrégée 


(M) 


ptk' 


_im-k- 


')(" 


-i*-*-i)_ 


où  put  est  le  coefficient  de  xm~2*,  le  terme  indépendant  restant 
d'ailleurs  tout  à  fait  arbitraire. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  la  formule  de  Cardan  apparaît 
comme  la  première  d'une  série  indéfinie  de  formules  semblables, 
qui  s'appliquent  à  une  série  de  groupes  d'équations  de  tous  les 
degrés  impairs;  pour  chaque  degré  m,  le  groupe  d'équations  réso- 
lubles par  cette  formule  est  défini  par/n  —  <j  équations  de  condi- 
tion entre  les  invariants  de  la  forme  de  degré  m.  Pour  m  =  3,  ce 
groupe  comprend  donc  la  totalité  des  équations  de  ce  degré,  et  la 
formule  donne  la  résolution  de  l'équation  générale;  pour  m  >  3, 
il  ne  comprend  plus  qu'un  groupe  spécial  d'équations  du  degré 
considéré,  et  d'autant  plus  spécial  que  ce  degré  est  lui-même  plus 
élevé. 
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Sur  les  intégrales  définies  uniformément  convergentes; 

par  M.  Selivanoff. 

(Séances  du  19  mai  et  du  a  juin  188a.) 

Supposons  que  la  fonction f(x,  z)  reste  finie  et  continue  entre 
les  limites  de  l'intégration,  lorsqu'on  donne  à  x  les  valeurs  con- 
tenues dans  un  certain  contour  et  que  l'intégrale  soit  finie  et  déter- 
minée. 

La  fonction 

ty(x)  =    I     f(x,  z)dz 

+'  a 

n'est  plus  une  fonction  continue,  et  généralement  l'égalité 

dx  Ja  àx 

est  en  défaut. 

En  effet,  supposons  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  entre  a  et 
6,  la  fonction  soit  décomposable  de  la  manière  suivante  : 

/(r-Wi,  z)=f(x,  s)  +  hv(x,  z)-hhty(h,  zj, 

^(A,  z)  s'annulant  pour  h  =  o. 

La  fonction  cp  (#,  z)  est  alors  la  dérivée  de  f(x,  z)  par  rapport  à  x. 
En  intégrant,  on  aura 


<&(ar-4-/i)=    /    f(x-h  h,  z)dz 


a 
b 


=    /    f(x,z)dz-+-h   f     <d(x,  z)dz-+-  h   f    <J/(A,  z)dz. 

«Ai  •  a  Ja 


Pour  que  l'intégrale 

/     ?(*>*)<**=    /     ^ôx—dz 

*-a  •-  a 

soit  la  dérivée  de  &(x),  il  faut  et  il  suffit  que 

f  «>(A,  *)«&  =  (* -«)+(*»  0 

J  a 

s'annule  pour  h  =  o. 


Celle  condition  sera  évidemment  satisfaite  dans  le  cas  où  a  et  b 
sont  linis  et  ^(o,  s)  —  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  :  entre  a  et  h. 

Si  la  fonction  -{-(A,  î)  a  la  forme  ht(,{h,z)t  la  condition  à 
laquelle  elle  est  soumise  sera  satisfaite  pourvu  que  ^t(o,  s)  reste 
Unie  entre  les  limites  d'intégration. 

Si  la  fonction /(.r,  3)  a  deux  dérivées  par  rapport  à  x,  on  peut 
écrire,  d'après  le  théorème  de  Tavlor, 


/,-r-^A,  s)  =/<*,*)+ A/Y 


"_/-(J.^0A,  -,. 


/'ix,  z)  sera  finie,  si/(x,  s)  etfi(xr  s)  restent  finies  et  continues 
pour  toutes  les  valeurs  de  -  outre  a  el  b. 
Nous  avons  donc  le  théorème  : 

Qfl  peut  différentiel'  sons  U  signe   I  l'intégrale 


ayant  te*  limite*  finies,  si  ta  fonction  J \X,  z)  et  sa  première 

dérivée  restent  finies  el  continues  entre  les  limites  d'intégration 
et  xi  ta  deuxième  dérivée  existe. 

Mous  nous  proposons  la  question  :  Peut-on,  dans  certains  cas, 
différentier  sous  le  signe,  si  une.  des  limites  d'intégration  est 
infinie?  La  proposition  précédente  est  en  défaut  et  il  faut  trouver 
un  autre  moyen  de  résoudre  la  question. 

I,cs  mêmes  difficultés  subsistent  pour  les  séries.  Chacun  des 
ternies  de  la  série  est  une  fonction  continue  de  la  variable;  il  n'en 
est  pas  toujours  de  même  pour  la  série.  La  dérivée  de  la  série  n'est 


tOUjOI 


■  égal 


le  à  la 


:  des  dérivées  de 


Il  y  a  cependant  une  classe  de  séries  infinies  qui  offre  une  cer- 
taine analogie  avec  les  fonctions  rationnelles.  Ce  sont  les  séries 
uniformément  convergentes,  ainsi  qu'a  démontré  M.  Weierstrass 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin 
du  mois  d'août  1880.  (  Voir  la  traduction  française  de  ce  Mémoire 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  M,  Darboux, 
avril  1881,  p.  i(Si-i6.«.) 

La  méthode  de  M.  Weierstrass,  appliquée  aux  intégrales  définies, 
donne  le  moyen  de  résoudre  notre  question. 
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1.  L'intégrale 

s%  OO 

*(*)  =    /     f(*,z)dz 

est  dite  uniformément  convergente  si,  pour  toutes  les  valeurs  de 
x  contenues  dans  l'intérieur  d'un  certain  contour,  on  peut  déter- 
miner un  nombre/?  tel,  qu'en  prenant  m^p  on  ait 

mod    /     f(x,z)dz<k, 

À  étant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra,  et  donnée  d'avance. 
Considérons  la  différence 

En  partageant  l'intégrale  en  deux  parties,  nous  aurons 

=    f     lf(x  +  h,z)—f{x,z)]eLs 


*■  a 


f     f(x+ht  z)dz  —  j     f(x,z)dz 

L  «An  «An 


Le  premier  terme  est  infiniment  petit  avec  h9  car  il  est  égal  à 

(m -«*)[/(*  + À,  ï)-/(*%  1)1 

Ç  étant  compris  entre  a  et  m. 

Si  les  quantités  x  et  x  -h  h  sont  contenues  dans  le  contour  de 
convergence  uniforme,  on  a  pour  le  second  terme 


f     f(x -+- h,  z)  dz  —   f     f(x,z) 

m  «■  m 


<a*(t). 


Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 


Si  l'intégrale  est  uniformément  convergente,  elle  est  une 
fonction  continue,  pour  tes  valeurs  du  paramètre  contenues 
dans  le  contour  de  convergence  uniforme. 


O'ï.c  signe  |  |  désigne,  d'après  M.  Weierstras»,  le  module. 


-  1W  - 

2.  Supposons  que,  pour  toutes  les  raie 
que  a,  on  ait  le  développement 

un 

de  z  plus 

grandes 

* 

,  »)  =  'M*)  +  <h(j)*+'?!(j)*,-t--. 

■  + 

,.(■>*-+■ 

5i,  po 

■.rj*|  =  r, 

g  étant  i 

me  fonction  de  z  finie  pour  s  >  a, 

CD 

a,  d'après 

une  pro- 

position 

connue, 

E„>=r„, 

ïdant  sur  ce  théorème,  nous  avons 

■  P° 

ur|*|  =  , 

•  <'•. 

' 

)*"*■*... 

1 

OU 

i».^or 

On  voit  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  <  r. 
En  intégrant  depuis  a  jusqu'à  m,  on  trouve 

Le  terme  complémentaire  a  pour  limite  zéro  quand  m  croît  indé- 
finiment, comme  on  le  voit  facilement  d'après  la  valeur  moyenne 
de  celte  intégrale,  à  savoir 

(m-a)Ra[x,  O- 

Mais  il  est  indispensable  que  m  soit  fini  et  que  \  x  |  <  /-. 
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Sous  ces  conditions,  Y  intégrale 


/     f(x,z)dz 


est  développable  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

Nous  allons  démontrer  que  la  même  proposition  a  lieu  pour 
l'intégrale 

f(x,  z)dz, 


l 


si  elle  est  uniformément  convergente,  pour  \  x  |  £  r. 
Supposons  que 


IX' 


f(x,  z)dz 


^kj     \x\  étant  1  r.    . 


En  prenant  un   nombre  m'  plus  grand  que   m,  mais  fini,  nous 
avons 


f      f(xy  z)dz 

m 

f       ^(z)dz  —x  f      <p,(s) 


dz 


xn 


m 


dz 


Pour  |  x  |  =  r,  nous  aurons  a  fortiori 


â*, 


et,  d'après  le  théorème  déjà  mentionné, 


Rien  n'oblige  maintenant  à  laisser  m!  fini,   puisque  la  seconde 
partie  est  indépendante  de  m'. 
Nous  avons  donc 


l'intégrale 


IX"?n 


(z)dz 


£  Arr-«; 


/      yn(z)d3 


est  par  conséquent  finie. 


-  taa  - 

Il 

e  reste  plus  que  quelques  mots  pour  achever  la  dt^rm infra- 

Fa 

sons  la  différence 

s=  fV.*)*-2',/"ï»wA 

l'"'"l 

le  nuits  iivuus  déjà  démontré  que 

/""/(*.  =)■'="  V,    f'\.<;,J;. 

Pu 

«w-U 

isis|  jT'a».  "i*|  -2r' |.£"''"""'i' |- 

un 

i»i«*i*(?)"«(i+^;)- 

En  Taisant  grandir  m,  on  peut  faire  A-  aussi  petit  que  l'on  veut  ;  S, 
pouvant  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut,  doit  être  égal  à  o, 
parce  qu'elle  est  indépendante  de  m.  Donc 

3-   Voici  une  conséquence  de  celle  proposition. 
Supposons  que  l'intégrale 


soit  uniformément  convergente  pour  les  valeurs  de  h  dont  le  mo- 
dule est  égal  ou  <  /■  et  que  la  fonction /(:r  -H  A,  s)  soil  pour  les 
mêmes  valeurs  développable  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
lives  de  h. 
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D'après  le  théorème  de  Taylor, 


•  •  •  » 


et,  comme  nous  avons  démontré, 
<ï>(.r-+-  h) 

Nous  voyons  que  &(x-hh)  est  aussi  développable  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  A,  ou,  d'après  M.  Weierstrass, 
la  fonction  $(x)  se  comporte  régulièrement  dans  le  voisinage 
du  point  x. 

Par  conséquent, 

En  égalant  les  coefficients,  nous  trouvons 

n —    /     f(xy  z)dz  =    I      —')— — ds. 
d*«Ja    JK  '  Ja  àx» 

On  peut  donc  différentier  sous  le  signe  I  autant  de  fois  que 

Von  veut y  si>  dans  le  voisinage  du  point  x7  V intégrale  est  uni- 
formément  convergente  et  la  fonction  f  se  comporte  régulière- 
ment. 

4.   Comme  exemple,  considérons  l'intégrale 

$(*)  =    /     e~xztdz. 

Elle  est  uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  réelles 

et  positives  de  x,  ou  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

En  effet,  posons 

x  =  /  -f-  uiy     t  >  o  ; 


C    e-V+MWd*    <    i    e-'*dz, 


m  |         *s  m 

OU 

e-mt 


< 


—  IS-t  - 
En  prenant  ponr  t  une  valeur  positive  «,  on  détermine  m  de  telle 
façon  que 

cette  inégalité  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  /  plus  grandes 

quert. 


If-- 1 


<*. 


La  fonction  Q>(x)  est  continue  dans  le  voisinage  de  tous  les 
points  -r  situés  à  droite  de  l'axe  des  ordonnées. 
L'intégrale 

est  uniformément  convergente  pour  les  valeurs  de  h  telles  que  les 
points  x  -+-  A  soient  ;.  l'intérieur  d'un  cercle  situé  à  droite  de  l'axe 
des  ordonnées  et  ayant  x  pour  centre. 

La  fonction  e''""*'1'  est  développable  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  h  dans  ce  même  cercle. 

Donc 

£f— *-f£<-->* 

5.  Comme  second  exemple,  considérons  l'intégrale  de  Laplacc 

*(*•)=  f    ~^t<i;, 

finie  et  déterminée  pour  x  réel. 
La  fonction 


est  développable  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  h, 
mais  l'intégrale  4>(;r-r-/i)  n'est  pas  uniformément  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  A  dont  le  module  est  inférieur  ou  égal 
kr. 

L'intégrale 
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devient  même  infinie,  si  h  est  imaginaire.  La  valeur  absolue  de 
cosa?  est  <  i  seulement  dans  le  cas  de  x  réel.  Lorsqu'on  donne  à 
x  une  valeur  imaginaire,  cosj?  croît  indéfiniment  avec  le  module 
de  x  et  de  telle  façon  que 


lim 


COST 

xn 


=  co  ,      lim  |  x  |  =  » 


Pour  reconnaître  si  Ton  peut  différentier  notre  intégrale  sous 
le  signe   /  ,  il  faut  recourir  à  la  méthode  générale. 
En  employant  la  formule  de  Taylor 

cos(ir  -f-  h)  =  cosa;  —  Asinâ?  —  h*  cos(a?  -f-  6A), 

on  trouve  sur-le-champ 

Q>(x-±  h)  =  Q(x)  —  h    !     -dz  —  h*    I      - — J—dz. 

On  a  l'égalité 

d&(x)  r~zsinxz 

dx     ~~      J0      i-t-*« 

l'expression 

,     r"z*cos(x-htih)z  , 
h    I — —  dz 

s'annule  pour  h  =  o,  ce  qui  a  lieu  en  effet. 

L'intégrale 

J"*  z*cosxz 
0 


o       I  +  *1 


dz 


est  décomposable  en  deux  : 

"  ,  /•*  cosxzdz 

cos  xzdz —    / 


/•"              ,          f*cosxzd 
I      cosxzdz —    /     r- 


La  première  intégrale  est  finie,  quoique  indéterminée  ;  la  seconde 
est  finie  et  déterminée.  Le  produit  de  cette  expression  par  h  s'an- 
nule donc  pour  h  =  o. 

Voici  la  conclusion  : 

L'intégrale 

f    cos  xz 
-dz 
1-4-  z* 


«'0 


• 


peut  être  diil'érentiée  sous  le  signe  et  nu  obtient  l'intégrale 

qui  est  nécessairement  finie  et  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  t. 

Appliquons  le  même  raisonnement  à  l'intégrale 

Nous  trouverons  qu'elle  peut  être  difTérentiée  si  l'expression 


ft/"*"ÎB|(^'*)a 


ds 


s'annule  pour  A  =  o. 

Nous  ne  savons  pas  ce  que  devient  celle  expression  pour  A  =  o, 
puisque  l'intégrale  qui  multiplie  h  est  infinie. 

Dans  ce  cas  particulier,  il  v  a  un  moyen  indirect  de  conclure 
que  la  diflerentialion  est  impossible.  Le  résultat  est  l'intégrale 


. 


f**Cr,sX3 
X  »+5 


d*> 


indéterminée  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x,  et  il  est  impos- 
sible qu'elle  soit  la  dérivée  d'une  fonction  finie  et  déterminée. 
On  sait  que 

Ç'cn-iTzdz  _  k 

Par  la  diflerentialion,  on  trouve 

c'est  donc  une  fonction  finie  et  déterminée  avant  une  dérivée. 
Donc  l'égalité 
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().  La  règle  de  différentiation  sous  le  signe   /  n'est  pas  appli- 
cable aux  intégrales  de  la  forme 

*(*)  =    f  */(*-*>  dZi 

puisque  la  quantité  sous  le  signe  devient  infinie  pour  z  =  b. 
Cette  intégrale  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  si  n  est  <  i. 
En  faisant  la  substitution 

a  —  b  =  -, 
nous  ramènerons  l'intégrale  à  la  forme  déjà  considérée 


/ 


'/('.* +î) 


fin 


^-dt. 


11     b 


La  fonction  sous  le  signe   /  est  finie  et  continue  entre  les  limites 
d'intégration. 


Sur  les  résidus  cubiques  et  biquadra tiques,  suivant  un  module 

premier;  par  M.  A.-E.  Pellet. 

(Séance  du  16  juin  1882.) 

tP  —  i 
1.   Soient  0  une  racine  de  l'équation =  o,  p  élant    un 

nombre  premier,  g  une  racine  primitive  de/>,  et  e  un  diviseur  de 
p  —  1  ;   nous  poserons 

p  —  1 

e 

0*     r  ne  prend  que  w  valeurs  différentes  lorsque,  i  étant  constant, 
on  fait  varier  y.  Soit 

/   0 
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S(  admet  e  valeurs  distinctes,  qu'on  obtiendra  en  donnant  à  i  i-  • 
valeurs  o,  i,  a,  ....  e — i;  ces  e  valeurs  de  s,-  se  transforment 
l'une  dans  l'autre,  lorsqu'on  remplace  0  par  une  autre  racine,  V  , 
de — -—  =o.  Ces  quantités  s,- sont  dîtes  les  périodes  des  racines 
d'ordre  p  de  l'unité  correspondant  au  diviseur  e  de  p  —  i .  Depuis 
Gauss.  on  tonnait  l'équation  aux  périodes  pour  e  égal  à  l'un  des 
trois  nombres  a,  3,  4- 


I.  L'équation 

a  deux  périodes  est 

" 

••*^j«—  «  -- 

...    *+P _ 

4 

suivant  qne/ï  — 

i  est  divisible  ou  non 

par  4. 

II.  L'équalior 

i  à  trois  périodes  est 

y~3pu-pl 

=  », 

*>  représentant 

3*-r-i,  et  L   un   nombre  entier 

l'équation  4/'  = 

LT  -+  27M1,  avec  la  a 

mdition  L  = 

(mod.  3). 


III.  L'équation  à  quatre  périodes  affecte  deux  formes  différentes 
suivant  que  p  —  1  est  ou  n'est  pas  divisible  par  8.  Désignons  dans 
L'un  et  l'autre  cas  par_f  une  racine  de  l'équation 


et  par  a  un  nombre  entier  déterminé  par  l'équation 
,>  =  ««-*', 

avec  la  condition  a  =  —  1  (mod.  4)- 
L'équation  à  quatre  périodes  est 


i1  —  y  s  —  - — 
i  p  ~~  1  est  divisible  par  S  ; 


-Jy 


st  _  „  j.  V-i-i -(■-*- iH» -4- <.r)  = 
,,  f,—  ,  n'est  pas  divisible  par  8. 
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2.  La  fonction se  décompose  suivant  le  module  premier 

q  en facteurs  irréductibles  de  degré  v,  v  étant  l'exposant  au- 

quel  appartient  q  relativement  au  module  /?,  c'est-à-dire  le  plus 
petit  nombre  tel  que  q*=i  (mod . p) (S erret,  A Igèbre  supérieure, 
t.  II).  Le  premier  membre  de  l'équation  aux  e  périodes  des  racines 
d'ordre  p  de  l'unité  se  décompose  en  facteurs  du  premier  degré, 

suivant  le  module  premier  q,  si  e  divise  - ;  dans  le  cas  ou  e  ne 

divise  pas >  le  premier  membre  de  l'équation  aux  e  périodes 

admet  des  facteurs  irréductibles  de  degré  supérieur  à  i. 

Comme  on  connaît  l'équation  aux  périodes  pour  e  égal  à  2,  3 

ou  4>  ce  théorème  permet  souvent  de  voir  si  - est  divisible  par 

Tun  de  ces  trois  nombres,  c'est-à-dire  si  q  est  résidu  quadratique, 
cubique  et  biquadratique  suivant  le  module  premier  p. 

D'ailleurs  si  p  —  1  n'est  pas  divisible  par  3,  tout  nombre  q  est 
résidu  cubique  mod./?;  et  si/?  —  1  n'est  pas  divisible  par  4,  tout 
nombre  q  résidu  quadratique  mod.  p  est  aussi  résidu  biquadra- 
tique. 

Ainsi,  d'après  I  du  n°  1,  le  nombre  premier  q  est  ou  n'est  pas 
résidu  quadratique  mod.  /?,  suivant  que  la  fonction 

1  —  (-i)  »  p 


4 

est  ou  n'est  pas  réductible  suivant  le  mod.  q  ;  ou,  si  q  est  différent 

de  a,  suivant  que  ( — 1)  *  p  est  ou  n'est  pas  résidu  quadratique 
suivant  le  mod.  q.  Ainsi  les  deux  congruences 

<y~*~rfc  1  —  o(mod/>)     et    (—1)        4       /)   J  ±iso    (mod  y) 

ont  lieu  en  même  temps,  en  faisant  correspondre  les  signes  supé- 
rieurs entre  eux,  et  de  même  pour  les  inférieurs.  Ce  qui  se  traduit 
dans  le   système  de  notation  de  Lcgendrc  par 


(?)  (?)  - 


£_1  q_\ 
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rt  démontre  le  célèbre  théorème  auquel  ce  géomètre  a  attaché  son 
nom.  Cette  démon  s  Ira  lion  a  été  donnée  la  première  fois  par 
M.  Mathieu,  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées (année  1867). 

La  seule  fonction  irréductible  (mod.  a)  du  second  degré  est 
x'  +  .r-i-i;  on  en  déduit  facilement  que  ■  est  résidu  quadratique 
pour  tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  8/-  ±1,  et  n'es! 
pas  résidu  quadratique  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme 
8*  ±3. 

Si/>  =  i  (mod.  3),  pour  que  le  nombre  premier  y  so'1  résidu 
cubique  suivant  le  module  p,  il  faut  cl  il  suffit  que  la  fonction 
jt'  —  "ipx  — pV,  se  réduise  suivant  le  module  premier  q,  supposé 
différent  de  3.  Pour  q  =  a,  on  voit  qu'il  faut  et  suffit  que  L  soît 
pair.  L'entier  L  est  déterminé  par  l'équation  La  +-  a-M*  =  4p. 
avec  la  condition  L  =  1  (mod.  3).  Si  L  est  pair,  M  l'est  aussi  et  p 
est  de  la  forme  /"-t-a^/n1;  donc  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  ■*  soil  résidu  cubique  de  p  est 

lorsque  p  —  1  est  divisible  par  3. 

2  n'est  pas  résidu  quadratique  pour  les  nombres  premiers  de  la 
forme  4 A ■  +  1,  k  étant  impair;  donc  2  ne  peut  être  résidu  biqua- 
dratique  que  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  8/*  -f-  1 ,  k 
pouvant  être  quelconque.  Soient  donc  />  ^  8 À-  -f-  t ,  a  le  nombre 
entier  déterminé  par  l'équation  p  =  a'-\-bl,  avec  la  condition 
a  =  —  1  (mod.  4);  en  se  reportant  au  n"  III  du  paragraphe  précé- 
dent, on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  2 
soit  résidu  biquadralîque  (mod.  p)  est  que  le  nombre 

jk-a-t 


qui  est  toujours  entier,  soit  pair. 

3.  Pour  qu'un  nombre  de  la  forme  a"  —  t  soit  premier,  il  e 
nécessaire  que  a  soit  égal  à  ■x.  et  n  premier.  De  ce  qui  précède  o 
déduit  facilement  les  propositions  suivantes. 

Si  n^4*i  —  '  <*sl  un  nombre  premier  en  même  temps  qi 
)/i  +  i,  le  nombre  N  =  a"  —  1  est  divisible  par  a«  -\-  \ . 
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Si  n  =  4ç  ~\-  l  est  un  nombre  premier  en  môme  temps  que 
6n  -+-  i ,  le  nombre  N  =  2*  —  i  est  divisible  par  6/1  -rf-  i ,  pourvu 
qu'on  puisse  satisfaire  à  l'équation 

6  n  -+-  i  =  4  /*  ■+-  27  m*. 

Un  nombre  de  la  forme  a*  -f-  1  ne  peut  être  premier  que  si  b  est 
égal  à  une  puissance  de  2.   Les  nombres  premiers  diviseurs  de 

a2*-!-!  sont  de  la  forme  zn+i  m  -+-  1  =  p\  et  il  faut  que  2  soit 
résidu  d'une  puissance  mli-mc  suivant  ce  module  p.  Ainsi  a  n'est 
pas  résidu  cubique  suivant  les  deux  nombres  premiers 

»«.  3  4-  1  =  12289,     2,s-  3  -+-  1  =  786433, 

car  aucun  d'eux  n'est  de  la  forme  l2  -f-  27 m2;  ces  nombres  ne 
divisent  par  conséquent  aucun  nombre  de  la  forme  22*-{-  1. 

Caractère  bi quadratique  de  2. 

\.  Soit  un  nombre  premier  impair  p  =  2.*+* m  + 1 ,  m  n'étant 
pas  divisible  par  2.  Nous  avons  vu  que,  a  étant  déterminé  par 
l'équation/?  =  a2  -f-  b2  avec  la  condition  a  =  —  1  (mod.  4)>  2  est 
résidu  biquadratique  ou  non  suivant  que 

a*-1-*  m  —  a  —  1 
8 

est  un  nombre  pair  ou  impair.  Si  2  est  résidu  biquadratique 
(mod./?),  on  a  donc 

a^2a_f"am  —  1     (mod.  16), 
d'où 

b*  =  p  —  à1  =  —  2ÏCH-< /n*  -f-  aa+*  /n    ( mod.  3a) ; 

2.9H~im —  i^^m2  est  divisible  par  32,  pour  a=o  comme  pour 
les  valeurs  de  a  supérieures  à  o  ;  donc  b2  est  divisible  par  64. 
Si  2  n'est  pas  résidu  biquadratique  (mod./?),  on  a 

a  =  2*+* m  —  1  H-  8  =  2*-*--1  m  -h  7    ( mod.  16), 

d'où 

6*  =/>  —  a*==  —  aa*-H/n*—  3.a«+-*/n  — 16    (mod.  3a); 

on  en  déduit  b'2  =  4-16  (mod.  3a).  Donc,  dans  ce  cas,  b2  n'est 
x.  11 


• 


I 


pu  divisible  par  une  puissance  de  a  supérieure  à  i  6.  Ainsi  a  est 
résidu  biauadratiaue  pour  le$  nombres  premiers  de  la  forme 
à1  ■+-  (î  \  b'1  ;  ■*.  n'est  pas  résidu  biquadraùipie  pour  les  nombrei 
premiers  de  la  forme  a3  +  lui2,  l>  étant  impair  dans  ta  der- 
nière formule.  Ce  caractère  a  déjà  été  donné  par  Lejcune-Dirichlel 
{Journal  de  Liouville,  1859);  comme  on  voil,  il  découle  facilement 
de  la  méthode  précédente. 


Sur  les  courbes  planes  du  si.tiême  degré  à  neuf  points  doubles; 
par  M.  Halphen. 

(Séance  du  16  juin  18G1)  ('). 

1.  Si  l'on  assigne  à  une  courbe  plane  neuf  points  doubles  don- 
nés,on  lui  impose  par  là  vingt-sept,  conditions.  C'est  précisément 
le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  une  courbe 
du  sixième  degré.  Il  semble  donc  qu'on  puisse  trouver  une  courbe 
du  sixième  degré  à  jieuf  points  doubles  donnés.  H  n'en  est  rien. 
Par  les  neuf  points  passe,  en  effet,  une  conrbede  troisième  degré  : 
c'est  cette  courbe,  comptant  double,  qui  constitue  l'unique  solu- 
tion, purement  illusoire. 

Néanmoins,  il  existe  assurément  des  courbes  propres  du  sixième 
degré,  à  neuf  et  même  à  dix  points  doubles.  Pour  de  telles  courbes, 
les  neuf  points  ne  sont  donc  pas  susceptibles  d'être  pris  arbi- 
trairement. C'est  la  liaison  entre  ces  points  que  je  me  propose 
de  rechercher  ici.  Je  donnerai  ensuite  la  solution  de  quelques 
problèmes  se  rattachant  au  même  sujet,  et  une  généralisation 
concernant  les  courbes  de  degré  3wj,  à  neuf  points  multiples 
d'ordre  m. 

2.  SoitC  =  o  l'équation  d'une  courbe  du  sixième  degré,  à  neuf 
points  doubles.  Soit  aussi  A  =  ol'équation  d'une  courbe  du  troi- 
sième degré,  passant  en  ces  mêmes  neuf  points.    Par  l'équation 

(')  A  la  (in  d'un  Mémoire  Sur  les  restaux  de  courbes  planes  (  l.  1  de  ce  Bul- 
letin, p.  ug),  M.  Kiclilcr  a  sienali-  ee  sujet  de  rcr  lie  relies,  mais  en  indiquant  des 
r^ultc-il*  lr>ul  à  fail  erronés. 
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C-hXA2=o  se  trouve  représenté  un  faisceau  de  courbes  du 
sixième  degré,  ayant  encore  les  mêmes  points  doubles.  Donc  neuf 
points  doubles  d'une  courbe  du  sixième  degré  sont  les  points 
doubles  d'une  infinité  de  courbes  du  sixième  degré. 

Ces  points  comptent,  au  moins,  pour  dix-huit  intersections  des 
courbes  C,  A.  Or  ce  nombre  dix-huit  est  précisément  le  produit 
des  degrés  6  et  3.  Par  conséquent,  la  courbe  A  est  unique, 
sans  quoi  la  courbe  G  serait  décomposable.  Ainsi,  par  les  neuf 
points  doubles  d'une  courbe  propre  du  sixième  degré  passe 
une  seule  courbe  du  troisième  degré. 

3.  Supposons  les  points  de  A  représentés,-  à  l'ordinaire,  par 
les  arguments  d'une  fonction  doublement  périodique,  un  des 
points  d'inflexion  ayant  l'argument  zéro.  Soient  #!,»..,  u9  les  ar- 
guments des  neuf  points.  Ces  points,  comptés  deux  fois,  constituent 
l'intersection  complète  de  C  et  de  A.  Donc  le  double  de  la  somme 
ut  +.  .  .  -j-Mg  est  une  période.  La  somme  elle-même  ne  peut  être 
une  période  ;  car  alors  là  courbe  A  ne  serait  pas  unique.  La  somme 
u{  H- ...-+-  u9  est  donc  une  des  trois  demi-périodes.  Telle  est  la 
relation  entre  les  neuf  points;  on  peut  d'ailleurs  lui  faire  revêtir 
diverses  formes  géométriques.  Considérons  le  point  de  A  dont 
l'argument  u9  est  égal  à  u9  diminué  de  la  demi-période  :  la  somme 
ut  -f-. .  .  -f-  u9  -f-  u9  est  une  période;  ceci  conduit  aux  énoncés 
suivants  : 

Pour  que  neuf  points  a{,  . . . ,  ag,  a9,  appartenant  à  une  seule 
courbe  du  troisième  degré  A,  soient  les  points  doubles  d'une 
courbe  propre  du  sixième  degré,  voici  la  condition  nécessaire 
et  suffisante. 

Choisissez  huit  de  ces  points  aly  . . .,  a8,  et  prenez  le  point 
a  où  passent  toutes  les  courbes  du  troisième  degré,  menées  par 
les  h  u  it  prem  iers  ; 

Les  tangentes  de  la  courbe  A  aux  points  a9  et  a9  doivent  se 
rencontrer  sur  cette  même  courbe  A. 

Ou  bien  encore  :  Par  a9  menez  les  quatre  tangentes  à  A;  les 
quatre  points  de  contact  donnent  lieu  à  trois  couples  de  cordes 
conjuguées.  Le  point  a9  doit  être  l'intersection  de  deux  cordes 
conjuguées. 


Voici  maintenant  une  autre  forme  de  la  relation,  où  les  neuf 
points  figurent  symétriquement  : 

Par  les  neuf  points  menez  une  courbe  du  quatrième  degré; 
cette  dernière  rencontre  A  en  trou  autres  points.  Il  existe  une 
conique  louchant  A  en  ces  trois  points. 

Réciproquement  :  par  les  trois  points  de  contact  d'une  coni- 
que et  d'une  courbe  du  troisième  degré  A,  menez  une  eottrbe 
du  quatrième  degré  :  les  neuf  points  où  cette  dernière  ren- 
contre, en  outre,  A,  peuvent  être  pris  pour  les  points  doublet 
d'une  courbe  du  sixième  degré. 

Effectivement  la  somme  des  arguments  des  neuf  points  el  celle 
des  arguments  des  trois  points  font  ensemble  une  période;  si 
l'une  d'elles  est  une  demi-période,  il  en  est  de  même  pour 
l'autre. 

4.  Je  vais  maintenant,  résoudre  ce  problème  :  Trouver  te  /t'en 
du  neuvième  point  quand  les  huit  autres  sont  donnés. 

Quelques  mots  auparavant  sur  un  autre  lieu  géométrique 
beaucoup  plus  simple  :  à  chaque  courbe  A  d'un  faisceau  du 
troisième  degré  on  mène  la  tangente  en  l'un  des  pivots,  et  l'on 
prend  le  point  de  rencontre  Z  de  celte  tangente  avec  A.  Le  lieu  de 
ce  point  z  est,  comme  on  le  verra  aisément,  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  ayant  pour  point  triple  le  point  dont  il  s'agit,  el 
passant  en  chacun  des  huit  autres. 

J'arrive  au  problème  proposé.  Pour  le  résoudre,  j'emploie  le 
premier  énoncé  du  n°  3.  (.es  points  a,,  . .  . ,  a*  étant  donnés,  j'en- 
visage le  faisceau  du  troisième  degré  que  ces  points  déterminent,  el 
le  neuvième  pivot  a\.  A  chaque  courbe  A  du  faisceau,  je  mène  la 
tangente  en  a!,,  rencontrant  la  courbe  en  ;;  par  z  je  mène  une 
nouvelle  tangente  à  A.  Le  point  de  contact  de  cette  tangente  est 
un  point  du  lieu.  On  aura  donc  l'équation  du  lieu  en  éliminant  le 
paramètre  du  faisceau  entre  l'équalion  de  A  et  celle  de  la  première 
polaire  de  z. 

Désignons  par  a\  et  a*  les  symboles  des  premiers  membres  des 
équations  de  A  et  de  sa  hessienne.  Employons  la  lettre  y  pour 
les  coordonnés  du  point  a\.  Le  point  ;  est  donné,  comme  on  sait. 


par  les  deux  équations 

en  sorte  que  ses  coordonnées  sont  proportionnelles  aux  trois  dé- 
terminants 

a***(at%3),     aja*(a3a,),     a*  a*  (a,  a,). 

L'équation  de  sa  polaire  est  donc 

Le  premier  membre  est  du  cinquième  degré  par  rapport  aux 
coefficients  de  «  *,  du  second  degré  par  rapport  aux  coordonnées  x. 
L'élimination  du  paramètre  entre  cette  équation  et  celle  de  A 
donne  donc  une  équation  du  degré  17.  On  voit  de  plus  que  le  lieu 
ainsi  représenté  a  pour  point  sextuple  le  pivot  a\  et  pour  point 
quintuple  chacun  des  autres  pivots.  Mais  il  est  manifeste  que  ce 
lieu  se  décompose  en  deux  parties,  dont  Tune  est  le  lieu  de  zy 
comptant  double.  Donc  : 

# 

Il  tant  donnés  huit  points  doubles  d'une  courbe  du  sixième 
degré,  qui  doit  avoir  un  neuvième  point  double,  le  lieu  de  ce 
dernier  est  une  courbe  du  neuvième  degré,  sur  laquelle  chacun 
des  huit  points  donnés  est  triple. 

Sur  chaque  cubique  A  du  faisceau  se  trouvent  trois  points  du 
lieu.  Quand  cette  cubique  a  un  point  double,  deux  de  ces  trois 
points  s'y  réunissent.  Donc  : 

Le  lieu  passe  en  chacun  des  douze  points  doubles  des  cubi- 
ques du  faisceau  déterminé  par  les  huit  points. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  pivots  sont  les  points  d'inflexion 
des  cubiques,  le  point  a9  est  un  point  sextactique  situé  sur  Taxe 
harmonique  correspondant  au  point  a\.  Ainsi  :  Quand  les  huit 
points  sont  les  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième 
degré,  le  lieu  se  réduit  à  une  ligne  droite. 

o.  Une  courbe  C,  du  sixième  degré,  ayant  neuf  points  dou- 
bles, et  A  étant  la  cubique  qui  passe  en  ces  neuf  points,  on 
a   les    mêmes  points   doubles    pour  toute    courbe    du    faisceau 
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C  -f-  XA*  =  o.  Dans  te  faisceau  se  trouvent  comprises  des  cour- 
bes ayant  un  point  double  de  plus.  Ainsi  le  lieu  précédent  est 
aussi  celui  du  neuvième  et  du  dixième  point  double  det 
courbes  unicursales  du  sixième  degré  ayant  huit  point.*  doit' 
blés  donnés. 

Dans  le  faisceau  C+XA3  =  o  combien  y  a-l-il  de  courbes 
ayant  un  dixième  point  double?  Pour  résoudre  celte  question,  con- 
sidérons le  Heu  (c)  du  point  de  contact  de  la  tangente  menée  à 
chaque  courbe  du  faisceau  par  un  point  arbitraire  c.  L'existence 
de  la  courbe  double  A''  réduit  de  trois  unités  la  seconde  caracté- 
ristique du  faisceau  ;  elle  est  ainsi  égale  à  7,  et  la  courbe  (c)  est  du 
huitième  degré.  Cette  courbe  (c)  passe  en  chaque  pivot  du  faisceau; 
elle  s'y  compose  de  deux  branches  dont  l'une  a  pour  tangente  la 
droite  qui  passe  en  c;  l'autre  tangente,  au  contraire,  est  indépen- 
dante de  c;  c'est  la  conjuguée  harmonique  de  la  tangente  de  A  par 
rapport  aux  deux  tangentes  de  C.  Deux  courbes  analogues  (c), 
(c'),  relatives  à  deux  points  différents  c,  c',  ont  ainsi  cinq  inter- 
sections réunies  en  chacun  des  pivots.  Elles  ont,  en  outre,  en 
commun  les  sept  points  de  contact  des  courbes  du  fui  sceau  avec  la 
droite  ce';  les  autres  points,  au  nombre  de  81  —  9.5  —  7=  12  sont 
les  points  doubles  supplémentaires  des  courbes  du  faisceau.  Ainsi, 
parmi  les  courbes  du  sixième  degré  ayant  les  mêmes  neuf  points 
doubles,  il  y  en  a  douze  qui  ont  un  dixième  point  double. 

(>.  Je  me  propose  de  former  effectivement  l'équation  générale 
des  courbes  du  sixième  degré  à  neuf  points  doubles.  Je  me  servirai, 
à  cet  effet,  de  la  dernière  proposition  énoncée  au  n°  3.  Je  prendrai 
une  cubique  A  triplement  tangente  à  une  conique  donnée,  et  je 
supposerai  les  neuf  points  déterminés  par  l'intersection  de  la 
cubique  avec  une  courbe  B,  du  quatrième  degré,  passant  aux 
trois  points  de  contact  de  A  et  de  la  conique.  Le  triangle  de  ces 
Irois  points  sera  le  triangle  de  référence. 

Représenlant  par  C  —  o  la  courbe  cherchée,  j'envisage  la  ligne 
composée  j|Xsj]  C.  Elle  a  pourpoints  doubles  tous  les  points 
d'intersection  de  A  et  de  IS.  On  aura  donc  une  identité  de  celte 
forme 

x,3r,XiG  =  1IJ1-  3AB-t-f  A». 

dans  laquelle  a,  fi,  v  sont  des  polynômes  avec  les  degrés  respectifs 
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i,  2,  3.  Le  problème  consiste  donc  uniquement  à  déterminer 
trois  pareils  polynômes,  de  telle  sorte  que  le  second  membre  soit 
divisible  par#,,  x2l  x9.  Comme  la  solution  n'offre  ainsi  aucune 
difficulté,  je  donnerai  seulement  le  résultat. 
Prenons  A  sous  cette  forme 

A  =  OLxx\(xt  -f-  Xt) -h  OLfXKx^  -hXi)-\-  OL^xl(Xi  -+-  Xt)  -+-  aXxX%X%, 

de  telle  sorte  que  la  cubique  soit  triplement  tangente  à  la  conique 

X\  Xy  -f-  X\  2*3  -f-  #3  X\  =  o. 

Le  polynôme  du  4e  degré  Ba  pour  forme  générale 

B  =  x% x%  P  -h  x$ X\  Q  -4-  Xi  x%  R, 

P,  Q,  R  étant  du  2e  degré.  J'écrirai  ces  polynômes  sous  la  forme 
usuelle 

et  ainsi  des  deux  autres. 

Voici  maintenant  quels  sont  les  polynômes  a,  (5,  y.  En  raison 
de  la  symétrie  des  notations,  je  peux  abréger  et  n'écrire  qu'un 
seul  terme  de  chaque  type;  les  autres  termes  se  déduisent  par  la 
permutation  des  indices  i,  2,3,  accompagnée  de  la  permutation 
correspondante  des  lettres  P,  Q,  R. 

a  =  oL^Xi  -4-  aj^j  -+-  OL^Xi, 

3  ~(Q|1  +  R11)^|  +  fapfiH-2!îS  + 5215^,^4-... 

\  a3  «J       / 

V  =  kXtXiX*  H Xi  -f-  I   2 1 )  XI X$  -+-...  . 

«i  \         a*  a3      / 

Les  trois  polynômes  sont  entièrement  déterminés,  sauf  le  seul 
terme  arbitraire  "kxi  x2Xs  dans  y  ;  d'où  résulte,  comme  il  convient, 
que  l'équation  cherchée  renferme  le  terme  arbitraire  XA2. 

7.  Voici  maintenant  un  cas  particulier  où  le  calcul  peut  être 
fait  tout  autrement,  et  dans  lequel  s'offre  une  circonstance  inté- 
ressante. Suivant  la  remarque  faite  dans  une  autre  occasion  (*), 


(')  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  IX,  p.  io5. 


les  viugt-sepl  points  sextacliques  d'une  cubique  se  partagent  en 
trois  groupes  de  neuf  points  :  un  même  groupe  comprend  les 
points  de  contact  de  la  cubique  avec  une  courbe  de  troisième  classe; 
lu  somme  des  arguments  de  ces  neuf  points  est  une  demi-période. 
Ils  peuvent  donc  être  pris  pour  les  points  doubles  d'une  courbe  C. 
Les  neuf  points  dont  il  s'agit  se  déduisent  de  l'un  d'eut 
xi  =  Xi  =  p,  Xj  =  I  par  le  changement  de  x,  et  x,  en  u>x,  et 
iù'xt,  (u  étant  racine  cubique  de  l'unité,  et  par  la  permutation 
des  indices.  Il  en  résulte  que  la  courbe  C  reste  inaltérée  par  ces 
changements,  et  que  son  équation  est  comprise  dans  la  forme 

C  =  oïr!  +  a6S  x\*\  -4-  Zcx^xlxl  -+-  GdxiX,x*  E«J  =  0.. 

Il  suffit  de  déterminer  les  coefficients  de  telle  sorte  que  cette 
courbe  ait  le  point  double  x,  =  xt  =  p.  #1=1;  elle  aura,  en 
même  temps,  les  huit  autres.  Celle  détermination  conduit  au 
résultat  suivant,  ou),  est  arbitraire  : 

6  =  -3p(p>-*-i). 

rf^_Xp(p*+i). 

La  circonstance  suivante  fait  l'intérêt  de  cet  exemple.  Les 
courbes  du  faisceau,  douées  d'un  dixième  point  double,  dégé- 
nèrent chacune  en  l'ensemble  de  trois  coniques.  On  obtient  un  de 
ces  groupes  en  supposant  5.  =—  1 ,  et  l'on  a  alors 

C  =*(x\  —  pxtXj)(x)  —  ç,x3xl){xl  —  px1xt). 

Les  trois  autres  groupes  se  déduisent  de  celui-là  par  le  change- 
ment du  triangle  d'inllexions.  Il  suffit,  à  cet  cfTct,  d'accentuer  les 
lettres  x,  p  et  de  faire  sueuessnement  les  substitutions  suivantes, 
m  désignant  toujours  une  racine  cubique  de  l'unité  : 

■r'i  —arj-r-wa-i-Hiu**!,        x't  =  x3  -+-  iu^j-.H-  lux,,        J-'j  =  J-3-H  x,  -+-  itt 
J-\    =  ISJi+Js-1-ïj,  x\  =  J-,-f-t.JJ-j-i-  T3,  x\   =  -t,-f-  Jf,^.  UJ!,, 

x",  —  tu'Ji-i-a-j-H  x3,  x"l  =  xx  ■+■  tu-xt-i-  x3;  xi  =  x,  -+-  xt  -±-  (u*.r,; 
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Dans  chaque  groupe,  les  trois  coniques  se  coupent  deux  à  deux 
en  trois  points,  les  neuf  points  donnés  étant  laissés  de  côté.  Ces 
trois  points  sont  les  sommets  d'un  triangle  d'inflexions.  Les 
douze  points  doubles  appartenant,  d'aprèsle  n°  5,  aux  courbes 
du  faisceau  sont  ainsi  les  sommets  des  quatre  triangles  d'in- 
flexions. 

Ces  faits  s'expliquent  très  facilement.  Chacun  des  neuf  points 
considérés  a  pour  argument  celui  d'un  point  d'inflexion,  augmenté 
d'une  demi-période  A,  la  même  pour  tous.  Soient  i,  2,  3  les  points 
d'inflexion  situés  sur  un  des  côtés  d'un  des  triangles;  4,  5,  6  sur 
un  autre  côté  du  même  triangle,  et  7,  8,  9  sur  le  troisième 
côté.  La  somme  des  arguments  des  points  correspondant  à  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  est  une  période  ;  ces  points  sont  donc  sur  une  conique. 
De  même  les  points  qui  correspondent  à  4?  5,  6,  7,  8,  9  sont  sur 
une  conique,  et  à  7,  8,9,  1,  2,  3  sur  une  troisième  conique.  Ainsi 
est  composé  le  groupe  de  trois  coniques  correspondant  à  un 
triangle  d'inflexions. 

* 

8.  Pour  généraliser  les  résultats  qui  précèdent,  envisageons  une 
courbe  Cm,  de  degré  3  m,  avec  neuf  points  multiples  d'ordre  m. 
Une  pareille  courbe  peut  exister;   son  genre  sera  égal  à  l'unité, 

car  on  a 

(3m  —  i)(3m  —  2)  m(m  —  1) 

i i '  —  9  — 1 i  —  1. 

En  outre,  si  l'on  donne  les  neuf  points,  on  impose  ainsi  des 
conditions  au  nombre  de  9 r~— *  juste  égal  à  celui  des  arbi- 
traires qu'admet  une  courbe  de  dçgré  3  m.  Cependant  si  les  points 
sont  quelconques,  la  courbe  n'existe  pas.  La  solution  illusoire 
consiste  en  une  cubique  A,  comptant  m  fois. 

Pour  les  mêmes  raisons  qu'au  n°  2,  on  voit  que  les  neuf  points 
multiples  d'ordre  m  d'une  courbe  de  degré  Zm  sont  les  points 
multiples,  de  ce  même  ordre,  d'une  infinité  de  pareilles  courbes. 
Il  n  y  passe  qu'une  seule  courbe  du  troisième  degré. 

Sur  la  cubique  A,  passant  en  ces  neuf  points,  la  somme  des 
arguments,  répétée  m  fois,  fait  une  période.  La  somme  est  donc 
elle-même  la  |jiième  partie  d'une  période,  jx  étant  un  diviseur  de  m. 
Mais,  si  jjl  diffère  de  //?,  les  courbes  C^,  de  degré  3[jl,  ayant  ces 


points    pour    multiples    d'ordre    u.,    forment    un    faisceau,     et   ta 

courbe  0„.  d ('■"!'■  tu-rc  en  l'ensemble  de  —  courbes  C...  Donc  la  hai- 

n  H 

son  entre  les  points  consiste  cn  ce  que  la  somme  de  leurs  argu- 
ments soit  proprement  la  m'*""  partie  d'uue  période. 

9.  Huit  de  ces  points  a,,  ....  at  étant  donnes,  si  l'on  prend  une 
cubique  A  du  faisceau  qu'ils  déterminent,  on  obtient  sur  celle 
cubique  autant  de  points  ;/„  qu'il  y  a  de  solutions  au  problème  de 
la  division  propre  des  périodes  par  le  nombre  m.  Soit  ni  décom- 
posé en  facteurs  premiers 

m=p*q*rl..., 
le  nombre  des  solutions  est  celle  fonction  arithmétique 

„„,_,(,_,)(,_■)(,-,).... 

Tel  est  le  nombre  des  points  mobiles  où  une  cubique  du  faisceau 
rencontre  le  lieu  du  point  at.  Il  est  d'ailleurs  visible  que  ce  lieu  ne 
passe  pas  au  neuvième. pivot  a'a,  l'argument  de  n,  devant  différer 
de  celui  de  «j  par  une  fraction  de  période. 

Soit  3  l'ordre  de  multiplicité  de  chacun  des  huit  pivots  sur  le 
lieu  de  a3.  Ces  huit  points  donnent,  dans  la  somme  des  arguments 
des  intersections  de  ce  lieu  et  d'une  cubique  A,  l'élément 
o(«,  +...  +  ««).  Soit  v  l'argument  de  «'„  ;  elsoienl  aussi  h,,  h-2,..., 
les  m"""  parties  des  périodes.  La  somme  h\  -+-  ha  ■+■ .  .  .  est  une 
période.  Donc  les  divers  points  a»  situés  sur  A  apportent  à  la 
somme  des  arguments  l'élément  i(rt()f,  ou  —  •l(m)(ui  -h...-t-M»)- 
La  somme  totale  devant  faire  une  période,  on  a  5  —  i(«i). 

D'autre  part,  si  (/est  le  degré  du  lieu,  on  aura  id — 80  =  ■{.(»*). 
Donc  </=  'iif(m).  Ainsi  : 

Etant  donnés  /mit  points  multiples  d'ordre  m  d'une  courbe 
de  degré  Zm,  qui  doit  avoir  un  neuvième  point  multiple 
d'ordre  ni,  le  lieu  de  ce  neuvième  point  est  une  courbe  du  degré 
3ty(m),  sur  laquelle  chacun  des  huit  points  est  multiple  d'ordre 

Pour  une  cubique  unicursalc  A,  la  division  des  périodes,  au  lieu 
d'avoir  trait  aux  fonctions  elliptiques,  se  rapporte   aux   fonctions 


-  171  - 

circulaires.  Le  nombre  des  solutions  est  alors  cette  autre  fonction 
arithmétique 

?(»,)=  m(.-l)(.-l)(,--i).... 

Les  autres  solutions  se  réunissent  au  point  double.  Par  consé- 
quent :  en  chacun  des  douze  points  doubles  des  cubiques  du 
faisceau  déterminé  par  les  huit  points  le  lieu  précédent  a, 
avec    la    cubique,   des    intersections    réunies    au   nombre   de 

Une  étude  plus  approfondie  serait  sans  doute  nécessaire  pour 
examiner,  dans  chaque  cas,  la  nature  de  ces  points  sur  ce  lieu. 
Par  exemple,  pour  m  =  3,  on  a  ty(m)  —  <p(#*)  =  6.  Eu  égard  aux 
autres  points  singuliers,  c'en  est  assez  pour  conclure  qu'en  chacun 
des  douze  points  la  courbe  a  deux  branches  tangentes  aux  deux 
branches  de  la  cubique. 

10.  Dans  le  faisceau  Cm-\-'kAm=  o  se  trouvent  des  courbes 
ayant,  en  outre,  un  point  double.  Leur  nombre  se  trouve  par  une 
analyse  semblable  à  celle  du  n°  o.  La  seconde  caractéristique  est 
réduite  de  3(m —  î)  unités  par  l'existence  de  la  courbe  multiple 
Am.  Elle  est  ainsi 

v  =  2(3/n  —  i)  —  3(/n  —  i)  =  3/n-hi. 

Le  lieu  (c)  des  points  où  les  courbes  du  faisceau  sont  touchées 
par  les  tangentes  issues  d'un  point  c  est  ainsi  de  degré  Zm  -\-  2. 
En  chaque  pivot,  il  a  une  tangente  passant  en  c,  et  (m  —  i)  tan- 
gentes indépendantes  de  c.  Deux  pareilles  courbes  (c),  (c7),  ont, 
de  la  sorte,  en  chaque  pivot,  des  intersections  réunies  au  nombre 
de  m2 -{- m  —  i.  Le  nombre  des  points  doubles  est,  par  consé- 
quent 

(3»t+  a)1 — (3  m  -+- 1)  —  9  (m1  •+•  m  — i)  =  ï'à. 

Ainsi,  parmi  les  courbes  de  degré  3/ra,  ayant  les  mêmes  neuf 
points  multiples  d'ordre  //i,  il  y  en  a  douze  qui  ont,  en  outre  % 
un  point  double.  Cet  énoncé  singulier  s'applique  aussi,  comme 
on  voit,  au  cas  m  =  i . 

il.  Le  lieu  du  neuvième  point,  dont  le  degré  est  3^(/n),  se 


simplilie  notablement  quand  les  huit  points  donnés  sont  les  point» 
d'inflexion  d'une  cubique.  On  a  déjà  vu,  au  n"  o.  qu'il  se  réduit  h 
une  ligne  droite  pour  m  =  2.  Pour  «1  =  3,  il  cesse  roanîfestemeiil 
d'exister;  les  courbes  Cm  n'existent  pas  non  plus.  Pour  les  autres 
cas,  la  simplification  se  trouve  aisément  au  moven  des  résultais 
que  j'ai  démontrés  dans  un  Mémoire  sur  tes  courbes  du  troi- 
sième degré  (Mathetnniische  Annalen,  t.  XV,  p.  375),  cl  voici 
le  résultat  : 

Si  les  huit  /'oints  tant  tes  points  d'inflexion  ttun<-  cubique, 

le  degré  du  lieu  du  neuvième  point  se  réduit  à  j-^(m),  nu  lieu 
de.  3<!f(m);  ce  lieu  ne  pusse  plus  m  aucun  des  points  donnés, 
/tri  outre,  si  m  est  divisible  pur  3,  le  lieu  se  décompose  en 
huit  courbes  distinctes. 

Par  exemple,  pour  m  =  9,  le  lieu  se  compose  de  nuit  cubiques 
équiaoharmoniques  dont  chacune  est  inscrite  et  circonscrite  .1  la 
fois  à  trois  des  triangles  d'inflexions  (loc.  cit.,  p.  36a);  pour 
m  =  6,  il  se  compose  de  finit  droites;  pour  m  =  4,  d'une  courbe 
du  quatrième  degré. 


Quelques  théorèmes  de.  Géométrie  à  n  dimensio 
par  M.  V.  Schlegel. 


lillrt    iMNi.) 


Introduction.  —  Parmi  les  notions  de  Géométrie  susceptibles 
d'être  étendues  à  n  dimensions  se  trouve  aussi  celle  de  la  figure 
complètement  limitée.  Quant  aux  figures  régulières  (polygones  et 
polyèdres),  on  sait  qu'il  v  a  dans  l'espace  à  quatre  dimensions 
six  figures  de  celte  espèce,  et,  en  général,  qu'il  y  a  trois  séries  de 
figures  régulières,  dont  les  premiers  tenues  sont  :  i"  le  triangle 
et  le  tétraèdre  ;  a"  le  carré  et  le  cube  ;  3"  le  carré  et  l'octaèdre  (  '). 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  se  restreindre  aux  figures  régu- 


irtl  ipaçe  (  Âmeric.  Journal  oj 
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lières.  Dans  un  Mémoire  intitulé  :  Théorie  des  figures  composées 
homogènementj  qui  va  paraître  bientôt  dans  les  Nova  Acta  Aca- 
demiœ  Leopold.  CaroL,  vol.  XLIV,  j'ai  établi  la  notion  des  figures 
limitées  homogènement.  Je  dis  qu'une  figure  à  n  dimensions  est 
limitée  homogènement  si  :  i°  à  chaque  sommet  se  rencontrent  le 
même««ombre  d'arêtes,  de  plans,  de  corps,  etc.  ;  2°  suivant  chaque 
arête  se  rencontrent  le  même  nombre  de  plans,  de  corps,  etc.,  etc. 
En  disant,  pour  abréger,  «  homogène  »  pour  «  limité  homogène- 
ment »,  on  voit  que  tous  les  polygones  plans  sont  homogènes.  On 
peut  démontrer  que,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  il  n'y  a  que 
cinq  espèces  de  polyèdres  homogènes,  dont  les  cas  spéciaux  (les 
polyèdres  réguliers)  naissent  par  la  supposition  que  les  figures 
limitantes  soient  régulières.  Egalement,  il  y  a  six  figures  homo- 
gènes dans  l'espace  à  quatre  dimensions  et  trois  dans  tout  autre 
espace. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  je  vais  démontrer  qu'on  peut  étendre 
quelques  théorèmes  de  Géométrie  à  l'espace  à  n  dimensions.  A  cet 
effet,  il  sera  nécessaire  d'examiner  les  trois  séries  de  figures  l'une 
après  l'autre. 

Quant  à  la  méthode  de  recherche,  il  n'y  en  a  qu'une  seule  qu'on 
puisse  employer,  si  l'on  veut  obtenir  les  résultats  géométriques 
par  des  calculs  simples  :  c'est  la  méthode  de  M.  Grassmann.  Pour 
comprendre  les  recherches  suivantes,  il  suffira  de  savoir  que,  si  et 
et  e2  sont  deux  points  d'une  droite,  chaque  point  x  de  la  droite 
peut  être  représenté  par  l'équation 

où  a,  et  a2  sont  deux  nombres  réels,  dont  la  somme  peut  être 
posée  égale  à  1.  On  tire  de  cette  équation 

x  —  e\        ai 
Cette  équation  dit  que  le  rapport  des  distances  et  x  et  xe2  est 
égal  à  —  •  11  faut  encore  savoir  que  le  «  produit  extérieur  »  de  deux 
points  A  et  B  est  la  longueur  de  la  droite  entre  A  et  B  ;  que 

(AB)  =  -(BA), 

d'où  il  suil  que 

(AAj  =  o. 


(La  distance  A  —  B  et  la  partie  linéaire  AB  sont  deux,  notion; 
difl'érentes.  Deux  distances  de  môme  longueur  A  —  B  et  Ai  —  B, 
sont  égales,  si  elles  sont  situées  sur  la  même  droite  ou  sur  deux 
parallèles;  au  contraire,  deux  parties  linéaires  AB  et  A|  B|  seule- 
ment, si  elles  se  trouvent  sur  la  même  droite.) 

Également  on  peut  dériver  un  points,  situé  dans  le  plan,  de 
trois  points  e,,  e»,  e„  an  moyen  des  nombres  a,,  acs,  «j,  par 
l'équation 

et  ainsi  de  suite. 

1.    FlC-tBES    DE    Li    PltEMIÈBE    SÉBIE   (  '  ). 

Triangle.  —  Soient  eit  e3,  e»  les  sommets  d'un  triangle-  Les 
centres  des  arêtes  (j(,  X5,  xt)  sont  déterminés  par  les  équations 

(m  x  m  e*~>~g'       »  =  ''  +  f'       x  __  ei  ■*■  e* 

d'où  l'on  lire 

(a)  et-het  +  ei=  »*,-t-  e,  =  »ïj  +  e,  =  ay»+  «,. 

Ces  équations  disent  que  les  droites  ^iC,  3;2e21  ^ej  passent  par 
un  point  (x)  qui  est  donné  par  l'équation 

(3)  3T  =  e,  +  e,-t-e1\ 

par  conséquent,  x  est  le  centre  de  gravité  du  triangle. 

Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (3)  «s  +  ^j  par  sa  valeur  ax,. 
on  obtient 

3it  =  <i  +  ij'i 
et,  en  retranchant  3e(, 

3(3r-ei)  =  a(a-1-el) 


ce  qui  exprime  la  propriété  connue  des  transversales. 


Érie  est,  a  proprement  parler,   la  partie  d'une 
mais  elle  n'offre  pas  île  qualités  remarquables 
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Tétraèdre.  —  Soient  et,  e2,  e99  ek  les  sommets  d'un  tétraèdre. 
Alors  les  centres  des  arêtes  sont 

__  gr-4-  es 
xrs-—^— 

et  les  centres  des  faces 

xu—  ^ (r,  s,  t,  u  =  i,  2,  3,  4). 

Soient  yK  et  y2  des  points  quelconques  donnés  sur  les  droites 
x{  es  et  x2e2\  on  a 

yx  ==afe,-f-  pirrj     (a,  -f-  Pi  =  i), 

y%—  ««<?*-*-  fr^i     («!■+■  ?î  =  i) 

ou 

3,  3t  3, 

7i=  «i  *i -*- y  «t -+-  ^3+J^, 

3i  3i        3s 

Pour  que  les  deux  points  y{  ety2  coïncident  en  un  point  xy  il  faut 
que  les  coefficients  des  points  e<,  e2,  ...  soient  égaux  deux  à  deux, 
parce  qu'un  point  ne  peut  être  dérivé  de  quatre  autres  points  que 
d'une  seule  manière.  On  a  donc  les  conditions 

_  P»     ;  _  P 


«i=f.     «i=y>     Pi=  Pi 


ou 


1      "*       3         3 

En  ajoutant  la  condition 

a, -h  p,  =  i, 

on  obtient 

et  les  valeurs  de ^  et^2  deviennent 


__  gt  ■*-  e*+-  e*-*-  *i , 
4 


donc  les  droites  xK  eK  et  x2e2  passent  par  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre.  En  changeant  les  indices,  on  voit  que  les  droites  x*ez 
et  xkeK  ont  la  même  propriété.  On  a  donc  le  théorème  connu  : 

Les  quatre  droites  qui  joignent  les  sommets  dUtn  tétraèdre 
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avec  tes  rentre 

de  gravité  des  faces 

opposées 

passer 

t  par 

U 

centre  de  gravite'  du  tétraèdre. 

En  remplaçai! 

t  dans  la  formule 

.(*  =  *,  +  «!+»,+  », 

ea-i-ei+e,  pa 

la  valeur  3  x, ,  on  oblie 

ni 

ei,  en  retrancha 

ni  4  «?i  des  deux  cotés, 

-*) 

ou 

x  —  et  _  3 
«■i  —  «t  —  4' 

ce  qui  exprime 

a  propriété  connue  des 

transversales  du 

tétraèdre 

En  remplaça 

il,  d'autre  part,  s, -t- c 

par  7.  x. 

i    el   c, 

-H*» 

t* 

u;,i,  il  vient 

i  a-  =  a  xit  -t-  a  xu 

ou 

_    f»-^3-lt 

On  a  donc  le  théorème  : 

Le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  est  au  milieu  de  la  droit 
qui  joint  les  centres  de  deux  arêtes  opposées  quelconques. 

Pour  le  triangle  xsle,et,  les  résultats  obtenus  donnent  encon 

Les  droites  qui  joignent  deux  sommets  d'un  triangle  (e,,ea 
au  milieu  de  la  troisième  transversale  (xitXn)  divisent  le: 
arêtes  (xitet,  xa,<?3)  dans  la  proportion  i'.u,  et  se  tlivisen. 
entre  elles  dans  la  proportion  i  :  3. 

La  projection  d'un  tétraèdre  sur  le  plan  est  un  quadrilatère  avei 
ses  deux  diagonales  (il  y  a  deux  formes  de  cette  figure,  sclor 
qu'un  sommet  est  situé  dans  le  triangle  formé  par  les  trois  autre; 
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ou  non).  Les  théorèmes  énoncés  ci-dessus  sur  le  tétraèdre  de- 
viennent  pour  la  projection  les  suivants  : 

Si  F  on  joint  chaque  sommet  d'un  quadrilatère  avec  le  centre 
de  gravité  du  triangle  formé  par  les  trois  autres  sommets,  ces 
quatre  droites  passent  par  le  même  point  et  se  divisent  entre 
elles  suivant  la  proportion  i  :  3.  Passent  aussi  par  le  même 
point  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  de  deux  arêtes 
opposées  et  ceux  des  diagonales  du  quadrilatère.  Ces  droites  se 
divisent  en  parties  égales. 

Pentaédroïde.  —  Nous  appelons  ainsi  (suivant  M.  Stringham) 
la  figure  à  quatre  dimensions  qui  est  limitée  par  cinq  tétraèdres, 
dont  quatre  ont  chaque  fois  un  sommet  commun. 

Soient  £|,  e2,  ...,  €5  les  sommets  de  cette  figure.  Alors  les 
centres  des  dix  arêtes  sont 

Xvs  =,  — _ —  , 
les  centres  des  dix  faces 

Trst  -  3 

et  les  centres  des  cinq  corps  limitants 

Xv=z _ (r,  Sj  /,  m,  v  =  1,  2,  3,  ii  5). 

» 

Soient  Y\  et  ra  des  points  quelconques  donnés  sur  les  droites 
xKeK  et  x2e2;  on  a 

Vi=*i<ri-+-  3,.r,     ia, -h  £,  =  i), 
va  —  aa et  -h  pjrs     ( «,  -+-  ps  =  1) 

ou 

3  3  3  3 

J'i  =  «i  *\  -+-  41  't  -+-  t  ^  +  *r  «v  -H  ^  «s, 

114  4 

V,  =    9  (?,  -»-    ïj^j     -h    9  <?3  "4-   9  €%  "4-  ^r  «3- 
4  4  »  4 

Pour  que  les  deux  points  yK  e\.y%  coïncident  en  un  point  x,  il 
faut  que  les  coefficients  des  points  eK ,  e2,  ...  soient  égaux  deux  à 
deux  (comme  ci-dessus).  On  a  donc  les  conditions 

»i  —  —'     **--  —•     ,3i  —  i3* 
1  4 

x.  ia 


En  ajoutant  la  condition 


„ft  .%: 


-,+?,=■. 


fin  obtient 

.,=!.    ?.  =  !, 
et  les  valeurs  de  _>',  et  yt  deviennent 

r_  g|+ct-i-<i-»-et-t-ft 

Donc  les  droites  x,ei  et  xse3  passent  par  un  point  qu'on  peut 
appeler,  par  analogie,  ■  centre  »  du  pentaédroïde .  En  changeant 
les  indices,  on  voit  que  les  droites  xtet,  Xjtf»,  :rae4  ont  la  même 
propriété-  On  a  donc  le  théorème  : 

Les  cinq  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  pentaédroldt 
avec  les  centres  des  corps  opposés  passent  par  te  centre  du  peu- 
taédroïde. 


En  remplaçant  dans  la  formule 


el,  en  retranchant  5  e,  des  dei 


Donc  :  Les  cinq  droites  ci-dessus  mentionnées  se  divisent  entre 
elles  suivant  la  proportion  de  i  :  4- 

En  remplaçant,  d'autre  part,  e,  +  et  par  a  a:,,    et    Ci-r-e~,  +  ei 
par  3.t,,î,  il  vient 

S{«--a-„)=  îfa-i.i— Jr„), 
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on 


X    —  JT 


\i 


^345 J"lî  5' 


c'est-à-dire  que  :  Les  dix  droites  qui  joignent  le  milieu  de  chaque 
arête  avec  le  centre  de  la  face  opposée  passent  par  le  centre  du 
pentaédroïde  et  se  divisent  entre  elles  suivant  la  proportion 
de  2  :  3. 

La  projection  d'un  pentaédroïde  dans  l'espace  est  un  corps  qui 
affecte  deux  formes,  selon  qu'un  sommet  est  situé  dans  le  té- 
traèdre formé  par  les  quatre  autres  ou  non.  On  obtient  le»  deux 
formes  en  joignant  un  point  (5)  situé  dans  un  tétraèdre,  ou  en 
dehors,  avec  les  quatre  sommets  (1,2,  3,  4)»  Alors  les  cinq  té- 
traèdres sont  1234)  i2359  i345,  1245,  2345.  On  voit  aussi  faci- 
lement qu'aucune  des  arêtes  et  des  faces  du  pentaédroïde  n'a  dis- 
paru par  la  projection. 

Les  théorèmes  énoncés  ci-dessus  sur  le  pentaédroïde,  appliqués 
à  sa  projection,  deviennent  les  suivants  : 

Si  Von  joint  un  point  avec  les  sommets  d'un  tétraèdre  et 
chacun  de  ces  cinq  points  avec  le  centre  du  tétraèdre  formé 
par  les  quatre  autres,  ces  cinq  droites  passent  par  le  même 
point  et  se  divisent  entre  elles  dans  la  proportion  de  1  :  4- 
Passent  aussi  par  le  même  point  les  dix  droites  qui  joi- 
gnent deux  à  deux  les  milieux  des  arêtes  avec  les  centres 
des  faces  opposées.  Ces  droites  se  divisent  dans  la  proportion 
de  2t3. 

Figure  à  n  dimensions.  —  Sur  la  figure  à  n  dimensions  se 
trouvent  des  figures  limitantes  à  o,  1,  2,  . . .  (/i  —  1)  dimensions, 
c'est-à-dire  des  sommets,  arêtes,  faces  (triangles),  corps  (té- 
traèdres), etc.  Alors  le  nombre  des  figures  limitantes  à  k  dimen- 
sions est ( *  ) 

in+tUnXn-i).    .[;»-■(*-.,)]  =       ^  j 
1 .  a .  3  . . .  (  k  -h  1  ) 


(')   Voir  Stmx<;iiav,  toc.  cit.,  p.  1.  —  Pour  k  =2  n  —  î,  on    obtient  (n  +i);"'  ou 
/#  -4- 1. 


(n-n)*  arêtes, 


Soient  C(,  £,,  ...,  e„+i    les    sommets   de  la    figure.     Alort    l« 
centres  des  arêtes  sont 


les  rentres  des  faces 


et,  en    général,    les    centres    des   figures  limitantes    à    /-    dïmen- 


(r  =  i.a,  3,. ../.  +  .,. 


Chaque  ligure  à  f>  dimensions  est  située  vis-à-vis  d'une  autre 
a  (n  —  k — i)  dimensions.  Le  nombre  des  unes  est  aussi  grand 
que  celui  des  autres,  à  cause  de  l'identité 

(„-n)<*+ii  =  („-n/<.-*-— ». 


les  centres  de  deux  figures  limitantes  à  k  dimensions. 


les  centres  des  figures  situées  vis-à-vis  des  premières. 
En  outre, 

j-,=  «,:r*4- ?,*?"*"'     («.+  ?!='). 

deux   points   quelconques    donnés    sur  les    droites    x\x"~*~l    et 
X>LX"  * "'■    ^n  remplaçant  les  points  x  par  leurs  valeurs,  on    oh- 


tiendra 
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.>'!  = 

Pi*i          «i         ,     «i  «•              ,    «i***-i 
n  —  A:       k-hi        k-î-i                   k  +  i 

,       Pl«*4-3      ,       pl«M-HV      ,                 ,       ?l«rt-f-1 

n  —  k        n  —  k                  n  —  k 

Ji  = 

«î*i          Pt*i          *t«i                  «««*+« 
X--M        n  —  A:       A:  -m       ""       A:  -f- 1 

/i  —  A"         /i  —  A:                  n  —  k 

Pour  que  les  deux  points  ys  ely2  coïncident  en  un  point  x,  il 
faut  avoir 

pi     _     **  gi     _     P«         «=• 

/i  —  A-       A*  -4-  i    *  k  -m        /i  —  A: 


et,  par  conséquent, 

Pi  =  Pi, 

ce  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 


«i  «a  Pi  P« 

A* -4-i       A:  -4-  i        /i  —  A*       n  —  k 


En  ajoutant  la  condition 

«i-hpi~ 

I» 

on  obtient 

a,= 

A:-hi       Q 
»     Pi  = 

n-A- 

et  les  valeurs  de  yK 

etj'2 

deviennent 

x  = 

6i  -4-  €  j  -h  .  . . 

•  -*-  «a-f-1 
■  » 

n 


ce  qui  est  le  centre  de  la  figure  donnée  à  n  dimensions. 
On  a  donc  le  théorème  général  : 

Dans  une  figure  de  la  première  série  et  à  n  dimensions, 
les  (n  -h  i)(*+l>  droites,  qui  joignent  les  centres  de  toutes  les 
figures  limitantes  à  k  dimensions  avec  les  centres  des  figures 
opposées  à  (n — A*  —  i)  dimensions,  passent  par  le  centre  de 
la  figure  donnée  et  se  divisent  entre  elles  suivant  la  proportion 
de  (k  -f-  i)  :(/i  —  k). 

Ce  théorème  ne  change  pas  si  les  n  -f- 1  sommets  de  la  figure 


donnée  sont  situés  dans  une  étendue  à  moindre  nombre  de  dimen- 
sions. On  a,  en  particulier,  si  les  points  sont  situés  dans  l'espace 
ou  dans  un  plan  : 
1"  Pour  £=  o  : 

Étant  donnés  n  ■+■  i  points,  /es  droites  qui  joignent  chacun 
d'eux  avec  le  centre  de  gravité  des  n  autres  passent  par  U 
centre  de  gravité  des  (n  +  i)  points  et  se  divisent  entre  elles 
suivant  la  proportion  de  i  ;  n. 

a"  Pour  fi  =  i  : 

Si  l'on  joint  les  (n  -\-  i)  points  donnés  deux  à  deux  par  des 
droites,  et  le  point  milieu  de  chaque  droite  avec  le  centre  de 
gravité  des(n  —  i)  autres  points,  ces  dernières  (n  -f-  i)'1'  droites 
passent  par  le  centre  de  gravité  des  (n-t-  i)  points  donnés  et 
se  divisent  entre  elles  suivant  la  proportion  de  a  ;  (n  —  j),  etc. 

It  est  enfin  aisé  de  voir  qu'il  y  a  encore  d'autres  propriétés  du 
triangle,  susceptibles  d'élre  étendues  à  la  figure  à  n  dimensions. 
Mais  il  arrive  quelquefois  que  ce  n'est  pas  la  figure  générale  qui 
a  la  propriété  dont  il  s'agit,  mais  une  forme  spéciale.  Nous  ver- 
rons la  même  cliose  dans  ce  qui  suit. 

II.   —  Figures  de  l\  deuxième  séiiie. 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'étendre  les  propriétés  du 
quadrilatère  complet  aux  autres  ligures  de  cette  série;  mais  il 
faudra  auparavant  rechercher  la  ligure  analogue  située  sur  la  droite. 
C'est,  comme  dans  le  premier  cas,  la  partie  comprise  entre  deux 
points  ((■,,  <■;),  complétée  par  deux  points  harmoniques. 

Points  harmoniques.  —  Si  deux  points  xt  et  j-a  sont  har- 
moniques pur  rapport  à  e,  el  c2,  on  a 


ou 


«1 
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X\  —  e\        x% — t\ 


Cj —  X\       x% —  e% 

ce  qui  est  la  relation  connue  entre  les  points  harmoniques.  En 
outre,  on  voit  que,  xK  étant  choisi  à  volonté,  x2  est  complètement 
déterminé  à  l'aide  des  nombres  a4  et  a2. 

Avec  les  points  A,  B,  C,  on  peut  former,  les  couples  (A,B), 
(B, C),  (C,  A).  Alors  on  peut  déterminer  trois  points  C<,  A<,  B^ 
de  façon  que  les  couples 

(A.Bl.fC.C,),    (B,C),(A,A,),    (C,A),(B,  B,) 

soient  harmoniques.  On  peut  facilement  établir  les  équations  qui 
expriment  ce  fait  connu. 

Quadrilatère  complet  (fig*  i).  —   Soit   donné   (Jig*    i)   un 

Fig.  i. 


point  M  dans  le  plan  d'un  triangle  eie2ei  par  l'équation 

(i)  M  =  aiCiH-  «i^j-h  a3es(1). 

Alors  les  points  d'intersection  des  droites  Me<,  Me2,  Met  avec  les 
arêtes  du  triangle  sont  : 

IMt  =  M  —  «i^t  =  «jCi-h  a3e3, 
Mj  =  M  —  a,  et  ==  a3 e3 -+-  at  e u 
M3  =  M  —  «3  e3  =  «|  et  -h  «i  e». 


(  '  )  Nous  ornellroiis,  pour  abréger,  le  facteur  numérique  à  gauche;  qui  est  tou- 
jours r^al  à  la  somme  des  facteur»  à  droite.  -  » 
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On  a  maintenant  trois  quadrilatères,  MM^iM,,  MMje,M(. 
MM,  eaMï,  dont  les  troisièmes  diagonales  sont  respectivement 
e,(fj,  ff|«n  i*|C,. 

Nous  nous  bornerons  à  étudier  la  première  de  ces  figure*. 
MM,^i  Mj.  Ln  diagonales  sont  M,  M  ,.  Me,,  ct<rs.  I_es  points  d'în- 
lerseclion  de  ces  droites  sont  donnés  par  les  équations 

I  P,   =  M,-*-M,      =  M  -Mif,, 
(3)  '  M|  =  a,«i4-  ajej=  M  —  *i#tj 

(  M„  =  M,—  M,     =  a,?,—  !,<-,. 

On  voit  par  ces  équations  que  les  couples 

(l'iMi.Me,),     (M,M,a,e,ej),    (M„l>„  M,M,  > 

sont  harmoniques. 

Eu  permutant  les  indices  circulaîrement,  on  obtient  les  mêmes 
résultats  pour  les  deux  autres  quadrilatères. 

Comme 


M,t+M», 


=  (M, 


-M,)-M.M,— M,)-MM*- 


-  M,  )  = 


on   voit  que  les  points  MfJ,  M,a,  M,,  sont  situés  sur   la  même 

Les  centres  des  diagonales  MiMj  et  Me,  (multipliés   par  a) 
sont 

(«>  (M.+  m,)  =  ^^^  +  ~TT^' 

(à)  (e,  +  M)  =  0-"i>'iL-t-='iFi  +  a>f'>- 

On  lire  de  (a) 

("^■«tjl'i  +  'illMi+Mj'l^  a,[ïaej+  «,«!  +  (  14- «]  )*■,]-(-  a,  »,  (  rt  +  e,  |, 

ou,  à  l'aide  de  (b), 

(a,-i-  »,)(».+  «.J(M,+  M,)  = 


t,(e,+  M)-H«ii,(e,-*-e,). 


Celte  équation  dit  qu'il  existe  une  relation  numérique  entre  les 
centres  [ï(Mï  +  M3),  -J{e,  +  M),  ^(^j+^s)]  des  diagonales  du 
quadrilatère  complet,  ou  que  ces  centres  sont  situés  sur  la  même 
droite. 

Tout  ces  résultats  sont  bien  connus,  mais  il  fallait  les  démon- 
trer ici,  eu  égard  à  l'analogie  des  figures  A  plus  de  deux  dtmen- 
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sions  et  pour  mieux  préparer  le  lecteur  aux  calculs  dont  nous  allons 
faire  usage. 

Ainsi  nous  allons  démontrer  l'analogie  entre  le  quadrilatère 
complet  et  la  figure  de  quatre  points  harmoniques  sur  une  droite  : 

i°  Si  Ton  multiplie  extérieurement  les  équations  des  points  har- 
moniques 

(«i  -+-  *i) X\  =  «i  Ct  -h  ai<?î, 

par  eK  et  par  e2,  on  obtient  (comme  eiei  =  e2e2  =  o) 

(a,-fa,)(j,c,)=      «î(«i«i),    (*t-H<Xi)(ei*i)  =  *i(ei«i), 

Donc,  par  division, 

< *\ et )  __  (xtex ) 

En  remplaçant  (tfa^)  par  — (^i^a),  on  peut  donner  à  cette 
équation  la  forme 

(xve%)  (#,<?,) 

Multiplions  alors  extérieurement  les  équations  du  quadrilatère 
complet  MM2£|M3, 

i    Mt  =  «i^i-+-  a3 e3     par     (<?tei)  et  (<?3*t)> 
(2)  '    M,=  a,e3+iiet     par    (<?i«3)  et  (e,^s), 

(  M3=  a^ei-t- «i^j     par    (e3«t)  et  (etes). 

En  ajoutant  à  gauche  les  facteurs  omis,  nous  obtiendrons 

I(Mxexel)  =  *z(e3exet\  (Mt*3ei)  =  at(ete3<?i), 

(Mje,<?,)  =  «i(*i*t«»),  (M^*,)  =  a3(e3<?i«?i), 

(M3<?3<?,)  -=  aî(«i*3<?i),  (M3<?î<?3)  =  «i('i*î*s)- 
Or  on  a 

parce  qu'un  produit  extérieur  reste  invariable  par  deux  permuta- 
tions de  facteurs  voisins. 
Donc,  par  division, 

V  (Mi^g»)  _  «3       (M3<?3<?!)  _  a,       (M»*^)  =  «j, 

(  M, <?3e,)  ~~  «,'     (M3<?2<?3)  ~~  *,  '     (M,«itfj>      «»* 


■ 


U) 


(MiCiCi)  (  M, e, e,  )  (M,e 


Comme  un  produit  extérieur  de  trois  points  A,  B,  C  représente  la 
double  aire  du  triangle  ABC,  on  voit  que  la  dernière  équation  éta- 
blit, entre  les  triangles  du  quadrilatère  complet,  une  relation  tout 
à  l'ait  analogue  à  celle  qui  existe  entre  les  distances  des  point» 
harmoniques. 

Au  surplus,  on  peut  vérifier  le  dernier  résultat  par  une  simple 
réflexion  géométrique.  On  a  évidemment 

(Mte,«,)  =(M,fQ=»1j 
iMieje,)       fejM,)       «,' 

et  de  mente  les  deux  autres  équations  (3"). 

A  cause  de  la  relation  (4),  ou  peut  dire  que  le  groupe  des  points 
M,,  Ma,  M,  est  harmonique  par  rapport  à  e,,  es,  ea,  d'où  résulte 
le  théorème  : 

Il  y  a  dans  le  plan  un  nombre  infini  de  groupes  de  trois 
points,  qui  sont  harmoniques  par  rapport  à  un  groupe  donné. 
Avec  ce  groupe  (e,,  es,  «s),  chaque  quatrième  point  (M)  déter- 
mine trois  autres  points  (M,,  Ma,  M,)  harmoniques  par  rapport 
à  (e,,  e„  e»). 


■  Si  l'o 


>ut  les  équations  des  points  harmoniques 


en  posant 


(fc+fc)«l=Pl* 


trime  ce  théorème  connu  : 


Si  le.   couple  £,,  Xi  est  harmonique  par  rapport  à  (e, 
{et,  ct)  est  aussi  harmonique  par  rapport  à  &u  xt. 
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De  même,  en  regardant  les  équations  du  quadrilatère  complet 

M  =  «1*1-+-  («î -h  a3)Mt, 
M  =  a, e, -f-  ( «j -4-  «i)Mj, 
M  =  «««»-+- («i-t-aOMj, 

on  voit  que  les  groupes  (tfi,tf2,e3),  (M4,M2,M3)  dépendent  l'un 
de  l'autre  par  des  équations  analogues.  Par  conséquent,  on  peut 
dire  : 

Si  le  groupe  (M,,M2,M3)  est  harmonique  par  rapport  à 
(Vi,£2,tf3),   (^\y^2y^z)   est   aussi   harmonique  par  rapport   à 

(M„Ma,M,). 

Néanmoins,  il  faut  remarquer  que  la  réciprocité  entre  les  groupes 
(M,,  M2,  M3)  et(*?,,  <?2,  e3)  n'est  pas  aussi  complète  que  celle  entre 
les  couples  harmoniques  (xt,  x2)  et  (el?  e2). 

On  voit,  par  exemple,  que  deux  points  e  sont  en  ligne  droite 
avec  un  point  M,  mais  non  vice  versa.  Il  fallait  s'attendre  à  cette 
circonstance,  parce  qu'il  y  a  réciprocité  sur  la  droite  entre  deux 
points,  sur  le  plan  entre  un  point  et  une  droite;  par  conséquent, 
il  faut  que  la  relation  réciproque  à  celle  de  points  soit  une  relation 
de  droites.  En  efTet,  soit 

(6>,<?2)    =£3,      (6>jej)     =£1,      (e3e,)     =  i%, 
(M1M2)  =  [x„     (M,M,)  =  jjl„    (M3M,)=|xî; 

alors  on  voit  que  deux  droites  |x  passent  par  le  même  point  avec 
une  droite  e,  ce  qui  est  la  relation  réciproque  à  la  susdite. 

Donc  on  appellera  exactement  harmoniques  entre  eux  les  couples 

(<?,,  e2,  <?3),  (ja«,  jx2,  |x3)  et  (M,,  Ma,  M3),  (e,,  e2,  e3). 

3°  Si  Ton  pose 

a3  =  o 

dans  les  équations  du  quadrilatère  complet  (1),  (2),  (3),  on  voit 
d'abord  que  le  point  e%  est  à  l'infini  ;  puis  on  aura 

M  =  M3,     M,=  €i,     M,  =  tfj, 

et  les  équations  restantes  sont 

«*e*=  M3  —  «i^i, 
Pi=  M3 -+-«,<?,, 

c'est-à-dire  que  1rs  neuf  points  du  quadrilatère  complet  se  sont 


Irausl'ormés  en  quatre  points  harmoniques.  Dune  la  dernière  figure 
est  un  cas  particulier  de  la  précédente,  et  l'on  a  le  théorème  : 

Soient  donnés  deux  groupes  dp  trois  points  harmoniques 
(M,,  Ma,  M,),  (e,,e7,  e,).  Si  un  point  (es)  est  supposé  à  l'infini, 
les  autres  points  coïncident  en  trait  points  (e,,  M3,  et)  d'une 
droite,  et  la  figure  du  quadrilatère  complet,  dont  P(  est  le 
point  d'intersection  des  diagonales  M=Mj  et  M,f",,  se  trans- 
forme en  la  figure  des  couples  harmoniques  (Ma,  e,),  {e3,  P,). 

Hexaèdre  complet  (fig-  a).  —  Soit  donné  i 
tétraèdre  e,  et  et  c,  par  l'équation 

0)  M  =  «,e,  +  »,(,+  Bl(1+i,f,. 


i  point  M  dans  l 


Alors  les  points  d'intersection  des  droites  Me,,  Me3,  Mea,  Met 
avec  les  faces  du  tétraèdre  sont 


:  M  —  *,e,^  zjet-h  *3ej-h  xiti, 
-  M  -  ■  at<Ti=  a)«j+  a(ci+  »i«i, 
=  M  —  aje3=  «!«!+  3|C,-i-  a,ei, 
:  M  —  a^i  =  *!«,-+-  1,^,4-  aj«j. 
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Soitrct  une  permutation  quelconque  des  nombres  a,  3,  4*  Alors 
les  six  droites  erMs  coupent  les  arêtes  e{  et  suivant  les  trois  points 
Mu;  car  on  a 

IMu=  M3 — »***  =  M* — «j«i=  M  — -ajtfj—  a4*4  =  «t*i-+-  «i^i, 
Mi3=  M* — 3i£i=  Mi — a*  e^=  M  —  a^e^ — <Xi*i  =  *i«i-H«i«j, 
Mu  =  Mf — «3^5=  Mj —  «îej=  M  —  «i«i  —  *3^j=  *t*t-+-  ****• 

Or  les  droites  e1M,  M<2M2,  M,3M3,  MMM4  sont  les  axes  diago- 
naux d'un  hexaèdre  qui  est  une  partie  du  tétraèdre  donné.  Il  y  a 
encore  trois  autres  hexaèdres  qui  en  dérivent.  Pour  les  obtenir,  il 
faut  changer  trois  fois  circulairement  les  indices  des  axes  du  premier. 
En  étudiant  le  premier  hexaèdre,  nous  verrons  immédiatement  que 
ces  corps,  contrairement  à  ce  qu'il  fallait  attendre,  ne  représentent 
pas  le  cas  général  d'un  hexaèdre. 

D'après  les  équations  (2)  et  (  3  ),  les  droites  MMa,  ^,M,a,M,M,3, 
MjM,4  passent  par  le  point  e2;  car  on  a 

Mj  =M — oLteti     M»=  *i«i-+-  «itfi, 
M„=MV—  «je,,    MU=M,—  *,«„ 

d'où  l'on  tire 

04  *i  =  M  —  Mi  =  Mu  —  «i  ^1  =  M*  —  Mu  =  Mj  —  Mu. 

De  même 

a,e,=  M  —  Mj=  Mu — «1^1  =  Mi —  Mn  =  M* — Mu, 
«*£*=  M  —  M*=  Mu —  »i«i  =  Mj —  Mu=  Mi —  M1S. 

Or  la  troisième  série  est  une  conséquence  des  deux  précédentes, 
ce  qu'on  voit  en  regardant  les  équations 

M  —  M,=  M4—  M,„     M  — M,=  M4— M,„    Mtl— *,*,=  M,MU. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Soient  aa,  bbf,  cd  six  plans  formant  un  hexaèdre,  deux  à 
deux  opposés.  Si  les  quatre  plans  bb\  ce1  passent  par  le  même 
point  (e2)  et  les  plans  aaf,  cd  par  le  même  point  (^3),  les  plans 
aa\  bV  passent  aussi  par  le  même  point  (ek). 

En  d'autres  termes  :  Si  les  sommets  d'un  hexaèdre  sont  situés 
deux  à  deux  sur  les  droites  de  deux  faisceaux  de  quatre  rayons, 
il  existe  encore  un  troisième  faisceau  qui  a  la  même  propriété. 


â 


En  outre,  il  suit  des  équations  (i).  (a),  (3|>,  si  nous  posons 

'I*i  =  ï  i,  e,  +  ii  t,  -t-4»  «j  —  «■,  »•', . 
(4)  Pl  =  M-n,e,=  M,-v-M„  =  M»-t-  MijeHi-t-  Mjt, 

c'est-à-dire  que  /cj  axes  de  cet  hexaèdre  passent  par  le  même 
point  (P,). 

Si  nous  posons,  en  particulier, 

l'axelUe,  est  divisé  en  parties  égales  par  le  point  P,.  De  même, 

l'axe  MaMix  si 

(b)  a,=  i,-4-av 

(car,   en  ce  cas,   les  coefficients  des  points  Mj  et  Mu  sont  égaux 
entre  eux).  Des  deux  conditions  (a)  et  (b),  il  .suit 

c'est-à-dire  que  le  point  e3  est  à  l'inlini. 
L'axe  MjMii  est  divisé  de  même  si 


On  lire  de  (c)  et  (d) 

a,  1=  »i  =  o. 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  e3  et  et  sont  aussi  à  l'infini,  cl  Taxe 
M,Mu  est  divisé  comme  les  autres.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  les  axes  d'un  hexaèdre  passent  par  te  même  point  et  si 
trois  axes  se  divisent  entre  eux  en  parties  égales,  il  en  est  de 
même  du  quatrième,  et  l'hexaèdre  est  un  parallélépipède. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  parlé  que  du  simple  hexaèdre. 
Les  six  faces  de  ce  corps,  étendues  jusqu'à  leurs  points  d'inter- 
section (ea,  <?,,  e,  ),  forment  un  hexaèdre  complet,  dont  chaque 
lace  est  un  quadrilatère  complet.  Les  troisièmes  diagonales  de 
ces  six  quadrilatères,  deux  à  deux  coïncidentes,  sont  les  droites 
''j^si  <■)<?*>  e,e2.  Nous  appellerons  les  points  e2,  Cj,  **,  som- 
mets secondaires,  les  droites  e3ej,  e3et,  e,es  axes  secondaires, 
le  plan  e3e3et  plan  diagonal  secondaire  (-')  de  l'hexaèdre 
complet. 

Si  l'on  construit  les  diagonales  principales  des  faces  de  l'hexaèdre. 
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chaque  plan  diagonal  principal  est  aussi  un  quadrilatère  complet 
avec  ses  trois  diagonales. 

Les  diagonales  principales  des  six  faces  rencontrent  les  troi- 

Fi^.  3. 


sièmes  diagonales,  suivant  les  points  (fi g.  3) 


(5) 


(6) 


Comme 


M>v=  Ms—  «!*,=  M  —  Mu=  a3e3 
M*s=  M, —  «t^t  =  M  —  Mu=  a4e4 
MM=  M4  —  attf!=  M  —  Mu=  «jej 
/  M43  =  M1V-  M13  =  M3— M4  =  ave4 
j  Mî4  =  M,,—  M14=  Mv— Mj=  *te% 
\  M3Î  =  M1S— M„=  Mj— M3=  a3*3 

M43-f-  Mj4-h  M32  =  o, 


*3*3> 
«3  «S, 


il  en  résulte  que  ces  Irois  points  sont  situés  sur  la  même  droite. 
On  a,  en  outre, 

—  M„     =  Mî4-f-M43, 
Mi  —  3  a4  ek  =  M14  —  M43, 


(6«) 


et  deux  autres  couples  d'équations  par  le  changement  des  indices 
a,  3,  4?  d'où  résulte  que  les  droites'  M<e2,  M,e3,  M,  £4  rencon- 
trent la  droite  des  points  M43,  M2»,  M32,  suivant  les  quatrièmes 
points  harmoniques  conjugués  à  Ml3,  M24,  M33. 


i  Nu  =  »!«)-(-  «ifv —  f*et  =  Mn-t- Btet  =  a»e»—  M,lt 

(7)  !  **«  =  «te» -!-»(«(—  «i«j  =  Mt,+  a,e,  =  ai4e,—  M„, 

[  Nl(=  ai«t+  a»*» —  %*»,**  Mu-)-  ii«i  =  a)f| —  Nu- 

On  voit,  par  ces  équations,  que  les  droites  tf»*ti  ^ne»r  M»j*è 

forment  un  triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  Ns(,  Nj|.Nti( 
et  qu'il  y  a  les  couples  harmoniques 

(M„*„N„NM),    (Mue,,  NnN„),    (May*,  N„N„). 

Le  triangle  Na,]\'i,\,,  est  circonscrit  à  e^e,^;  le  triangle 
M5nMalMn  est  inscrit;  d'où  résultent  des  quadrilatères  trois  fois 
complets. 

Les  trois  plans  diagonaux  passant  par  le  sommet  e ,  rencontrent 
le  plan  diagonal  secondaire  suivant  les  droites  <  ,\l...  e,M,i, 
«iM]3;  les  trois  antres  plans  diagonaux  rencontrent  le  même  plan 
suivant  les  droites  etM(),  e |MÎ(1  etMal  (  '). 

Nous  avions  remarqué  qu'il  y  a  des  points  harmoniques  sur 
toutes  les  arêtes  et  diagonales  du  quadrilatère  complet.  De  même 
il  y  a  des  quadrilatères  complets  sur  toutes  les  faces  et  plans  dia- 
gonaux de  l'hexaèdre  complet.  Le  septième  plan  diagonal  (secon- 


{'  )  Pour  démontrer  ers  propnsi lions,  powni 
Alors  (1)  un  des  plans  passant  par  e,  est 
et  le  plan  diagonal  secondaire  est 
Multipliant  ces  deux  eipressions  et  omettant  le  facteur 

on  obtient 

ce  qui  est  égal  à 

<*,«„>- 
Donc  cette  ligne  est  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans.  (2  )  Un  des  autres 
plans  est 

(M„M„«.)  =*,«,(«,«,»,)-*-  «i«i «>«.«.+  «i«»«r*«V 
En  opérant  comme  ci-dessns  on  obtient 

»,«,(«,«,)  -«,»,(*,«,)  «M.V.r. 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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daire)  correspond  n  la  troisième  diagonale.   Pour  compléter  cette 
analogie,  nous  répétons  les  réflexions  faites  sur  le  quadrilatère  : 

i°  Si  Ton  multiplie  extérieurement  les  équations  de  Phexaèdre 
complet 
(i)  >!|  =  «iPt-HajrjH-ai**     par     (exetez)  q{.  {e,,exe%), 

/  .Ml=ajf3+  avfv-f-  a,*»,     par     (<?je3ev)  et  (*t«?i<?3), 
(•i)  J  M,=  av*v-J- »iei-+-ajrj     par     (e3<?*<?i)  ot  (é?,<?3^), 

(  Mv=  ajej-^asei— a3r,     par     (*i*i*t>  et  (tfj^Ci), 

on  obtient 

(Mie1e,«3)  =  **(***i*t':i)»  (Mi^^ej)  =  a3(«s***i*î), 

(Ms*s  ?)<**)  =  ai(«i^e3€»0»  (Mtei^f«»)  =  <**(**  <?!<?!  «s), 

(M3e3^<,i)  =  *î(<?î',3<,v<'i)i  (M3^î^3ev)  =  «i(*i  61*1*4)1 

(Mk*v*i*j)  -  »3^3^^1^l).  OU*3***i)  =  *j(*î*s***i). 

et,  par  les  mêmes  opérations  que  plus  haut,  il  vient 

(Q\  (Mi*iCig»)  (M^gt*^)  (M3g3e4g1)  (Mîgîg3gv)  _ 

*  (Mi*v*i*î)  (M4*3*v*i)  (M3*,e3*4)  (M,*!*!*,) 

Comme  un  produit  extérieur  de  quatre  points  A,  B,  C,  D  représente 
le  triple  volume  du  tétraèdre  ABCD,  on  voit  que  la  dernière  équa- 
tion établit  entre  les  tétraèdres  de  l'hexaèdre  complet  une  relation 
analogue  aux  précédentes.  On  peut  aussi,  d'une  façon  analogue, 
vérifier  cette  relation  par  des  considérations  géométriques. 

A  cause  de  la  relation  (8),  on  dira  que  le  groupe  des  points  M<, 
M2,  M3,  M4  est  harmonique  par  rapport  à  ei9  e2,  e9,  ek  ;  alors  on  a 
ce  théorème  : 

Il  y  a  dans  l'espace  un  nombre  infini  de  groupes  de  quatre 
points,  qui  sont  harmoniques  par  rapport  à  un  groupe  donné. 
Avec  ce  groupe  (et,  c2,  é»3,  c4),  chaque  cinquième  point  (M)  dé- 
termine quatre  autres  points  (M, ,  M2,  M3,  M4)  harmoniques  par 
rapport  à  (e,,  e2y  e9,  c4). 

2°  Des  équations  (a),  il  résulte  que  les  groupes  (e,,  e2y  e3,  ek), 
(Mfl,M2,M3,  M»)  dépendent Fun  de  l'autre  par  des  équations  ana- 
logues. Par  conséquent,  on  peut  dire  : 

Si  le  groupe  (M,,  M2,  M3,  M,)  est  harmonique  par  rapport 
à  (e«,  e2,Cz,  ck),(ehye2,  <*n,  e%)  est  aussi  harmonique  par  rapport 
à  (M,.  M3.M3.M4). 
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Si  nu 

is  promu 

(«. 

**<■,)  =  ■«,     (M,M|M,)  =  |i„, 

rstit  étant  une  permutation  quelconque 
y  aune  complète  réciprocité  :  i"  entre 
a"  entre  les  points  M  et  les  plans  s. 
3°  Sî  Ton  pose 

des  nombres 

les  points  e  et 

,  2,    3,  \,\\ 

les  plans  u,; 

dans  les 
poinl  ci 

équation?  de  l'hexaèdre  compl 
est  à  l'inlîni  j  on  aura  ensuite 

n  (.),(*) 

(3).  (4) 

(5 

1.1e 

M  =  Mi, 
M,  =  M„.     Mtl  = 
M,=  M„,     M,à  = 
M,  =  M„,     Mu  = 

Cl. 

Cl. 

ri  les  êi 

nations  resta 

ntes  sont 

Ml  =  s,e 
P,  =Mk 

=  a,!T,+  a,e,. 

. 

Kn 

=  «,p,+  a 

i«t. 

c'est-à-dire  que  les  seize  points  de  l'hexaèdre  complet  se  sont  trans- 
formés en  huit  points  qui  deviennent  les  neuf  points  d'un  quadri- 
latère complet,  si  on  leur  ajoute  le  point  MSÎ  (6).  Donc  la  dernière 
figurées!  un  cas  particulier  de  la  précédente,  etl'on  ace  théorème: 

Soient  donnés  deux  groupes  de  quatre  points  harmoniques 
(M,,  Mj,  Mj,  M,),  (e,,e.j,  c3,e,).  Si  un  point  {<?,)  est  supposé  it 
l'infini,  les  autres  forment  deux  groupes  de  trois  points  har- 
moniques avec  le  point  M,  et  la  figure  de  l'hexaèdre  complet, 
dont  e,  M]MaMj  sont  quatre  sommets,  se  transforme  en  la 
figure  d'un  quadrilatère  complet. 

Octaédroïde  complet  (Jig.  i  )-  —  Nous  appelons  octaédroïde  la 
figure  à  quatre  dimensions  qui  est  limitée  par  huit  hexaèdres  dont 
chaque  fois  quatre  ont  un  sommet  commun.  Cette  figure  a  seize 
sommets,  trente-deux  arêtes,  vingt-quatre  faces. 

La  projection  d'un  octaédroïde  dans  l'espace  peut  être  effectuée 
de  plusieurs  manières.  La  plus  commode  est  la  suivante  :  on  con- 
struit un  hexaèdre  au  dedans  d'un  autre,  de  sorte  que  les  faces  do 
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l'un  soient  situées  vis-à-vis  de  celles  de  l'autre,  et  l'on  joint  par 

Fi  g.  4. 


*■*■?-' 


des  droites  les  sommets   des  deux  corps  deux  à  deux  opposés. 
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Nous  avons  VO  que  les  ligures  complètes  du  quadrilatère  et  de 
l'hexaèdre  tirent  leur  origine  du  triangle  et  du  tétraèdre.  Ainsi  de 
chacune  des  ligures  de  la  première  série  résulte  une  figure  c 


plèle  de  la  deuxièm 


allons  voir  que  l'on  passe  U 


pentuédroïde  à  la  ligure  de  l'oelaédroïde  complet  par  des  construc- 
lions  louL  ;'t  fait  analogues  ans  précédentes. 

Quoiqu'il  soit  impossible  de  se  faire  «ne  idée  de  ces  figures,  on 
peut  aisément  effectuer  ces  constructions  en  opérant  sur  les  pro- 
jections des  ligures  dans  l'espace,  ou  même  sur  les  projections  sur 
le  plan. 

On  remarque  aussi  que  l'existence  (idéale)  des  ligures  de  la  pre- 
mière série  entraîne  celle  des  figures  de  la  deuxième  série. 

Pour  construire  l'octaédroïde  complet,  soit  donné  un  point  M 
dans  un  pentaédroïde  c.CjfjeV;;  par  l'équation 


>-«iet- 


0) 

Alors  les  cinq  points  d'intersection  des  droites  Me,,  Me--,  ,..,  Me, 
avec  les  tétraèdres  limitants  eîeie,,ei^  el€teti'l>  ...,  ,  e-e-e,,  qui 
sont  situés  vis-à-vis  des  points  e,,  e-,  . . .,  *?j,  sont 

M,  =  M  - 


<»> 


=  a,e,-i-  «-e-,-1-  ss,et-t-  x,ec, 


Comme  le  point  M(  est  situé  dans  le  tétraèdre  e1eieiei,  on  peut 
construire  les  droites  hl,eÀ,  M(e3,  M,c,,  M,«5,  qui  rencontrent 
les  faces  opposées  aux  quatre  points 


(3)Mm=U,- 


=  M- 


«^.=  M. 


Comme  dans  les  formules  (3)  on  peut  remplacer  le  point  M|  par 
Ma,  ....  M5,  le  système  (3)  comprend  vingt  formules;  mais  les 
points  représentés  par  ces  formules  coïncident  deux  à  deux,  de 
sorte  qu'il  n'y  a  que  dix  points  M^,,-,   ce  qu'on  voit  aussi    immé- 


diatement, comme  if  n'y  a  que  5(:"=n>combin 
bres  trois  à  trois. 

Enfin,  on  construit  dans  la  fae 
M)41£t,  M,,;,<>5,  qui  rencontrent  h 
points 


de  cinq  nom* 

'-'■i*'-    les    droites  M, ,;<•], 
arêtes  opposées    aux  trois 


<) 


j  M«=  M„ 


:   M, 
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Comme  dans  les  formules  (4),  on  peut  remplacer  le  point  M3Ji3 
par  les  neuf  autres  points  Mpqr;  le  système  (4)  comprend  trente 
formules,  mais  les  points  représentas  coïncident  trois  à  trois,  de 
sorte  qu'il  n'y  a  que  dix  points  Mpq. 

Alors  le  pentaédroïdc  est  décomposé  en  cinq  octaédroïdes.  Les 
constructions  précédentes  se  simplifient,  si  l'on  veut  construire 
seulement  un  octaédroïde.  Alors,  par  exemple,  on  omettra  le 
point  M3  et  les  constructions  faites  sur  le  tétraèdre  ete2('^ek  et 
ses  faces;  donc  on  n'a  que  les  points 

(a)  M,,  Mj,  M3,  M4; 

(3)  Muj,  M 135,  M233,  M 143,  Mj45,  M34S; 

(4)  M 11»  M2j,  M35,  Mv«, 

qui  font  ensemble,  avec  les  points  M,  £5  les  seize  sommets  de 

l'octaédroïde 

j   e*     M35     M345  Mi3  M235     M25     Mm     M, 

(M     M3      M,„  M4  MUi     M,      M18,    M„. 

Si  l'on  construit  la  projection  de  Toctaédroïde  de  la  manière 
susdite,  la  première  ligne  de  (5)  donne  les  sommets  de  l'hexaèdre 
extérieur;  la  seconde,  les  sommets  de  l'intérieur.  Les  points  symé- 
triques de  la  même  ligne  sont  les  sommets  opposés  de  l'hexaèdre; 
les  points  symétriques  de  lignes  différentes  sont  les  sommets  des 
hexaèdres  qu'il  faut  joindre  pour  obtenir  la  figure  de  l'octaédroïde. 
Enfin  deux  points  situés  l'un  sous  l'autre  sont  des  sommets  opposés 
de  l'octaédroïde. 

D'après  les  équations  (2),  (3),  (4)?  les  quatre  couples  de  droites 


t. 

2. 

:î. 

4. 

M 

M„ 

M 

U5M1, 

M 

HfiM3, 

M, 

135 

M», 

Mus 

Mis, 

M. 

143  M45, 

M 

131^35, 

*3 

M„ 

ou  les  six  faisceaux  de  rayons  12,  i3,  14,  ?3,  >Ài  34  passent  par 
le  point  e2.  On  peut  aussi  dire  que  le  point  ca  est  commun  aux 
six  corps  (espaces)  limitant  l'octaédroïde,  qui  contiennent  les  six 
faisceaux  susdits,  ou  que  ces  corps  (espaces)  limitants  passent 
par  le  point  e2- 

Cette  relation  est  représentée  par  les  équations 

a2ci=M      —  M*  =  Mt    —  Mn5=M3    —  Mus=  M*  —  Mi36 
=  M„5— M13=r  Mm  —  MV5   =  M23s=  M3»  =  Mî5  —  aa^g. 


On  u  de  même 


Mu 

—  Mu   =  Mm-M«  =  M„ 

—  »t«ll 

M, 

-Mlti=M,    -M3„=M, 

—  Mut 

M„ 

—  Mu  =  Mm —  Mji  =  Mi 

—   *t*>, 

Mi 

—  M,jj=M,    —  Mm=M, 

—  Mm 

M, 

;  —   M  3(    =  Mm—  M$i    =  M| 

—  %«*. 

Or  If  dernier  groupe  d'équations  esl  une  conséquence  des  précé- 
dents ;  donc  on  a  le  llirnreme  : 

Soient  aa',  bb' ,  ce',  dd1  huit  espaces,  formant  un  octaédroïde, 
deux  à  deux  opposés.  Si  /es  six  espaces  an',  bb',  ce'  passent  par 
le  mime  point  (et),  les  six  espaces  aa',  bb',  ce1  par  le  mfmr 
point  (et)  et  /es  six  espaces  aa' ,  ce',  dd'  par  le  même  point  (ci), 
les  espaces  bb' ,  ci:',  dif  passent  aussi  par  le  même  point  (es). 

En  d'autres  lermes  :  Si  les  seize  sommets  d'un  octaêdroidf 
sont  situes  deux  à  deux  sur  trois  faisceaux  de  huit  rayons,  il 
existe  encore  un  quatrième  faisceau  qui  a  la  même  propriété. 

Ce  théorème  ne  change  pas,  si  l'on  remplace  l'octaédroïde  par 
ses  projections  dans  l'espace  ou  dans  le  plan.  Alors  on  peut  dire  : 

Si,  dans  l'espace  ou  dans  le  p/an,  trois  faisceaux  de  huit 
rayons  passent  par  les  mêmes  seize  points,  il  existe  encore  un 
quatrième  faisceau  qui  a  la  même  propriété. 

En  outre,  il  suit  des  équations(i),  (2),  (3),  (4).  si  nous  posons 


(ti, 


I 


a, e,  -+-  a,  <•,  -+-  a,e, -+-  at  et  4-  2 i. e%, 

M      +  a5  es  =  M,+  M„  =  M„,+  M, 

,=  M4-t-M 

M,M+M,i,=-  M,-bM„=  Mtu-t-M, 

,=  M,  ■+■  M 

c'csl-à-dire  que  les  axes  de  cet  octaédroïde  passent  par  le  même 
point  (p„). 

Si  nous  posons,  en  particulier, 
KO  «.=  1     (3|  +  3l+a3+Tl=o), 

l'axe  Me,  est  divisé  en  parties  égales  par  le  point  p3.    Uc  même 
l'axe  M,  M,  s,  si 
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De  (a)  el  (b),  il  suit 

c'est-à-dire  que  le  point  eK   est  à  l'infini.  L'axe  M2M25  est  divisé 
de  même,  si 

(d)  *i=a3 -*-**• 
De  (c)  et  (</),  il  suit 

(e)  aî==  o  =  a3-4- at4; 

donc  (?2  ?st  ^  l'infini.    Enfin    Taxe  M3M3^  est  divisé  en  parties 
égal  es ,  si 

d'où  il  suit  que 

«s  =  o  =  «4. 

En  ce  cas,  e9  et  tu  sont  à  l'infini,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Si  les  axes  d'un  oetaédroïde  passent  par  le  même  point  et 
si  quatre  axes  se  divisent  entre  eux  en  parties  égales,  il  en  est 
de  même  des  autres  quatre  axes. 

Dans  l'étendue  à  quatre  dimensions,  deux  espaces  ou  ce  se 
coupent  »  suivant  un  plan,  ou  sont  «  parallèles  »,  c'est-à-dire 
qu'ils  n'ont  pas  de  points  communs.  Donc  on  peut  ajouter,  au 
dernier  théorème,  que  les  espaces  opposés  de  notre  octaédroïde 
sont  parallèles  deux  à  deux. 

Les  huit  axes  de  l'octaédroïde  sont  situés  deux  à  deux  dans  un 
plan.  Le  nombre  de  ces  plans  (quadrilatères)  est  8(2)=28-  De 
ces  quadrilatères,  seize  sont  formés  par  deux  arêtes  de  l'octaé- 
droïde et  deux  axes  d'un  hexaèdre  limitant,  douze  par  quatre  dia- 
gonales des  quadrilatères  limitants.  Nous  appellerons  les  seize  plans 
de  la  première  espèce  plans  diagonaux  de  l'octaédroïde. 

Ensuite  les  huit  axes  de  roctaédroïde  sont  situés  trois  à  trois 
dans  un  espace.  Le  nombre  de  ces  espaces  (hexaèdres)  est  8(3)  =  56. 
De  ces  hexaèdres,  douze  sont  formés  par  deux  faces  de  l'octaé- 
droïde et  quatre  plans  diagonaux  des  hexaèdres  limitants.  Nous 
les  appellerons  espaces  (corps)  diagonaux  de  l'octaédroïde. 
Mais  en  chacun  de  ces  douze  hexaèdres  coïncident  quatre  des 
cinquante-six  corps  susdits,  puisque  chaque  fois  quatre  axes  sont 
réunis  dans  le  même  espace.  On  a  donc,  outre  les  corps  diagonaux, 


encore  56  —  4- la  =  8  autres  hexaèdres,  qui  coïncident  en  deux, 
formés  par  les  douze  plans  susdits. 

Chacun  des  huit  corps  limitant  l'octaédroïde  est  un  hexaèdre 
dont  les  axes  passent  par  un  point  et  qui  devient  complet  par  les 
constructions  qui  produisent  les  trois  autres  octaédroïdes.  Deux 
hexaèdres  opposés  ont  chaque  fois  les  mêmes  trois  sommets 
secondaires,  savoir 


Donc  les  quatre  plans  déterminés  par  ces  points  sont  les  plans 
diagonaux  secondaires  des  huit  hexaèdres,  et  le  tétraèdre  et  PiCje, 
est  le  corps  diagonal  secondaire  (i3°)  de  l'octaédroïde. 

Les  axes  des  huit  hexaèdres   rencontrent  les  septièmes  plans 
diagonaux  dans  les  points  (_fig-  5) 


(7) 

M, 

,  =  M  —  M, 

=  M, 

— i»e(= 

ajCj-f-Jiei-t-aifli; 

t»ï. 

,  =  M»  —  M„ 

i=Mu 

!—  M„=- 

-■»«»-»- s*  e»-t-  «i«i, 

18) 

*., 

,  =  Mt—  M, 

*=M„ 

,-M„  = 

OjC]  —  «**t-l-  «I«li 

(m, 

T  =  M,  —  M, 

.=  M„ 

i-M„  = 

a,ei-+-ai«i  —  *,«,, 

où  il  faut  encore  changer  trois  fois  circulaire  ment  les  indices  i, 
,.  i,  !,. 
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De  ces  équations,  on  tire 

M3*i—  M,aT=  M341  h-  M341  =  2a,ej 

et  deux  équations  analogues.  Donc  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  du  triangle  MÏ4I  MlTlM3lTavecle  point  M34l  rencontrent 
les  arêtes  opposées  suivant  les  points  e{,  ?3,  ek.  Tous  ces  points 
donnent  lieu  à  un  quadrilatère  trois  fois  complet. 

Puis  on  a 

M  à  *  1  "+■  M  4 ,  j  ■+■  M  j  3 1  =  3  «!  ef  9 

M»ïi+Miïi  +  Mni  =  3a,  ci, 

d'où  il  suit  que  ces  sept  points  sont  situés  dans  le  même  plan.  Il  y 
a,  en  tout,  quatre  plans  de  cette  sorte,  qui  forment  un  tétraèdre 
circonscrit  au  tétraèdre  et  e2e^e^.  Les  deux  tétraèdres  donnent  lieu 
à  un  hexaèdre  quatre  fois  complet.  Les  quatre  couples  de  faces 
correspondantes  de  ces  tétraèdres  déterminent  quatre  droites 
situées  dans  un  plan  et  formant  un  quadrilatère  correspondant  au 
tétraèdre  eKe2e*ek. 

Les  points  M,23,  Ml24,  M234,  M34l  forment  un  tétraèdre  inscrit 
à  eie2e^eJi9  et  les  quatre  droites  qui  joignent  deux  sommets  cor- 
respondants de  ces  tétraèdres  passent  par  le  point  M 5. 

Les  sommets  du  tétraèdre  circonscrit  à  eK  e2e3eA  sont  déterminés 
par  l'équation 

(9)  Pm=  *Mls-4  —  M1î4  =  2Mmj—  MlsT=2M3î4  —  MÎS4  =  M3— 3ot3<?3 

et  trois  autres  qui  en  naissent  par  permutation  circulaire  des 
indices  1,  a,  3,  4* 

Six  faces  de  Toctaédroïde  passent  par  le  point  e5  ;  donc  l'axe 
passant  par  e3  est  situé  dans  six  espaces  diagonaux,  c'est-à-dire 
dans  Me5M5rM5j,  où  rs  est  une  des  six  combinaisons  des  nom- 
bres 1,2,  3,  4*  (Les  six  autres  corps  diagonaux  sont 

MigM|MirBMUI, 
MrSMrMr,|Mrfl9 

où  r,  s,  t  =  a,  3,  4-) 

Si  Ton  multiplie  les  espaces  (Me5M53M54)  et  {eie2e$es),  en 
posant 

on  obtient 


Dune  les  six  espaces  diagonaux  passant  par  0j  rencontrent  le 
treizième  espace  diagonal  suivant  les  six  plans  (ere,Mm), 
OÙ  r,  s,  t,u=  i,  a,  ,'},  4-  Ces  plans  coïncident  avec  les  plans 
(MnMrmM/w);  ce  qui  se  voit,  si  l'on  remplace  MM,  Mrs!,  Mrlu  par 
leurs  valeurs  et  que  l'on  effectue  la  multiplication.  En  outre,  ces 
plans  passent  par  le  point  Ms. 

Si  l'on  multiplie,  d'autre  part,  (M(S  M,  M, SSM|,S)  el(e,  etete,), 
on  obtient 

Donc,  en  DOfBBI 

(10)  N„=«rer— «,<-,  ['), 

les  six  antres  espaces  diagonaux  rencontrent  le  treizième  espace 
diagonal  situant  les  six  plans  (Nr/e,en),  où  r,  s,  t ,  u  =  i , 3, 3, 4- 

P-B-  6- 


Ces    plans,    passant   comme    les    précédents    par  les  arêtes  du 
tétraèdre  12.Î4,  forment  un  hexaèdre  circonscrit  à  (VjC,?,  {fi g-  "')■ 


N„  -+-  N„  +  M„  =  o, 
N„  +  N„  +  H(.-i-N1,  =  o; 
donc  chaque  l'ois  trois    points  sont    situes  sur  une  droite  et  quatre  dans  un  plai 
l'.ir  rorisiqucnl  1rs  *i\  noinls  "\rj  forment  un  quadrilatère  complet. 
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Les  quatre  autres  sommets  de  cet  hexaèdre  sont  déterminés  par 
l'équation 

(il)  N|î8=a1c1H-aJ6tH-a,e3— a4«* 

et  trois  autres  qui  s'en  déduisent  par  permutation  circulaire  des 
indices  i,  a,  3,  4-  Les  axes  de  cet  hexaèdre  se  rencontrent  au 
point  M5. 

On  remarque  que  les  points  Mrs  et  Nrf  sont  harmoniques  par 
rapport  à  eeeut  et  que  les  droites  eK  M2aT,  e2Ml3T,  e3Mnï,  e4M,23, 
MI2N34,  M13N24,  M23N<4  passent  par  le  point  Nl23;  car  on  peut, 
par  exemple,  écrire 

N«i=  («!<?! -4-  OLtet)  -h  («3*3—  <****)  =  Mu -4-  NJ4. 

Enfin  on  peut  démontrer,  par  des  calculs  analogues  aux  précédents, 
l'analogie  qui  existe  entre  l'octaédroïde  et  l'hexaèdre  complet. 

En  permutant  partout  les  indices  i,  2,  3,  4?  5,  on  obtient  les 
quatre  autres  octaédroïdes  qui  se  déduisent  du  pentaédroïde 
donné.  Chaque  octaédroïde  a  pour  treizième  corps  diagonal  un 
des  tétraèdres  limitant  le  pentaédroïde. 

Les  corps  limitant  les  deuxpentaédroïdes  eK ...  e5,  Mt  ...  M 5  sont 
deux  à  deux  opposés  et  se  rencontrent  en  cinq  plans,  dont  l'un  est 

ou,  les  coefficients  omis, 

*i*i*3-*-  eteze^^-  eze%Ci-\-  e^e^e^ 

Ces  cinq  plans  sont  situés  dans  le  même  espace  et  forment  un 
corps  correspondant  au  pentaédroïde  donné. 

Figure  à  n  dimensions.  —  Dans  une  figure  à  n  dimensions  se 
trouvent  des  sommets,  arêtes,  faces  (quadrilatères),  corps  (hexaè- 
dres), etc.  Le  nombre  des  figures  limitantes  à  A*  dimensions  est 

•xn-knk)m 

Par  conséquent,  il  y  a 

•in  sommets, 

in~l  n      arêtes, 
2n-ind)  faces,     etc.  (*). 


(M  Pour  k  —  n  —  1  on  obtient  2/1  en  accord  avec  Strinpham  (toc.  cit.,  p.  i'i). 


La    figure  < 
analogues  a 


mplèle    se  réalise  par  (les   constructions   tout  i 
<  précédentes.  Nous  ajoutons  encore  ce  lliéorèm 


Si  /es  2"  sommets  d'une  figure  à  n  dimensions  (deuxième 
série)  sont  situés  deux  à  deux  sur  (n —  i)  faisceaux  de 
2"~'  rayons,  il  existe  encore  un  n'èmc  faisceau  qui  a  la  même 
propriété.  Les  axes  de  crtti-  figure  pussent  par  le  même  point. 


Ce  théorème  subsiste  encore  ; 
le  même  plan  ou  dans  l'espace. 


•i."  points  sont   situés  dai 


III. 


Les  figures  de  celte  série  s'obtiennent  par  des  constructions 
précisément  réciproques  à  celles  de  la  précédente  ('}  : 

i"  Dans  le  plan,  le  point  est  réciproque  à  ta  droite;  donc  la 
lignre  réciproque  an  quadrilatère  est  également  un  quadrilatère; 

a"  Dans  l'espace,  le  point  est  réciproque  au  plan  et  la  droite  à 
elle-même;  donc  la  figure  réciproque  à  l'hexaèdre  est  l'octaèdre. 
De  ce  que  le  tétraèdre  est  réciproque  à  lui-même,  on  peut  déduire 


l'octaèdre  du  tétraèdre 
qui  s'employaient  poi 


les  constructions  r 
déduire  l'hexaèdre. 
A  cet  effet,  soient  (fig.  7) 

t,  =  (etesei),     e,  =  (e,^e,). 
*i==(e»f|*i),     U  =  [eietet} 

les  quatre  laces  d'un  tétraèdre  et 

Vi  =  (M,1M|sM,0 

un  plan  qui  rencontre   les   plans    t2,  t,,  e4 
M„M,„  M„M„,  M„M„  et   le  plan  e, 


;iproques  6 


:elles 


suivant   les  droites 
ivanl    une  quatrième 


(  '  )  On  remarque  que  les  ("mures  réciproques  à  celles  de  1; 
mêmes  figures,  ri  que  le  nombre  des  s< 
limitantes  à  (n  — 


droite  m,  et  construisons  les  plans 


IH=M„M,4 
u*=M„Mi, 


Le  plan  u-r  rencontre  les  trois  faces  du  tétraèdre  passant  par  e, 
suivant  trois  droites  (erM,t,  erMu  et  une  troisième).  Chacune  de 
ces  trois  droites  détermine  avec  la  ligne  d'intersection  des  deux 


autres  faces  (ere,,  erec  et  une  troisième)  un  plan  (eB(,  ê„,  et  un 
troisième).  Alors  y,  et  e„  sont  deux  faces  opposées  de  quatre 
octaèdres,  dont  les  sommets  sont  les  points 

6|6j«tM|t.M|)M|ti 

e,«teiMMMwMii, 
eveiCjMatMuMj,, 

(les  six  points  Mr,  forment  un  quadrilatère  complet). 
L'un  de  ces  octaèdres  a  pour  couples  de  faces  opposées 


(e*e)**)(M„M„Mit),    (Mtiei«t)(«tM,  M,,), 
(  Mn«trO  («i  Mu  Mu),     (  M„  etet\  (^  M„  M„>. 


Cet  octaèdre  a,  comme  les  autres,  la  propriété  que  les  qualrr 
droitcs  d'intersection  des  faces  opposées  sont  situées  dans  le  même 
plan. 

En  outre,  comme  les  trois  axes  passent  évidemment  par  le 
même  point  e, ,  on  conclura  réciproquement  : 

Si  les  quatre  axes  d'un  hexaèdre  passent  par  le  même  point, 
tes  trois  droites  d'intersection  des  fores  opposées  sont  situées 
dans  le  même  plan. 

Pour  le  parallélépipède,  ce  plan  est  le  plan  infiniment  éloigné 
de  l'espace. 

Puis  no  peut  établir  le  théorème  : 

Soient  AA',  lïB',  CC  les  sommets  d'un  octaèdre,  dttts  à  deux 
opposés.  Si  les  quatre  points  BB',  CO  sont  situés  dans  te  même 
plan  (es)  et  les  points  AV,  CC  dons  te  même  plan  (e,),  tel 
points  AA',  BB'  sont  aussi  situés  dans  le  même  plan  (e,). 

En  d'autres  termes  : 

Si  les  finit  faces  <T  un  octaèdre  passent  deux  à  deux  par  Ifs 
arêtes  de.  deux  plans  quadrilatères,  il  existe,  encore  un  troi- 
sième quadrilatère  qui  a  la  même  propriété. 

Le  corps  réciproque  du  parallélépipède  est  un  octaèdre  dont  les 
axes  se  divisent  entre  eux  eu  parties  égales. 

On  établira,  par  des  considérations  réciproques  aux  précédentes, 
les  notions  des  u  plans  harmoniques  m  et  de  1'  «  octaèdre  com- 
plet ». 

3"  Dans  l'étendue  à  quatre  dimensions,  la  figure  réciproque  à 
l'octaédroïde  est  l'hcxadécaédroïde,  limité  par  seize  tétraèdres, 
dont  chaque  fois  huit  ont  un  sommet  commun.  Cette  figure  a  huit 
sommets,  vingt-quatre  arêtes,  trente-deux  faces.  La  projection 
d'un  hexadécaédroïdc  dans  l'espace  peut  être  construite  de  la  ma- 
nière suivante  :  On  construit  un  tétraèdre  à  l'intérieur  d'un  autre, 
de  façon  que  les  sommets  de  l'un  soient  situés  vis-à-vis  des  faces 
de  l'autre,  et  l'on  joint,  par  droites,  chaque  sommet  de  l'extérieur 
avec  les  trois  sommets  de  la  face  opposée  de  l'intérieur. 

En  considérant  que,  dans  l'étendue  à  quatre  dimensions,  point 
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et   espace,   droite  et  plan  sont  réciproques  entre  eux,   on   peut 
aisément  établir  les  théorèmes  concernant  l'hexadécaédroïde. 

4°  Quant  à  la  figure  à  n  dimensions,  il  suffit  de  considérer  que 
le  nombre  des  figures  limitantes  à  k  dimensions  est  égal  au  nombre 
des  figures  limitantes  à  n  —  k  —  i  dimensions  de  la  figure  réci- 
proque. Donc,  si  Ton  remplace  k  par  n  — k  —  i  dans  l'expression 
2B~*/i(*),  on  trouve  que  le  nombre  des  figures  limitantes  à  k  dimen- 
sions pour  une  figure  de  la  troisième  série  est 

Par  conséquent,  il  y  a 

2/1      sommets, 

4ai(2)  arêtes, 

8/i^  faces,     etc.  (l). 

D'après  les  recherches  précédentes,  il  est  possible  d'étendre  les 
théorèmes  concernant  le  triangle,  quadrilatère,  tétraèdre,  hexaèdre, 
octaèdre,  à  l'étendue  à  n  dimensions.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  autres  polygones,  ni  du  dodécaèdre  et  icosaèdre,  dont  les 
figures  analogues  n'existent  pas  dans  les  étendues  à  plus  de  trois 
dimensions,  excepté  la  quatrième  dimension  où  il  y  a  encore  trois 
figures,  limitées  par  vingt-quatre  octaèdres,  cent  vingt  dodé- 
caèdres, six  cents  tétraèdres,  dont  on  ne  connaît  pas  encore  les 
relations  avec  les  figures  à  deux  et  trois  dimensions. 


Etude  sur  un  cas  singulier  du  mouvement  d1  un  point  matériel; 

par  M.  Gascheau  (2). 

(Séance    du    16   juin    1882.) 


PRÉFACE. 


En   traitant  diverses  questions  de  Mécanique  rationnelle,  j'ai 
rencontré  plusieurs  cas  singuliers   auxquels  il  ne  m'a   pas   paru 


(*)  Pour  k  —  n  —  1  on  obtient  2",  en  accord  avec  Stringham  (loc.  cit.,  p.  i4-) 
(*)  En   publiant  l'étude  de  M.  Gascheau,  la  Rédaction  déclare  qu'elle  laisse  à 
l'auteur   toute  la  responsabilité  de  l'opinion   qui  y  est  soutenue,  et  elle    ne  ga- 
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possible  d'appliquer  le  raisonnement  mathématique,  qui,  partant 
de  principes  certains  et,  marchant  île  conséquence  en  consé- 
quence, doit  conduire  à  une  solution  incontestable;  ces  circon- 
stances exceptionnelles  exigent,  à  mon  sens,  un  mode  exceptionnel 
de  raisonnement;  celui  quej'ai  employé  consiste  dans  l'induction 
substituée  à  la  déduction.  Mais  il  faut  convenir  que  les  solutions 
obtenues  par  ce  moyen  ne  sont  pas  à  l'abri  de  doutes  et  d'objec- 
tions. Par  ce  motif,  j'ai  fait  imprimer  mon  étude,  non  pour  la 
publier,  mais  pour  la  distribuer  aux  géomètres  dont  les  noms  font 
aujourd'hui  autorité  dans  la  Science,  et  les  assurer  que  je  serais 
très  reconnaissant  à  ceux  qui  m'adresseraient  leur  opinion  motivée, 
fût-elle  défavorable. 

Plusieurs  savants  ont  bien  voulu  répondre  à  mon  appel.  J'y  dis- 
lingue  trois  membres  de  l'Institut,  parfaitement  compétents,  mais 
dont  les  trois  réponses  sont  complètement  divergentes,  savoir  : 
l'un  rejette  tout  à  fait  ma  solution;  un  autre  l'admet  d'une  ma- 
nière sommaire,  sans  donner  les  motifs  de  son  approbation;  et  le 
troisième  émet  une  opinion  intermédiaire. 

Je  viens  donc  aujourd'hui  présenter  aux  géomètres  le  calcul  et 
le  raisonnement  spécial  que  j'ai  appliqués  à  un  problème  qui  est 
un  cas  particulier  de  l'art.  230  du  Traité  de  Mécanique  de  Pois- 
son (édit.  de  i833). 


rantit  en  aucune  façon  la  rigueur  Je  la  solution  qu'il  propose  pour  un  problème 
paradoxal.  M.  Gascheau  admet  l'cxNlenre  ruelle  d'une  foret  infinie  qui  agirait 
sur  un  point  matériel.  Or  les  forées  sont  toujours  du  même  ordre  de  grandeur 
que  les  masses  auxquelles  elles  sont  appliquées;  elles  ne  peuvent  leur  communi- 
quer que  des  accélérations  et  des  vitesses  finies.  L'auteur  étend,  par  voie  d'induc- 
tion, le  principe  de  l'inertie  aux  cas  où  la  vitesse  devient  inlinic,  tandis  que  ce 
principe  perd  alors  toute  justesse.  Qu'on  cherche,  par  exemple,  l'équation  du 
mouvement  recliligne  d'un  point  attiré  vers  un  rentre  fixe  proportionnellement  a 
l'inverse  du  carré  de  la  distance  :  nu  recomiiillra  que,  dans  ce  cas  limite,  la  vitesse 
du  mobile  change  de  signe  en  passant  par  l'infini  quand  il  arrive  au  rentre  d'at- 
traction, et  qu'au  lieu  de  franchir  ce  rentre,  le  point  mobile  retourne  à  son  point 
de  départ,  comme  s'il  avait  rencontré  une  bande  élastique.  I.c  résultat  admis  par 
M.  Gascheau  pour  la  traversée  du  polc  est  donc  liclif  a  tous  les  points  de  vue,  et 
rien  ne  prouve  que  le  mobile  ne  rétrogradera  pas,  a  partir  de  rc  point,  sans  passer 
dans  la  seconde  branche  de  la  spirale  hyperbolique.  On  observera  également  que 
les  propriétés  géométriques  de  cette  courbe  sont  bien  connues.  Malgré  ces  objections 
de  fond,  l'analyse  d'un  cas  singulier  aussi  étrange  a  paru  présenter  assci  d'intérêt 
pour  justifier  l'admission  du  travail  de  .M.  Gascheau  dans  le  Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique. 
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SOLUTION    PROPOSÉE. 

1.  Equations  du  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité 
par  une  force  centrale,  attractive  et  inversement  proportion- 
nelle au  cube  de  la  distance  du  mobile  au  centre  d'action.  — 
J'adopte  les  notations  de  Poisson  (p.  446  et  suivantes),  sauf 
un  changement  indiqué  ci-dessous  dans  l'expression  de  la  valeur 
de  la  vitesse  initiale;  alors  j'ai,  à  l'origine  du  mouvement, 

(i)  t  =  o,     0  =  o,     r  =  y,     o  =  a,     s?  =  ^-xgh  =  a. 

En  tenant  compte  de  la  relation  générale 

.      rcto 
tango  =-?-, 

l'équation  des  aires  est  ici 

(a)  r'rfO  =  ay  sinz  dt; 

m 

et  celle  des  forces  vives 

Ky* 

L'élimination  de  rfQ  entre  ces  deux  équations  donne 

dr%  y1 

^i  -*-(«»  sin« a- Ky)^  =«*  —  Ky. 

Poisson  résout  cette  équation  dans  deux  cas,  attribuant  succes- 
sivement une  valeur  positive  et  une  valeur  négative  au  coefficient 

Y* 

de  -4?  sans  s'occuper  du  cas  où  ce  multiplicateur  est  nul;  c'est 
celui  que  je  traite  ici,  et,  en  conséquence,  je  pose 

Ky  =  «*  sin'a. 

Cette  relation,  introduite  dans  l'équation  précédente,  donne 

dr* 

-—-  =  a*  cos*  « 

Ht* 

et,  par  suite, 

dr       , 

—  r=rb  tteos  a: 

dt  ' 

d'où  je  conclus  que  la  question  de  Mécanique  donne  lieu  à  deux 
problèmes  distincts  qui  attribuent  au  rayon   vecteur  r,  l'un  une 
x.  i4 


■ 
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valeur  croissante  cl  l'autre  «ne  valeur  décroissante,  à  mesure  q iu- 
le temps  s'écoule. 

En  louant  comple  des  condilions  (i),  les  intégrales  de  ces  deux 
équations  sont 
(4)  r  =  Y-t-acosi(    et    r  =  7  -  acos*t. 

Soient  O  le  polo  eL  C  le  point  de  dépari  du  mobile,  de  sorte 
■y  représenlc  la  distance  OC. 

Comme  tontes  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  /  soni 
comprises  entre  zéro  et  l'inlini,  sans  que  celte  quantité  preuiK 
de  valeurs  négatives,  si  la  première  équation  correspond  auw 
où  le  mobile  est  lancé  dans  la  direction  CA  qui  l'ait  un  angle  aigu 
avec  l'axe  polaire,  la  deuxième  s'appliquera  au  cas  où  le  muliil- 
part  dans  le  sens  opposé  CA.'  qui  correspond  à  »  -j-  ~. 

.J'élimine  ill  entre  l'équation  des  aires  (a)  et  l'équation  di 
renlielle   ci-dessus,    oi'i     je    prends    le    signe    supérieur,    ce  qui 
donne 

r'tfli  =  y  tangarfr;     d'où     </ll  =  i 

En  intégrant,  on  aura,  eonformémenl  aux  condilions  initiale*. 

--.•(-?)■ 

Celle  équation,  dans  laquelle  la  variable  I  n'entre  pas  explici- 
tement, convient  aux  deux  cas  où  l'on  aura  à  employer  les  équa- 
tions (4),  puisque  langx  ne  change  pas  quand  l'angle  i.  augmente 
de  deux  droits.  On  obtient  sans  difficulté  ces  deux  dernières 
formules, 

(6)  taiuj3  «  IiS5gg  «tanE«-0, 

(7)  v ■  =  a1  /  cos*»  -t-  ijsin'a  1. 

2.  Trajectoire.  —  Je  vais  exposer  succinctement  les  propriétés 
géométriques  de  la  trajectoire  du  mobile  représentée  par  l'équa- 
tion (5),  que  l'on  peul  écrire  sous  la  forme 


où  U  sera  la  variable  indépendante. 
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Cette  courbe  est  une  spirale  hyperbolique.  Elle  a  un  ave  de 
symétrie  qui  sera  dirigé  suivant  Taxe  polaire  en  donnant  à  la 
constante  qui  y  entre  la  valeur 


tang  a  =  -• 


L'angle  aigu  a  sera  donc  approximativement  de  67° 3o', 
on  a  les  deux  équations 


Ainsi 


(5) 


7: 


'à 


r  = 


__8 

'X 


(6) 


tango  = 


9. 


1  r 


A  partir  du  point  C,  la  courbe  déterminée  par  l'équation  (5)  se 


Fig.  1. 


FI   E 


partage  en  deux  arcs  symétriques  CF  et  CF',  et  deux  spires  symé- 
triques CHKLQ. .  .0  et  CH'KL'Q. .  .0. 


Asymptote  reetiltgiw.  —  Soit   OP  l'abscisse  d'un  point  d'un 

nrc,  on  aura 


«8        .     *ft-0 


éduil  i 


-;  d'où    l'on  conclu 


nu  en 
Ut,  cette 


prônant  OB  s==  —  ■¥,  et  menant  BL  perpendicul; 
droite  sera  asymptote  aux  deux  arcs. 

Il  résulte  de  l'équation  {(i)  que  la  sous-tangente  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  est  égale  à  celte  quantité  OB  cl,  parcon- 
séqucnl,  constante;  propriété  qui  sert  souvent  de  définition  à  la 
spirale  hyperbolique. 

l'ôle  asyinplotique..  —  L'équation  (5)  étant  satisfaite  par 
;■  =  o  el  fJ  =  ao  ,  j'en  conclus  que  le  mobile  parcourut  l'une  des 

spires  en  se  rapprochant  continuellement  du  pille  ne  peut  atteindre 


de  révolutions  di 


e  son  ravoi 


ce  point  que  par  un  nomb 
vecteur. 

Nœuds.  —  Points  de  croisement  des  deux  spires  sur  leur  ase 
de  symétrie,  tels  que  C,  K,  Q,  . .  . ,  déterminés  par  les  valeurs  de  0 
comprises  dans  la  formule  rnc,  où  n  est  un  nombre  enlicr.  L'axe 
est  bissecteur  de  l'angle  des  tangentes  aux  deux  spires.  L'axe  est 
le  rayon  veeleur  d'un  nœud  quelconque.  Les  nœuds  sont  en 
nombre  infini.  Le  point  C.  commun  aux  deux  arcs  el  aux  deux 
spires,  est  le  premier  nœud.  Le  pôle  est  la  limite  des  nœuds. 

Rectification. —  La  formule  générale  dsî  =  dr1  -\~  r*rf9*,  appli- 
quée à  la  courbe  représentée  par  l'équation  (5),  donne 


et,  en  intégrant, 


Pourr  =  co,  la  première  partie  est  infinie;  donc  < 
CF  ou  CF',  est  infini,   résultai  facile   à  prévoir.  Poui 
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seconde  partie  est  également  infinie  :  donc  chaque  spire  est  infinie, 
ce  qui  n'était  pas  évident  a  priori. 

Corollaire.  — -  Les  formules  (5),  (6)  et  (7)  donnent,  sans  dif- 
ficulté, les  conséquences  suivantes. 

Soient  m!  et  m  deux  points  symétriques  de  la  trajectoire;  les 
vitesses  en  ces  points  sont  égales  et  leurs  directions  m! t!  et  mt  sont 
également  inclinées  par  rapport  à  Taxe  polaire  ;  soient  n!  et  n  deux 
autres  points  symétriques  l'un  de  l'autre  :  les  deux  arcs  symé- 
triques m'nr  et  nm  seront  parcourus  en  temps  égaux. 

Remarque.  —  La  figure  de  la  trajectoire,  en  même  temps 
variée  et  régulière,  ses  propriétés  géométriques,  son  rôle  dans  la 
question  de  Mécanique  actuelle  lui  donnent,  ce  me  semble,  comme 
à  la  cycloïde,  assez  d'intérêt  pour  faire  regretter  que  son  étude 
ne  tienne  pas  plus  de  place  dans  les  Traités  de  Calcul  infinitésimal 
et  de  Mécanique  rationnelle. 

Observations  sur  les  limites  et  l'étendue  de  la  solution  d'un 
problème.  —  Il  n'y  a  pas  de  calcul  algébrique,  finissant  par  uno 
équation,  qui  ne  soit  la  traduction  d'une  suite  de  déductions  légi- 
times ;  par  conséquent,  la  traduction  de  cette  équation,  en  lan- 
gage ordinaire,  est  généralement  une  proposition  admissible  au 
rang  des  vérités  mathématiques,  mais  il  peut  se  produire  des  cas  par- 
ticuliers où  un  résultat  obtenu  sorte  de  la  catégorie  des  quantités 
ordinaires  dont  la  signification  est  connue  et  doit  être  déterminée. 
Alors  une  explication  devient  nécessaire  et,  si  l'interprétation 
exigée  par  la  présence  d'une  valeur  singulière  ne  présente  rien 
qui  soit  contraire  à  la  raison,  la  solution  est  acceptable,  en 
vertu  du  caractère  infaillible  appartenant  au  Calcul  algébrique  :  je 
n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que  cette  observation  vise  le  raisonne- 
ment spécial  annoncé  dans  la  Préface. 

Les  valeurs  critiques  dont  il  s'agit  ici  sont  celles  qui  introdui- 
sent des  résultats  infinis  ou  imaginaires;  or  un  de  mes  adversaires 
déclare  qu'il  n'a  pas  moins  de  répugnance  pour  les  uns  que  pour 
les  autres,  et  qu'il  faut  rejeter  indistinctement  toute  solution  où 
ils  se  présentent.  Cependant  j'y  trouve  une  différence  bien  tran- 
chée, et  je  regarde  une  quantité  infinie  comme  pouvant  manifes- 
ter   un    changement  brusque  dans    une  fonction,    mais    sans  lui 
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imposer  la  moindre  interruption  de  réalité,  tandis  qu'une  va- 
leur  imaginaire  de  la  fonction  attribue  à  la  variable  une  li- 
mite, passé  laquelle  celle  fonction  cesse  d'exister.  Ainsi,  par 
exemple,  quand  on  porte  son  attention  :  I  "sur  un  cercle  rapporté  i 
deux  diamètres  rectangulaires;  2"  sur  une  hyperbole  équilalère 
rapportée  à  deux  ases  rectangulaires  parallèles  à  ses  asymptotes; 
l'ordonnée  dans  chaque  cas  étant  prise  pour  fonction  de  l'abscisse, 
on  voit,  dans  le  premier,  que,  quand  la  variable  a  atteint  la  gran- 
deur du  rayon,  elle  peut  continuer  à  croître  jusqu'à  l'infini,  sans 
que  la  fonction  prenne  jamais  une  valeur  réelle.  Il  n'en  arrive  pas 
autant  à  l'ordonnée  de  l'hyperbole  ;  car,  tout  infinie  qu'elledevient 
pour  une  valeur  déterminée  de  fabscisse,  elle  n'en  prend  pas 
moins  des  valeurs  réelles  et  déterminées  et  pour  tontes  les  valeurs 
de  la  variable,  fussent-elles  aussi  rapprochées  que  l'on  voudra  de 
sa  valeur  critique  :  seulement  celle-ci  correspond  au  changement 
subît  du  signe  de  la  fonction.  Il  n'y  aurait  eu  même  aucun  chan- 
gement s'il  se  fût  agi  de  l'hyperbole  représentée  par  l'équatiuri 
x*y=t.  De  là  je  conclus  qu'en  passant  par  l'infini  cette  der- 
nière ordonnée  reste  continue,  tandis  que  celle  de  la  première, 
représentée  parxv  =  i,  devient  discontinue. 

\.  Mouvement  d'un  point  qui  s'éloigne  du  pôle.  —  Le  rap- 
port -j .  obtenu  (n"  1  ),  est  positif  à  l'origine  du  mouvement,  cl  la 
vitesse  initiale  a  est  dirigée  dans  le  sens  CA.  C'est  donc  la  première 
équation  (4)  qui  convient  à  ce  sens,  el  le  mouvement  est  déter- 
miné par  les  équations 


(7) 


■K-ï)- 


-(—S-)- 


desquelles  on  déduit,  sans  difficulté,  les  lois  suivantes  : 

1"  Le  ravon  vecteur  croit  de  quantités  égales  en  temps  égaux, 
ou  bien,  le  mouvement  du   mobile  est  uniforme  suivant  le  rayon 
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2°  La  grandeur  du  rayon  vecteur  varie  depuis  y  jusqu'à  l'infini, 
et  la  durée  de  cet  accroissement  est  infinie. 

3°  L'inclinaison  du  rayon  vecteur  sur  Taxe  polaire  varie  depuis 
zéro  jusqu'à  90°,  limite  qu'elle  n'atteint  qu'après  un  temps  infini. 

4°  La  vitesse  propre  du  mobile  décroit  depuis  a  jusqu'à  a  cosa, 
limite  qu'elle  n'atteint  qu'après  un  temps  infini. 

5°  Toute  la  trajectoire  du  mobile,  dans  ce  mouvement,  se 
réduit  à  l'arc  illimité  CF,  asymptotique  à  la  droite  BE,  dont  il 
peut  s'approcher  jusqu'à  une  distance  moindre  que  toute  quantité 
donnée,  quelque  petite  qu'elle  soit,  mais  sans  l'atteindre  jamais 
et  sans  que  sa  vitesse  soit  jamais  éteinte. 

S.  Mouvement  d'un  point  qui  s'approche  du  pôle.  —  La 
vitesse  initiale  a  étant  maintenant  dirigée  dans  le  sens  CA',  c'est 
la  seconde  équation  (4)  du  n°  1  qui  convient  à  ce  cas.  Je  la  trans- 
forme en  posant 


acosa 


et  j'obtiens 

(4)  ,-  =  Y(i-0. 

Les  trois  autres  (5),  (6)  et  (7)  du  n°  4  ci-dessus  complètent  la 
solution  qui  donne,  de  la  manière  suivante,  les  lois  du  mou- 
vement : 

i°  Lorsque  le  temps  atteint  la  valeur 

>  =  T, 

on  trouve,  par  les  équations  (4)  et  (7), 

r  =  o     et     v  =  00  ; 

d'où  je  conclus  que,  pendant  le  temps  fini  T,  le  mobile  a  parcouru 
la  spire  infinie  CH'KL'Q  . . .  O  (n°  2),  et  que,  par  conséquent,  ce 
point  est  arrivé  au  pôle  O.  Mais  ce  résultat  a  besoin  d'être  expliqué 
conformément  à  la  première  observation  du  n°  3.  Pour  cela,  j'em- 
ploie la  loi  du  mouvement  rectiligne  uniforme,  d'après  laquelle 
l'espace  parcouru  est  exprimé  par  un  produit  de  deux  facteurs, 
qui  sont  la  vitesse  et  le  temps.  Or,  pourvu  que  le  premier  soit 
infini,  le  second  restant  fini,  le  produit  n'en  est  pas  moins  infini; 
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et  c'est  en  admettant  que  celte  conséquence  peut  être  attribuée  i\ 
un    mouvement   variable  quelconque  que  j'obtiens  une  inlerpiv- 
talion  qui  me  parait  suffisante  pour  le  cas  actuel. 

2"  Je  vais  encore  avoir  recours  à  l'induction  pour  déterminer  l.i 
direction  suivant  laquelle  le  point  matériel  atteint  et  quille  If 
centre  d'action.  A  cet  eftel,  je  remarque  d'abord  qu'à  l'inslani  où 
ce  mobile  passe  par  le  pôle,  son  ra\on  vecteur  se  réduit  à  un 
point  ;  mais  la  Géométrie  ne  manque  pas  d'exemples  de  cas  où 
une  droite,  joignant  deux  points  réunis  en  un  seul,  n'en  a  pas 
moins  une  direction  déterminée.  Or  ici  les  deux  points  dont  il 
s'agit  sont  le  mobile  et  le  pôle  que  je  considère  comme  la  limite 
des  nœuds  (n"  2);  d'ailleurs  l'axe  polaire  est  le  rayon  vecleur  d'un 
nti'ud  quelconque:  si  donc  on  admel  que  cette  propriété  a  lieu 
jusqu'à  ta  limite,  il  en  résulte  que  la  direction  demandée  est  celle 
de  l'axe  polaire.  Cela  posé,  je  lais  /=  o  dans  l'équation  (fi),  cequî 
donne  tango  =  oo  ,  par  suite  3  =  ~  :  donc  enfin  le  mouvement 
est  dirigé  suivant  OY  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  0\.  En 
outre,  un  peut  s'assurer  que  cette  loi,  comme  ta  première,  satisfait 
à  l'épreuve  du  a*  3.  En  effet,  la  valeur  de  la  force  motrice  étant 
— ^->  cette  quantité  devient  infinie  pour  /■=  o,  d'où  il  résulte  qu'à 
l'époque  T  le  point  matériel  est  retenu  au  pôle,  par  une  résis- 
tance infinie;  mais,  comme  il  est  animé  d'une  vitesse  infiniment 
grande,  la  présence  de  cet  élément  de  mouvement  me  parai! 
suffisante  pour  autoriser  a  admettre  que  la  cause  contraire  est 
détruilc. 

'$■*  Je  fais  t  =  aT,  ce  qui  donne,  d'après  les  équations  (  j),  (5), 
(6)  et  (7), 

r  =  —  •;,      0  =  ir,      tangî  =  —  -  =—  langa,      v  =  a. 

Ces  résultats  expriment  que,  après  un  second  intervalle  JiniT,  '<' 

mobile,  parlant  du  point  O  avec  sa  vitesse  infinie,  parcourt  l<' 
seconde  spire  infinie  O . . .  QLK.I1C,  pour  revenir  à  son  point  de 
départi'.,  où  il  reprend  sa  vitesse  initiale  a  dirigée  suivant  h 
tangente  à  l'arc  MC. 

\"  Le  mobile,  à  son  retour  en  C,  se  retrouve  dans  les  conditions 
initiales  du  numéro  précédent,   d'après  lesquelles  il  va  mettre  un 


—  217  - 

temps  infini  à  parcourir  Tare  infini  CF'  asymptotique  à  la  droite 
BE'. 

5°  Dans  cette  seconde  solution,  la  trajectoire  est  composée  des 
deux  spires  réunies  à  l'arc  CF',  c'est-à-dire  de  ce  qui  reste  de  la 
spirale  hyperbolique  totale,  quand  on  en  a  retranché  l'arc  CF, 
trajectoire  de  la  première  solution. 

Scolie  I.  —  L'équation  des  aires  donne 

db        aYsina 
dû  =        r*      ; 

au  moyen  de  la  formule  (7),  on  peut  donner  à  celle-ci  la  forme 

rfO  _  y  sina  v 

dt       yjr\  008*31-4-  y2  sin*a  r 

Ici  le  multiplicateur  de  -  devient  l'unité  pour  r=  o;  par  consé- 
quent, à  cette  limite,  on  a 

î?  —  -- 
dt  -  r; 

donc  alors,  la  vitesse  propre  du  mobile  étant  infinie,  la  vitesse 
angulaire  de  son  rayon  vecteur  devient  une  grandeur  infinie  d'un 
ordre  supérieur  à  v  :  d'où  l'on  peut  conclure  que  le  mobile  atteint 
le  pôle,  non  en  glissant,  mais  en  tournant  une  infinité  de  fois 
autour  de  ce  point  fixe. 

Ces  observations  s'accordent  avec  les  remarques  d'après  les- 
quelles la  spirale,  prise  depuis  le  point  C  jusqu'au  pôle,  a  un 
développement  linéaire  infini,  tandis  qu'elle  n'enveloppe  qu'une 
étendue  superficielle  finie,  ce  qui  est  une  conséquence  de  la  loi 
des  aires  donnée  par  la  Mécanique. 

ScolieII. — Ma  solution,  ainsi  quelcscolie  précédent,  obtiennent 
une  sanction  importante  par  le  n°  236  de  la  Mécanique  de  Poisson, 
qui  résout  le  même  problème  de  Dynamique,  dans  le  cas  où  la 
trajectoire,  au  lieu  d'être  une  spirale  hyperbolique,  est  la  spirale 
représentée  par  l'équation 

A  la  fin  de  la  page  précédente,  l'auteur  dit  :  «  Le  mobile  décrira 
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une  spiruli:  iiultiur  du  pôle,  et  atteindra  ce  jioinl  après  mi 
nombre  infini  do  révolutions,  a 

La  soluLÎon  se  termine  par  une  équation  qu'on  peut  écrire  sous 
la  forme 

'~  n^h  n-«— ' 

pour  0  =  30  ,  hi  valeur  de  r  devient  nulle  et  celle  de  /  =  — ^ — ; 

donc  le  mobile  arrive  au  pôle,  après  un  temps  fini  et  déterminé 
pendant  lequel  il  a  exécuté  une  infinité  de  circonvolutions  autour 
de  ce  point,  dette  dernière  propriété  est  encore  conforme  au  scolie 
précédent. 

Outre  ces  deux  équations  déterminant  0  et  /■  en  fonction  de  /,  il 
fout  en  produire  une  troisième  qui  donne  la  valeur  de  la  vitesse  9  '. 
c'est  celle  qui  résulte  immédiatement  du  principe  des  forces  vives 
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et  l'on  obtient  ainsi  la  solution  complète. 

Ainsi  voilà  deux  exemples  d'un  même  problème  de  Dynamique 
dans  lesquels  les  deux  trajectoires  sont  différentes  à  cause  de  la 
différence  des  conditions  initiales  du  mouvement,  ce  qui  n'em- 
pêche pas  l'identité  des  lois  de  ce  mouvement  déduites  ou  du 
moins  résultant  des  deux  solutions. 

ScolieIII.  — Quand  on  discute,  au  seul  point  de  vue  de  la  Géomé- 
trie, l'équation  de  la  spirale  hyperbolique,  on  exprime  sa  propriété 
asymplolique  par  rapport  au  pôle,  en  disant  que  chaque  spire  fait 
une  infinité  de  circonvolutions  autour  de  ce  point,  sans  jamais 
l'atteindre.  Mais  cet  acherOi-  de  temps  doit  être  réformé  dans  le 
cas  où  la  courbe  dont  il  s'agît  devient  la  trajectoire  d'un  mobile 
qui  peut  exécuter  un  nombre  infini  de  révolutions  pendant  un 
temps  fini,  car  la  Mécanique  n'est  point  ainsi  en  désaccord  avec 
la  Géométrie,  donnant  une  équation  qui  est  satisfaite  pur  /■  =  u 


loncé,  dans  la  Préface,  que  le  résultat  de  mon  élude  peut 
r  des  doutes  cl  des  objections.  A  ce  sujet,  il  n'est  peut- 
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être  pas  sans  intérêt  de  montrer  comment  peut  en  produire  un 
article  susceptible  d'être  traduit  en  paradoxe  apparent,  et  de 
mettre  cet  article  en  regard  d'un  passage  de  la  Mécanique  de  Pois- 
son auquel  on  peut  aussi  attribuer  un  caractère  paradoxal. 

Dans  le  n°  5  de  mon  Mémoire,  on  trouve  que  : 

«  Un  mobile  met  un  temps  fi ni  à  parcourir  un  chemin  infini  »  ; 
au  rebours  de  ce  fait,  le  Traité  de  Poisson,  p.  294,  dit  que  : 

«  Un  mobile  met  un  temps  infini  à  parcourir  un  chemin  fini.  » 
J'établis  la  première  proposition  par  une  induction  que  je  crois 
être  de  bon  aloi. 

Quant  à  la  seconde,  Poisson  se  borne  à  l'exprimer;  mais,  s'il 
avait  voulu  la  démontrer,  il  se  serait  aperçu  qu'elle  n'a  pas  toute 
la  généralité  qu'il  lui  attribue.  Cependant,  plus  loin  (n°  131, 
p.  33g), il  prouve  que, dans  un  cas  particulier  du  mouvement  d'un 
point  pesant  sur  la  circonférence  d'un  cercle  vertical,  le  mobile 
met  effectivement  un  temps  infini  à  parcourir  Y  arc  fini  ÀBA'E. 
Pour  donner  un  sens  pratique  à  ce  résultat,  j'observe  que,  dans 
une  position  prise  à  volonté,  le  mobile  est  à  une  distance  du  point 

culminant  E,  exprimée  par  \/'±az.  Or  on  peut  donner  à  z  une 
valeur  qui  rende  cette  dislance  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
quelque  petite  qu'elle  soit  :  donc,  si  l'on  porte  cette  valeur  de  z 
dans  la  formule  qui  exprime  t  en  fonction  de  z,  on  connaîtra  la 
durée  du  temps  que  le  mobile  emploiera  à  approcher,  autant  que 
l'on  voudra,  de  la  fin  de  son  trajet;  et  l'on  obtiendra  ainsi  une 
solution  approximative,  tout  aussi  valable  que  celle  dont  il  faut 
bien  se  contenter  quand  on  rencontre  un  nombre  incommensu- 
rable tel  que  7;,  e,  ou  l'inconnue  d'une  équation  de  degré  supé- 
rieur, etc. 


Deux  théorèmes  relatifs  aux  centres  des  courbes  algébriques  ; 

par  M.  Schoute. 

(Séance  du  17  novembre  1882.) 

Dans  son  excellent  Mémoire  sur  les  courbes  à  centres  et  leurs 
propriétés,  etc.  {Journal  de  C relie,  t.  47,  p.  7-103),  Sleiner  a 


donné,  par  rapport  fcUX  courbes  nu  1  r<jisièriic  ordre,  les  deux  théi>- 
rômcs  suivants  : 

i"  Le  lieu  des  centres  des  courbes  C  à  centre  qui  passent  pur 
six  points  donnés  est  une  tourte  du  ci/if/uiéme  ordre. 

a"  Pur  sept  points  donnas  ou  peut  faire  passer  neuf  courbes 
G*  <>  centre. 


On  a,  en  général,  dans  le  cas 

Jane  conrbe  C™  d'ordre 

Pair. 
i°  Le    Heu   des    centres   des 
courbes  C™  à  centre,  qui  passent 
par 

i"  Le  lieu  des  centres  des 
courbes  Cm  à  centre,  qui  passent 

par 

points  donnés,  est  une   courbe 
de  l'ordre 

points  donnés,  est  une  courbe 
de  l'ordre 

a"  Par 

■j°  Par 

f  (»  +  .)!+! 

£(«-(- r)(m  +  3)  +  i 

points  donnés,  on  ne  peut  pas 
faire  passer  plus  de 

points  donnés,  on  ne  peut  pas 

l'aire  passer  plus  de 

courbes  C™  ù  centre. 


courbes  Cm  à  centre,  si  m  >  i 
( Pour  m=x 3,  on  trouve  g  a 
lieu  de  io). 


■Siii-  fc  théorème  de  M.  Luisant,  relatif  aux  centres  de  gracile; 
par  M.  Schlfcel. 


On  sait  ijue  les  opérations  cl  notions  de  Y  tusdehnuiinsleliii 
sont  particulièrement  propres  à  démontrer  des  théorèmes  de  Mo- 
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canique  (f).  C'est  ce  qui  arrive  eu  égard  au  théorème  susdit 
(ftulletin,  t.  X,  p.  ,\o  et  i3i).  En  remarquant:  i°  que  (A  —  B) 
est  la  partie  de  la  droile  comprise  entre  les  points  À  et  B;  2°  que 
la  multiplication  d'une  droite  par  in  signifie  que  la  droite  tourne 
de  n  angles  droits  (n  étant  un  nombre  quelconque  réel);  3°  que 
le  centre  de  gravité  Ga  des  n  points  Ai,  . . .,  A„  est  donné  par 
l'équation 

n  Ga  =  Ai  -+-  ...  -+-  A„, 

on  peut  démontrer  le  théorème  en  question  par  le  calcul  suivant 
sans  opérations  symboliques,  seulement  au  moyen  des  quatre 
règles. 

Les  équations 

(i)  (Ar-Br)i»=(Ar-B'r),    (r  =  i,a,...#t) 

disent  que  les  droites  Ar  Br  deviennent  ArB'r,  en  tournant  de 
l'angle  co. 

Les  équations 

In .  Ga  =  A|  -+-  . . .  -+-  An , 
n.Qb  —  B,  -+-  ...  -+-  B„, 
n .  Gb  =  B  i  -+-  ...  -4-  Bw 

disent  que  les  points  Ga,  Gbj  G'b  sont  les  centres  de  gravité  des 
points  Ar,  Br,  K,.. 

On  tire  de  ces  équations 

n(Ga-  Gb)  =  (A,  -  B,)  -4-  (A,  -  B,)-+-  . . .  +  (A„  — B„), 
n  (Ga-G'b)  =(\l-B\)  +  (\i--B'i)+  ...  +(An--B'n). 

En  multipliant  la  première  équation  par  tw  et  tenant  compte 
des  équations  (î),  on  trouve,  après  avoir  supprimé  le  facteur  /i, 

(Ga-Gb)i»  =  (Ga-G'b), 

ce  qui  est  le  théorème  en  question. 

On  voit  que,  sans  rien  changer  au  calcul,  les  simples  points  Ar, 
Br,  B^.  peuvent  être  remplacés  par  mrAr,  mrBr,  mrB'r  (mr  si- 
gnifiant la  masse  du  point). 


(*)   Voir,  par   exemple,  le  Mémoire  de   Grassmann  :  Die  Meclianik  nach  den 
Principien  der  Ausdcluiungslehre  {Mat hem.  Annalcn,  t.  XII,  p.  m). 


Quant  aus  méthodes  suivies  par  MM.  Laisiinl  et  Laquiére,  il 
faut  remarquer  que  la  méthode  des  quslernious,  ainsi  que  celle  de 
équipollences,  sont  des  cas  particuliers  de  1' 'AusdehnungsMtrc. 
[Voir  le  Mémoire  :  Der  Ort  der  Ilatnilton  schen  Qualcrnioncn 
in  der  Ausdehnungslehre  {Malbein.  Annalen,  t.  XII,  p.  SyS) 
et  Grassmaxn,  Die  Ausdehnungslchrc,  Berlin,  1862  ,  p.  vinj. 
C'est  pourquoi  il  y  a  aussi  de  l'alunite  entre  les  trois  démonstra- 
tions du  théorème  de  M.  Laisant. 


Aperçu  d'une  solution   géométrique  du    problème    suivant 
«   Trouver  te  lieu  des  ventres  des  hyperboles  équilatères  qui 
ont    un     contact    du    troisième    ordre    avec    une    parabole 
donnée   n  (');  par  M.  Schoute. 


Le  problème  en  question  se  résout  sans  peine  par  l'analyse;  le 
lecteur  en  trouvera  sans  doute  une  solution  géométrique  avec  les 
indications  suivantes.  Si  l'on  fait  une  figure  où  A  représente 
un  point  arbitraire  de  la  parabole,  B  le  point  d'intersection  de  la 
normale  en  A.  à  la  parabole  et  de  sa  directrice,  C  un  point  de  celte 
normale  déterminé  au  delà  de  la  directrice  de  manière  que 
CB  =  3BA: 

(a)  Les  hyperboles  équilatères,  qui  ont  au  point  A  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  la  parabole,  passent  toutes  par  le 
point  C  ; 

(b)  Le  lieu,  des  centres  des  hyperboles  équilatères,  qui  ont  au 
point  A  un  eontact  du  second  ordre  avec  la  parabole,  est  le 
cercle,  dont  B  est  le  centre,  et  BA  le  rayon  ; 

(c)  Le  centre  de  l'hyperbole  équilatère,  qui  a  au  point  A  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  la  parabole,  est  le  point  symé- 
trique de  A  par  rapport  éi  la  directrice  ; 


{')   Lo    problème   :i   .Hé   pn$é    pur    M.  \V.  Maiitel  dai 

Wishuniligv  o/ti,'tiïrn. 
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(d)  Le  lieu  cherché  est  la  parabole  symétrique  de  la  para- 
bole donnée  par  rapport  à  sa  directrice. 

En  passant,  on  trouve  ce  théorème  : 

(e)  Les  deux  paraboles,  qui  ont  en  un  point  donné  un  con- 
tact du  troisième  ordre  avec  une  hyperbole  équilatère  donnée* 
ont  la  même  directrice,  la  droite  élevée  perpendiculairement 
sur  le  milieu  du  rayon  vecteur  du  point  par  rapport  au  centre 
de  la  courbe, 

et  la  solution  géométrique  des  deux  problèmes  : 

(/)  Construire  les  deux  asymptotes,  les  sommets  et  les  foyers 
de  V hyperbole  équilatère,  qui  a  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  une  parabole  donnée  en  un  point  donné. 

(g)  Construire  la  directrice  et  les  foyers  des  deux  paraboles 
qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  hyperbole 
équilatère  donnée  en  un  point  donné. 

Je  termine  par  une  remarque.  Le  théorème  fondamental  : 
Toute  hyperbole  équilatère  qui  contient  les  trois  sommets 
d'un  triangle  contient  aussi  le  point  d'intersection  des  hau- 
teurs, théorème  dont  j'ai  fait  usage  dans  la  démonstration  du 
lemme  (a),  permet  de  remplacer  la  condition  quadruple  imposée 
à  l'hyperbole  équilatère,  d'avoir  en  A  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  la  parabole  donnée,  par  deux,  conditions  doubles,  celtes  de 
toucher  en  À  la  parabole  et  en  C  une  droite  déterminée  qu'on 
construit  sans  peine. 


Intégration  de  V équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  n  variables  indépendantes  ;  par  M.  H.  Lemonhier  ('). 

(Séance   du  ai  juillet  1882.) 

1.  Étant  donnée  l'équation 
(1)  f(x,ri,rty   •••>  #«i  Pu  Pïj   >••  iPn)  =  0, 

où  Xyy . . . ,  xn  désignent  n  variables  indépendantes,  et  x  une  fonc- 


(')  L'auteur  de  ce  travail    vient  d'être   inopinément  enlevé  à   la  Science,   à  sa 
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lion  de  ces  variables  avant  /»,,.  ..,/>,,  pour  dérivées  partielles  pu 
rapport  à  elles,  nous  nous  proposons  d'en  obtenir  une  intégrale 
complète. 

L 'équation 
(a)  P(x,  a-[,   . ..,  jc„)  =  a 

sera  une  intégrale  de  (i)  lorsque  par  la  substitution  de  toute  valeur 
de  x  qui  en  provient  et  des  dérivées  partielles  correspondantes, 
dans  celte  équation  (i),  on  obtient  une  identité,  sans  attribuer  de 
valeurs  particulières  à  .r,,  . . . ,  x„,  ni  à  des  constantes  arbitraires 
pouvant  figurer  dans  F,  étrangères  à  f. 

Soit  posé 
(3)       df=Xt/i-  +  X,dxl->-...-t-X„dTn  +  Plc{p,~h...  -+-  PBrf/ifl. 

Tant  que  dans  le  facteur  /"on  considère  x,  p,,  .-.,/>«  comme 
dues  il  l'équation  (  a  ),  les  dérivées  partielles  de  f  par  rapport  buï. 
variables  a:,,  .  . . ,  x „  sont  nulles  séparément. 

On  a  donc 


ii) 

,..+l>«3ù=., 

('  variant  de  i 

(./.. 

En  raison  des  égalités 

da-,        ■)*,'     '"' 

Jj7  =  à^' 

c'est  avoir 

<-0 

x.+  x^.+  p,  fe+. 

..+p.*=.; 

mais  de 

*,  =  *!*,+.. 

<te„ 

on  tire 

Sr-^*' 

._  g-.  ,*„,_.. ,__*L 

famille  et  A  ses  amis.  I.c  27  octobre  dernier,  cet  homme  de  bien,  ce  savant  aussi 
modeste  qu'il  était  distingué,  ce  professeur  de  mérite  i[uc  tant  de  travaux  dési- 
gnaient pour  une  siluatîon  plus  brillante,  est  mort  à  Cacn  des  suites  d'une  chute 
qu'il  avait  faite  quelques  jours  auparavant.  La  Société  mathématique  de  Franee 
perd  en  lui  un  membre  actif  cl  dévoué,  dont  le  Conseil  a  plus  d'une  fois  apprécié 
les  lumières;  quelques-uns  de  ses  membres  regrettent  un  ami  sincère  et  éclairé. 
Puisse  ce  dernier  hommage  adoucir  les  regrets  d'une  famille  si  éprouvée!        H.  P. 
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ce  qui,  substitué  dans  (4')?  change  la  relation  en 

(X/-H  Xpt)dx,+  Vidpi+iVtdxi—  Vidx{)  ^  -+- 

(4')     '       -MP,-,^,-P,<*r,   ,)    d/>/ 


H-  (P/+,  cfcr,—  P/rfa:/^)  -r^L  -f-. .  .-hfPn^r/-  Vidxtt)^-  =  o. 

Si  actuellement,  au  lieu  d'estimer  indépendantes  les  unes  des 
autres  les  valeurs  de  xK ,  . .  . ,  xn,  nous  les  lions  par  les  n  —  i  rela- 
tions 

>  dx,  dx\  __         dxi-\  _  dxi^\  dxn 

P«  Pi  Pi-i  P<+i  Pi» 

l'équation  (4")  se  réduit  à 

dx,  —  dpi 


P,         Xi+Xpi 
de  sorte  que  Ton  a 

dxt  _  dx*  _  dx,  _  _  dxn  _      —  *//?/ 

~p7  ~1t7",,,""p7'"'_"p7~  *i+xpt; 

et  cela  s'appliquant  à  toutes  les  valeurs  de  «depuis  i  jusqu'à  n,  il 
s'ensuit 

dx\  _  dxi  _  _  dxn  _     —  dpx      _      —  dp9      _  —  dp„ 


Pi  Pj  P#»        X,-t-X/>,        X9-t-X/»i  X„n-X/?n 

En  tenant  compte  de  ce  que  par  l'équation  (2)  Ton  a 

(6)  dx  —ptdx i-\-p %dx% -*-..  .-\-pndxm 

le  système  de  ces  équations  est  finalement 
dx\  _  dxt  _         _  dxn 

(7)  j^^^  ""^ 
dr  —  <*/>i  —  dpn 


Pi/?iH-...-+- P„/?„        Xi-+-X/>,  "    Xn-±-Xpn 

Ainsi,  du  moment  que  l'équation  (1)  est  vérifiée  par  l'équation 
(2),  toute  valeur  de  x  tirée  de  cette  équation  (2)  et  les  valeurs 
de  pi  correspondantes  satisfont  au  système  d'équations  différen- 
tielles (7),  avec  des  valeurs  de  xs ,  x2,  .  .  . ,  xn  qui,  au  lieu  de  rester 
x.  i5 


indépendantes,  soient  liée- 
partie  de  ce  système  (7). 

2.  Considérons  en  lui-même  le  système  (H).  L'intégration  com- 
plète de  ce  système,  soit  qu'elle  s'étende  ù  toutes  valeurs  réelle*  ri 
imaginaires  de  l'une  des  variables,  soit  qu'elle  doive  se  limiter  .. 
tels  ou  tels  champs  de  valeurs,  fournira  an  équations  avec  m 
constantes  arbitraires  h,,  .  . .,  aan  susceptibles  de  se  déterminer,  ôr 
façon  que  pour  une  valeur  attribuée  arbitrairement  à  l'une  des  vs- 
i-ïubles,  à  x  par  exemple,  au  moins  dans  un  champ  de  valeurs 
possibles,  on  obtienne  pour./*,  .r^,  .  .  .  ;  J„,/i|,  ....  /'„  des  valeur* 
pareillement  arbitraires  x0,  xso.  •  •  ■  1  Xnipt !'•,«• 

Il  est  ù  remarquer  que  les  équations  (  -),  en  même  temps  qu'elle, 
impliquent  la  relation  H>),  ilouneul 

\./j'--  \%ilxx-h...-,-  \„tifH  -l',.//'i  H  ...+-  V„dpR  =  <>, 

c'est-à-dire  '//=  o,  auf=  ennst. 

<  "csl-à-dire  que  les  valeurs  de  ./-,,  a\,  .  .  .,  jra;  //,,  ,  .  .,p„  ru 
fonction  de  j-,,  par  exemple,  substituées  dans/,  en  l'ont  1 con- 
stante. 

En  égalant  le  résultat  à  zéro,  on  établira  une  relation  entre  ces 
constantes;  l'une  d'elles  s'ensuivra  en  fonction  des  autres;  leur 
nombre  sera  réduit  à  11  —  1  et  l'équation  (1)  deviendra  l'une  îles 
équations  intégrales. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  su f lira  du  reste,  dans  le  cours  de  l'in- 
tégration, de  faire  de  f=  o  l'une  des  équations  intégrales;  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  se  trouvera  être  n  —  1  dans  le 
système  intégral.  Mais  si,  pour  .r,  =  xla,  les  constantes  sont  alors 
j'u,  ;F|„,  Xîq,  .  .  .,  ~c„a',  p%a,  •  ■  - .  Pm,  ce  sera  sous  la  réserve  dV 
voir/(jr„  x,0,  xit,  ...,  xna;  />,,,  ...,  p„a)  =  o. 

Dans  son  beau  et  renommé  Mémoire  sur  les  solutions  singulières 
des  équations  aux  dérivées  partielles,  M.  Darboux  a  tiré  un  heu- 
reux parti  de  l'introduction  d'une  nouvelle  variable  (  dans  le  sys- 
tème (-).  Suivant  son  inspiration,  prenons  pour  ce  système 


Inr— -: 


Jp, 

4-Vl 
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T  se  prenant  à  volonté,  fonction  de  t  seul,  ou  de  /  et  des  autres 
variables. 

Nous  aurons  par  là  2/1  +  a  variables;  2/1  +  1  d'entre  elles  seront 
déterminées  en  fonction  de  la(a/i  +  a)'*"16,  par  exemple,  #,  #4,..., 
jrw ;/>,...,/>„  en  fonction  de  /  ;  dans  le  système  intégral,  compre- 
nant ou  impliquant  l'équation  (1),  il  y  aura  in  constantes  qui,  il 
est  bon  de  le  redire,  seront  susceptibles  de  se  remplacer  pour  t=  t0 
par  x09  xi0,  . . . ,  x,i0,  fio,  .  •  •  •  pno  sous  la  condition  d'avoir 

f(Xo,   #10»     •••>   ^«O»  PlOy    •••»  /*«<>)• 

Les  choses  ainsi  entendues,  considérons  le  système  intégral  sous 
la  forme 

/   x    =  v(t,  «i,  aj,    ...,  CLm), 


(8) 


{  a»  =  <?«(*»  «i»  «i>    ...»  «îi»)» 

/>1   =  ^p/l-Hl  (*>     *1>    «4»     •••>     al»)> 

î 

/>»  =  ?l/t    (*>    al»    aS»     •••»    <*îrt)» 


Si  les  n  constantes  a„+l ,  .  • . ,  a2/ï  peuvent  là  s'exprimer  en  fonc- 
tion de  xt,  .  . .,  xn  par  les  n  équations  qui  suivent  la  première, 
ce  qui  exigera  qu'on  ait  le  déterminant  fonctionnel 


A  = 


ôxx 

dxn 

dxx 

dxn 

à*m 

à**n 

différent  de  zéro,  on  aura,  en  portant  leurs  valeurs  dans  la  première 
équation, 

(9)  #  =  *(/,  xi%  xf xn;  a,,  at,    ...,  art); 

d'où  résulte 


(10) 


dx  =  ——  dt  -h  js%  dxx  -+- . . .  -h  wn  dxn, 


d* 


wi  désignant  -y-*  et  de  là,  à  cause  de  (6), 


in) 


dx( 

—  dt  =  (pl  —  T3ï)dxi-r-...-r-{pn—Wn)dxn. 


:  liguren 


Les  valeurs   des  ra,  qui  M  présentent  d'abord  eu  l'onction  dV  /, 

j-,,  .  .  . ,  x„  el  des  constantes  a ,  a.„,  peuvent,  eu  égard  an 

équations  (8),  se  concevoir  exprimées  en  l'onction  de  /  et  des  -m 
constantes  a,, . .  . ,  aÎH.  Si  alors  les  binômes  />,—  ra^  sont  nuls  iden- 
tiquement, on  voit  que,  —  l'étant  aussi,  la  variable  /  i 
pas  explicitement  dans  l'équation  (g). 

Désignons  para  l'une  quelconque  des  an  constantes  dansle  s 
terne  intégral  (8  ).  Si  on  lui  attribue  une  variation  Sa,  ces  équati< 
donneront 


M  par  l'équation  (y. 


Mais,  quand  a  sera  l'une  des  constantes  élim 
slante  que  l'élimination  fait  disparaître  sans  qu'c 
Celte  relation  fik)  se  réduit  a 


-4  ptise, -+- . . .  :- /■„«/„  --  pi  -J-  0 

r  l'équation  (la),  que  l'on  a 


Quand  «est  une  constante  qui  ne  subsiste  pas  dans  l'équation  {9), 
si  les  ta, — p,  sont  nuls  identiquement,   il  en  sera  de  même  de  11 

loncl  ion 


"■ =  m  '  -  *  *r  ~  ■  ■  ■  -  ''»  di  =  *  ~  p  '  *r  -  ■  ■  ■  ~  p-  sr  ■ 

Alors  que  les  /?,  —  ta,  seront  tous  nuls,  mais  que  a  figurera  dans 
la  fonction  <1>,  la  dérivée  partielle  —  ■  n'étant  pas  nulle  identique- 
ment, la  fonction  lia  ne  sera  pas  nulle  non  plus  identiquement. 
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Ces  faits  constatés,  supposons  que,  pour  chacune  des n  constantes 
éliminées,  le  déterminant  A  n'étant  pas  nul  identiquement,  on  ait 


M  O, 


sans  détermination  de  /,  ni  des  constantes  ;  alors  on  a  pour  ces  n 
constantes  les  n  relations 

.  fir^  rto%  d.rn 

(  l*>  )  IWt—pi)  — —     :     iWi  —  pi)  — --•?-   ..  .-Wwn—  pn) =  O, 

01  i  OOLj  07.  j 

i  étant  susceptible  des  valeurs  /*  -+- 1 , ...,  in  :  ce  qui,  A  étant  dif- 
férent de  o,  exige  que  Ton  ait 

Wi  —  pr    o, 
pour  i  —  i,  2, . . . ,  /i. 

Mais  si  lcs/>/  sont  de  même  valeur  que  les  nr/  quand  leurs  ex- 
pressions se  prennent  en  fonction  dr  t  et  des  m  constantes,  il 
est  à  observer  que  si,  de  part  et  d'autre,  on  remplace  les  constantes 
éliminées  aw+t,  .  . .,  a2/î  par  leurs  valeurs  en  xs,  xiy ...,  xn,  l'iden- 
tité de  valeurs  subsistera.  Par  là  gj,,  ts2i  . . . ,  xsn  recouvreront  leurs 
valeurs  telles  que  les  donne  l'équation  (9),  valeurs  qui,  d'après 
la  relation  (n),  ne  dépendront  que  de  xif  x2,  .  .  . ,  xn  sans  que  t 
y  figure. 

Or  l'équation  (1),  faisant  partie  du  système  intégral  ou  s'y  trou- 
vant impliquée,  devient  identique  quand  on  y  substitue  les  valeurs 
(9)  de  x,  xh,  .  .  . ,  pn,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  / 
et  aux  m  constantes.  Si  l'on  y  substitue  la  valeur  (9)  de  x  et  celles 
de  pt,  p2,  .  .  . ,  pn  qui  sont  celles  de  mt9  m2>  •  •  •  »  ***//»  toutes  fonc- 
tions de  xt ,  jr2,  . . .  ,  xn  et  des  constantes  a, ,  aa,  .  .  .  ,  art  sans  que  t 
y  figure,  elle  se  trouvera  satisfaite,  identiquement,  sans  détermi- 
nation aucune,  ni  des  constantes  subsistantes,  ni  des  variables  xt1 
x2, .  .  . ,  xfi9  car  à  la  place  de  l'indétermination  des  constantes 
ot/,+i, .  .  .,  0Lin  se  trouvera  là  celle  des  variables  xs,  x^  .  .  .,  x„, 
puisque,  par  le  fait  seul  que  A  est  différent  de  zéro,  l'ensemble  des 
valeurs  de  xtJ  x2,  . . .,  xn  comme  indéterminées  est  équivalent  à 
celui  des  constantes  a//+1,  .  .  . ,  a2//. 

Il  est  donc  ainsi  établi  que  l'équation  (9),  si  u%  est  nul  identi- 
quement pour  chacune  des  n  constantes  dont  l'élimination  conduit 
à  l'équation  (  rj\  sans  que  A  le  soit,  constitue,  ne  contenant  pas  / 
explicitement,  une  équation  intégrale  de  l'équation  (1). 


De  plus,  luule  constante  du  système  intégral  (8)  pour  laquelle  u, 
est  différent  de  zéro  subsiste  clans  l'équation  (9),  (Je  sorte  que 
c'est  une  intégrale  complète  quand  les  n  constantes  non  visées 
dans  l'élimination  donnent  lieu  à  des  valeurs  de  u*  qui  ne  sont  |us 
nulles. 

Dans  tous  les  cas  où  l'équation  (9)  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion {1),  les  constantes  qui  y  subsistent  sont  celles  pour  lesquelles 
l'expression  «a  est  différente  de  zéro. 

Comme  fonetion  de  /,  «1  est  susceptible  d'une  expression  re- 
marquable que  donne  immédiatement  la  recherche  de  sa  dérivée. 

Observons  que  l'on  a 


e  qui,  à  cause  de 

x^  +  x.^i  +  .-.  +  x^ 


,  ùfr 


àp^ 


relation  qui  vient  de  ce  que,  quelle  que  soit  la  constante  2,  l'équa- 
tion f=  o  est  impliquée  dans  le  système  intégral  (9),  peut  se 
changer  en 

rfH.__X/dr_        <>£,    _         _        àxn  \ 

dt   ~      T\di      Px  àx  '  P"    dz  /  T  "•' 


"1,  désignant  ce  que  devient  «a  pour  /  =  /„. 
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Il  ressort  de  cette  expression,  que  si,  pour  t  =  /0,  on  a  ^=  d'une 

valeur  finie,  tant  que,  t  variant,  cela  continuera  d'avoir  lieu,  la  va- 
leur de  Un  ne  sera  pas  nulle,  si  u%0  est  différent  de  zéro,  mais 
qu'elle  ne  cessera  pas  d'être  nulle  si  i/ao  se  trouve  nul. 

Cette  propriété  est  utile  pour  reconnaître  ce  qu'il  en  est  de  u% 
lorsque  son  expression  se  simplifie  pour  une  valeur  particulière 
de  tj  et  surtout  dans  le  cas  où  les  constantes  sont,  les  valeurs  de 
jr,  jrt ,  . . . ,  xn\p\ ,  . . .  ,/>,,  répondant  à  une  valeur  particulière  de  /, 
eu  égard  à  ce  qu'on  ait/=  o. 

Si,  pour  t  =  £0,  les  variables  deviennent  .r0,.r|0,  . . .  ,/>,l0,  l'ex- 
j  il  àx»      ()x\0  àx„Q 

pression  de  up     sera   nulle,  en    ce  que  - — »  — — >  •••<•  — — »  se 

r  ^»  n         Opi»      0pi0  0pi0 

trouvent  nuls.  11  suffira  en  conséquence  que  les  p,0  soient  indé- 
pendants les  uns  des  autres  et  que  le  A  correspondant  à  l'en- 
semble des  pt0  ne  soit  pas  nul  identiquement,  pour  que,  par  l'éli- 
mination des pio  on  ait  une  équation  intégrale;  cette  intégrale, 
d'ailleurs,  sera  complète  si  les  i/x.#  sont  tous  différents  de  zéro  : 
c'est  le  procédé  connu  de  Jacobi. 

.  Les  constantes  étant  les  mêmes,  si  Ton  pose  avec  Cauchy 
j*0  =  ),(j"l0,  i*20,  .  . . ,  x^),  X  indiquant  une  fonction  arbitraire, 
et  qu'on  fasse  disparaître  x0  par  la  substitution  de  ),,  il  s'ensuivra 


vu  que 


<tXjo  . 

0xt0 


Cette  valeur  de  f/.r.a  sera  nulle,  si  /?/0  se  prend  égal  à  -. —  •  Donc, 

OX{Q 

si  toutes  les  constantes  */|o>  ^'20?  •  •  •  >  -*'ft0  figurent  dans  la  fonc- 
tion A  et  qu'à  chacune  il  corresponde  une  dérivée  partielle  de 
valeur  finie,  on  aura  par  la  détermination  des  pt-0  dont  on  vient  de 
parler  des  u-%  de  valeur  nulle.  Quant  au  déterminant  A,  il  se  trouve 
égal  pour  /  =  /0  à 

1     00     ...     o 

o     1     o     ...     o 

—  1 

•  •  •  •   •   •  • 

o I 


qu'il  varie  avec  (  d'une  manière  continue,  '=    étant    par  liflna 

d'une  valeur  Unie,  on  voit  que  l'élimination  de  xtù,  xaj, ,xM 

mènera  aune  intégrale  Je  l'équation  (i).  11  ne  s'y  trouvera  aucune 
des  con-tanles  arbitraires  primitives.  Mais,  si  l'on  l'ait  dépendre}. 

flVfl  constantes  At,  A5 A„  [elles  qu'à  leur  égard  les  //,  soient 

différents  Je  r.éi-0,  on  obtiendra  une  intégrale  complète.  Notam- 
ment, si  l'on  pose  Tu  =  A,  Xia  ■+-  \;X3I)  -4-  .  . .  ->-  A,.r„,  il  e?l  « 
observer  qu'il  s'ensuivra,  après  le  remplacement  de  xv   cl  J« 

pu    ■  -V-, 

u      u     '""       c    .    0'"- 

car  Ui(  =  i ,  pour  I  =  t(„  d'où  une  intégrale  eomplète  où  les  con- 
stantes seront  A, ,  An.  .  .  - ,  A„. 

On  pourra  encore  prendre  xa  =  \(.rtt, , .  .  ,  .r*„)  avec/iy»  =  -re- 
polir /  =  i,  ...,/.  {  Ob  aura  n»  =  <>  pour  i  =  j-<t,  j-(„.  ,  .  .,  tit; 
/>*+t,o.  •  -tP-r  L'élimination  de  ces  constantes  conduira  à  une 
intégrale  qui  dépendra  de  constantes  introduites  dans  À,  si  les  u4 
à  leur  égard  ne  sont  pas  de  valeur  nulle. 

i.  .le  ne  m'arrête  pas  sur  des  cas  particuliers,  connue  celui  où 
l'équation  (i)  est  linéaire,  ni  celui  où  elle  est  homogène  par  rap- 
port ans  pi,  ni  sur  le  cas  de  deux  variables  indépendantes. 

Dans  l'intégration  du  système  (y),  il  se  peut  qu'il  soit  avanta- 
geux, pour  les  calculs,  d'introduire  d'autres  constantes  que  les  J",( 
el  piQ.  Revenons  Jonc  aux  équations  (8)  où  les  constantes  sont 
désignées  par  a, ,  —  ,  i.,„. 

Quand  les  ux  se  trouvaient  nuls  pour  n  de  ces  constantes,  et  dif- 
férents de  zéro  pour  les  n  antres,  nous  avons  reconnu  que  L'élimi- 


nation  des  première 

spourlcs„  + 

en  fonction  de  lcl< 

es  constantes 

menait  à  une  intégrale  complète. 

Dans  les  cas  où  i 

va  pins  de  i 

constantes  pour  lesquelles  l'es- 

pression  de  „a  est. 

«Ile,  sansqu 

1  en  soit  ainsi  pour  toutes,  il  est 

aisé  d'opérer  sur 

:s  constantes 

un   changement  qui  fait  rentrer 

Jansle.cas  précède 

il. 

Supposons  qu'on 

ail 
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Si  l'on  fait 

il  s'ensuivra,  après  substitution  de  cette  valeur, 

u-  ~r  "«  ■+-  "«      A  —  w„  ^Aj/O 

«1  *|  *  4-|  «A -H         *    ' 

u.     •-"   "»  A*  r^  O, 


et 

On  voit  ([ne  de  cette  façon  on  obtient  à  la  place  des  «a  nuls  au- 
tant de  ua  correspondants  cpii  ne  le  sont  plus,  se  rapportant  aux 
mêmes  constantes.  Quant  à  la  constante  pour  laquelle  u%  n'est  pas 
nul,  elle  disparaît,  mais  peut  se  considérer  comme  remplacée  par 
A*+|  ou  l'un  des  coefficients  A,-,  en  lui  laissant  une  valeur  indéter- 
minée, les  autres  pouvant  recevoir  à  volonté  des  valeurs  numé- 
riques différentes  de  zéro. 

Par  ce  moyen,  on  pourra  réduire  à  /*,  s'il  est  supérieur,  le  nom- 
bre des  constantes  donnant  des  f/a  nuls,  pourvu  qu'il  s'en  trouve 
un  qui  soit  différent  de  zéro,  ce  qui  permettra  d'obtenir  une  in- 
tégrale complète. 

S'il  arrive  que  les  valeurs  de  n%  répondant  à  deux  constantes 
<X|,  a2  soient  différentes  de  zéro,  mais  dans  un  rapport  À*  indépen- 
dant de  t  et  de  ces  constantes,  de  sorte  que  u^  =  Àf/a,,  il  suffira 
de  faire  a,  =  —  /ra2  -f-Aj  pour  qu'il  s'ensuive 'Ja,  =  i/a2  —  Ai/a,  =o, 
et  d'autre  pari  uAi  ~-=  u^x  y£  o;  de  sorte  que,  à  la  place  de  at  se 
trouvera  Af  donnant  pareillement  un  //a  différent  de  zéro,  tandis 
que  //a,  sera  remplacé  par  'Ja2  égal  à  zéro. 

Il  se  peut  qu'en  opérant  ainsi  une  ou  plusieurs  fois  on  amène  n 
constantes  à  présenter  des  i/a  nuls,  au  lieu  d'en  avoir  un  moindre 
nombre. 

A  défaut  de  pareilles  circonstances,  s'il  se  trouve  que  le  nombre 
des  u-t  nuls  n'atteigne  pas  n,  une  ressource  toujours  possible  sera 
de  passer  des  constantes  a  à  d'autres  qui  soient  pour  t  =  t0  les 
\alcurs  jr0,  x/0,  .  .  .  ,/>,0  pour  agir  ensuite  de  Tune  des  façons  indi- 
quées. 

ïï.  Quand  le  système  (  y)  s'intègre  sans  y  introduire  une  non- 


velle  variable  (,  qu'on  y  prend  x,,  par  exemple,  pour  varâbh  '"- 
dépendante,  les  constantes  ne  sont  pins  qu'un  nombre  de  an  —  i, 
«,,  Kï,  .  .  .  ,*»,(.. i  susceptibles  de  se  changer,  pour  x  =  x,B,  en  vu- 
leurs  correspond  il  nie  s  ■/■<>,  x-in,  .  .  .,x„a\  /',„,  .  ,.,p„a  mû,  de  fiiit, 
se  réduisent  a  a«  —  i  à  cause  de  lu  condition 


/(j-g,  *|g,  J». 


.o;/>i« — ,/>««)=«. 


.('m,  comme  /0,  pouvant  d'ailleurs  être  fixé   numériquement,  mi 
laissé  indéterminé. 

L'analyse  précédente  s'appliquera  à  tes  circonstances,  (  n'étant 
qu'à  remplacer  parxi,  T  par  I',.  On  aura  alors 


nui 


,.     .-JÎ* 


Toutefois   l'équation  (g),   indépendante  de  A   quand  les  />, 
sont  nuls,  ne  sera  pas  indépendante  forcément  de  x,. 


II. 


i.  Comme  problème  inverse  de  celui  dont  nous  venons  de  non- 
occuper,  se  présente  la  question  d'obtenir  au  moyeu  d'une  inté- 
grale complète  de  l'équation  (i)  un  système  intégral  correspon- 
dant des  équations  (7). 

La  solution  est  immédiate  lorsque  l'intégrale  complète  connut 
est  sous  la  forme 


l-V 


les  j-„.  ,rllM xm  étant  Ions  des  indéterminées. 

En  effet,  si  le  système  intégral  se  suppose  sous  une  forme  ana- 
logue, soil  que  Invariable  indépendante  s\  trouve  xÀ  ou  v  soit  /. 
la  condition  d'avoir /(j-,.  r„,  ...,/»„„)  =  0  étant  remplie,    les 


-  £35  — 

équations  qui  le  composeront,  comme  toutes  celles  qu'on  en 
déduirait,  seront  telles  qu'elles  subsisteront,  quand  un  échange  s'y 
opérera  entre  /, 

xy  X\j  j*j,  . . . ,  xn\  p\,  . . . ,  pn     et     ^o?  «fu»  "^îo?  ...  %  ^P/io»  />iu»  •••»  PnO' 

Soit 

F( x,  X\, rn\  Xq,  Xjo,  ...»  ^no)  —  ° 

l'intégrale  complète. 

Elle  donnera  les  n  équations  • 

,     x  ôF  OF 

Oxi       E    ôx 

qui  feront  partie  du  système  intégral.  Dès  lors  il  y  aura  comme 
correspondantes  les  n  équations 

ÔF  ÔF 

où  les  pi0  constitueront  n  —  1  constantes  arbitraires,  Tune  d'elles 
se  déterminant  par  l'équation 

Il  y  a  bien  lieu  d'observer  que  par  F  =  o  et  les  n  équations  (1-) 
on  peut  obtenir  l'équation  (i),  et  par  F  =  o  avec  les  équations  (18) 
obtenir  f(jr0,  xl0,  . . .  pno)  =  o.  Il  n'y  aura  de  fait  qu'un  système 
de  2/1  équations  distinctes  comprenant  ou  impliquant /=  o,  qui 
constituera  un  système  intégral  avec  2/1  —  1  constantes  arbitraires 
des  équations  (7),  correspondant  bien  à  l'intégrale  complète 
connue. 

Considérons  ces  équations  sous  la  forme 


(19) 


dF 
ôx 
—  1 

dF        dF                    ÔF 
ôxx        àxt                    0x„ 

"""  P*     ~~   P*    "           ~~    Pn  ' 

ÔF 

0F         <)F                     ôF 

()jr0 

ÔX\q        ôx^o                      dxnQ 

(  'M  ) 

—  I  pio  Pio  Pno 

et  soil,  en  sup|>osanl  .r,  la  variable  indépendante, 

ÔX  ÔXt  ôx>  ôxn  . 

ÔXtQ  *  ÔX,Q  ÔXiQ  ÔXiO 
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Pour  ce  qui  concerne  «,,  attendu  que  x,  est  la  variable 
pendante,  le  l'ait  n'est  pas  aussi  apparent. 

Remontons,  alin  de  le  reconnaître,  aux  équations  inlé 
sous  la  forme 

y     =  »    (j-,,  .ru,  j-„ ,  j-,,,,;  />,„,    ...,/>,„), 

a-,  _:=,s  (.r,.  ./•„.  rta x„«;  />,. /)„„!, 

r„  =  *„(../■,.  ./■„,  as,,,   ...,x„tlp,v />„„>, 

qui  donnent 


puisque,  pour  ,r,  =  ./•,-,,  les  valeurs  de  X,  .r.,,  .  ,  . ,  .r„  se  réduisent 

"(S)™*  (Et), 

;).,  .,.=(£> -ife» ; 


—  £J7 
d'où  résulte 


/>Î0 

_i 

-  Mio  =  O, 

et  de  là 

"1 

—  />ioM. 

Par  conséquent 

OF 

r)F 

<)F 

dF 

«0 

0xl0 

--. 

«2 

pour  les  équations  (ao)  sous  une  autre  forme. 
2.  Au  reste,  du  moment  que  l'équation 

est  une  équation  intégrale  de  l'équation  (i)  déduite  du  système  des 
équations  (7),  elle  devient  identique  quand  on  y  porte  à  la  place 
de  xs ,  *r2,  . . . ,  xn  leurs  valeurs  en  fonction  de  ur,  et  des  constantes 
a,,  a2,  . . . ,  a2/|_i,  de  sorte  que  Ton  a 

()V  à.r         f)V   dx.  OF    âxn        OF  _ 

Ox   0%        0xt     0%  0x„     0%  0%  ~~ 

ce  qui,  avec  les  équations 


OF  OF 

"Pi    ;-      °> 


Oxî  Ox 

donne 

^L(—      -    d%ri  -   dXn  ^   ■   **F 

ox  \  0l 


(Ox  0xt  0x„\       àF 


ou 

OF        <)F 

Ox  0i 

(ai)  ■-  — 

1  u_ 


Pour  les  constantes  x0,  x20,  . . .  «  .r//0,  cette  relation  se  traduit  en 

<>F         W        ^F_  OF 

Ox  0x0         dxi(s  Ar/I0 


—  I           1/0  "s                           H/t 

Comme  Ton  a  également 

OF   dx         àF  àxt  OF    àx„        dF 

rir   <yj"i         c/j^  d^'j  *  '  '        0xn   0x\         0xx          5 


-  Stti  - 

pir  i:ollsét]1U'nl 

,»,r  '   -le,        '  '  àr,                      *  "  Os,  )  +  0.rt         ' 

ou 

SB         âV 

on  voit  que 

dP          »          ,)F         àl*                        dF 

re  qui,  rapproché  des  formules  (ao'),  accuse  In  formule 

dF          ni-' 

ST-«*. 

Pour  le  problème  posé,  le  cas  général,  celui  où  dans  rinléjjralf 

complète   les   n   constantes  sont  autres  que   celles   dont   il  vient 

d'ôlre  queslinn.  demande  à  être  Iridié  par  des  considérations  dif- 

férentes. 

une  intégrale  complète  de  l'équation  (i 
Prenons-la  sous  la  forme 


L'équation  (i)  peut  se  supposer  résolue  par  rapport  à  l'u 
dérivées  partielles  p,-.  Soit  ainsi 

(«y  p\.  =HT< T' rn.Pl — ,P„). 

Considérons  avec  l'équation  (2)'  les  n  équations 
et  posons,  d'autre  pari. 


-  £t9  - 

lt*s   lettres    {ï/  désignant   /i   quantités   que   la  suite   déterminera. 

Nous  avons  là  2/j  -f-  2  équations,  qui  au  fond  ne  reviennent 
qu'à  '2/1  -f- 1  équations  distinctes,  l'équation  (1)  résultant  des 
équations  (a3)  et  de  (2).  Si  les  j3,  deviennent  des  fonctions  d'une 
variable  /,  elles  détermineront  x,  xu  . . . ,  xn  ;  pÎ9  . . . ,  pn  égale- 
ment en  fonction  de  /. 

Le  signe  de  différentiation  d  *c  rapportant  à  /,  le  signe  0  se 
rapportera,    peu   importe   de   quelle    façon,    au\   constantes    a.i9 

Nous  aurons 

dx  —  px  dx.x  -h  n*  dx1  -+-...-<-/>„  dx„  =  ^  r/./*!  -4-  —  dxt  -4- . .  .  -+-  - —  d.rn  , 

dxt  dxn 

puis 

0  </./'  —  ^/y*  0'>  H-  djT±  G  -r-  .  .  .  H-  r'/j",,  0   - 

T  <)./*«  dx„ 

-r-  •!/  0  */,rf  -1-    — -  0  </j%  -r- . . .  H 0  dx„ 

1       dxt  -  dxn 

-  dxx    -f-  o.r  -•-  -i  o.r,  -+- .  .  .-f-  —£-  or,,  -r-    f-  o/>,  4-.  .  .-+-  -r-*-  o/>„  ) 

.    >  on-  .     >  <nr 

—  dx*  0 h  . . .  -f-  dxn  0  - — 

dx*  dxn 

-r'io  *7>i    = 0  <Y.r.,    -  ...  -h  -, —  0  dxn 

dxt  "  dxn 

cr  qui  devient,  en  v  portant 

o.r  =  - —  ox,  4-   ,—  o.rs  h r  - —  oxn  H-  - —  oatt  -H  •  •  •  -f-  -r —  oa„, 

(>.rt  fAr,  d.rn  dzt  dzn 


/d<i  dw  „        dû  f>q-  %  *l  <nr 

1      '        -  O-Ti  h L  —  o.r2  -h  •  •  •  h £  - — 

-,  d.r  dur*  d.r  dj'n 


6  dx  —  f/./*.    (  — -  -  —  OX,  H o.r2  -h  •  •  •  h -   - —  O-T» 

l  </.r  fir,  eAr  dur,       *  '       * 


Cii)  ' 


<)•}/  dV  ,  ^'L  r)U*   %  d'I   ^ 

h-     L  -_  oa,  -■ h  -1-  -—  oan  -t-  r-?-  oj-, 

^.r  f>at  c>j*  d%tl  dx\ 

d.ti       -  dj„  dp±   '  dpn   r  J 

dxt  0 \-  •  •  •  -f-  «>/i  0  — h  6  0  clXi  -f-  - —  0  ax*  -+-••• 

c/^j  t>.?*,i        '  dXf 

- —  0  </>„  • 


-  no  - 

Ou  a,  d'autre  pari, 

ita   —  '^,-t-   —  '..r,- 

cJj~,  i»j'i  iW„  rta, 

-(-  (/  - —  w„  -s-  ■,.>■,  dp,  -+-  Jrt  rf/),  -i-, .  ,-+■  Î^b  t//j„, 

l'n  uwervBDl  qoo  'n/x  -  -  '/o,r,  que 

.  i  j  -  j        W  .. 


r*>F  . 


3  dr. 


(*T 


on  déduit  île  lu 

I  „■/,,,  *.(,-,   |    ■'ÏJ,,-,!,,,)**, 
Y    or  te)  / 

I  -  (  n,  —  <£r,  -■-    2-  dr,  -  -  dp,  )  Sa,  -- 


►  ?£■*, 

1  'V: 


Déterminons  les  3,== 


<)<V 


-  par 


"'i1 


3,^  +  4^0; 
suivra 

(Î-2-- 

introduit  «  constantes  arbitraires  3,. 


Or  Je  sign. 


>  nouvelles  constantes  i 


bien  qu'aux  a  ;  les  valeurs  de  .r,  .r, ,  ....  .r„,  p,,  . . ..  p„  dépendent 
des  unes  comme  des  autres;   en  conséquence,  pourvu  que,  pour 
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t  =  t0  les  2/1  constantes  soient  telles  que  xt}x2,xn9... ;pi9...,pn 
puissent  recevoir  des  valeurs  quelconques,  x  ayant  d'ailleurs 
une  valeur  correspondante  fixée  par  l'équation  (2)  ;  les  va- 
riations oxt ,  8.r2,  . . . ,  oxn,  S/?4,  8/?2,  . . . ,  Zpn  peuvent  s'estimer 
arbitraires,  ces  variations  répondant  aux  variations  des  2/1  con- 
stantes. 

L'équation  ci-dessus  a  donc  lieu  quelles  que  soient  ces  varia- 
tions ;  il  en  résulte  donc 

{   dx\        dx<i  dxn 


(*9) 


—  I 

àpt 

•    •    • 

àpn 

—  dpx 

•    •    •     ""~ 

-dpn 

dû 

dx 

àxn 

-*-Pn 

dx 

9 

t 

ix 

—  Px^-p 

H 

'  -+"  Pn 

1   àPn 

4.  En  revenant  des  équations  x  =  W,  pK  =p  aux  équations  (1) 
et  (2)  F=  0,/=  o,  on  aura 

-^i  =  -r^-     déterminé  par     -^-  -H  ~r^-  -f^  =  °» 
dx(        oxi  ôxi       opx    dx, 


et 


dW  _   dx  __  Q  dF        ^  ^  _ 

«ta,  ~~  doit  ~~~  à*,-        dx  doit  ~~ 


OU 


c)F        <>F  Q 

de  sorte  que,  les  équations  de  départ  étant 

F(x, Xx,xt,  .  ..,xn>*lt  aj, ...,«„)  =  o,    f{x,Xx, . .  .,#n,/>i,  . .  .,/>*)  =  o, 
(3o)J  dF        <>F  <>F        <)F  Q 

et  les  Pi  ayant  leurs  valeurs  données  par 

$i=!HioeJfdx  dt       =  p/0*    Jt.  \dx'dPJ   '*  =  p/f  *    *'<.?'       » 
x.  16 


T  s'y  trouvant  à  prendre  à  volonté. 

Le  système  d'équations  différentielles  a  d'après  cela  pour  sys- 
tème  intégrai  avec    au   constantes   arbitraires,  l'équation   (t)  s 
trouvant  impliquée,  les  équations  précédentes  (3o). 

Lorsque/  ne  contient  pas  x,  on  a  \  =  o;  les  valeurs  des  Jî,  de- 
viennent les  |j,0,  elles  sont  constantes;  c'est  le  théorème  que 
Jacobi  a  démontré  directement,  et  auquel  il  a  habilement  ramené 
le  cas  général. 

Observons  que  l'on  a 


<tV        dF 


tlP 


/> 


fa  conséqu. 


■apports  entre  les  quantités  constantes  A't,/'j,  .  .  ,,k„  consti- 
t  «  —  i   constantes  arbitraires,  et,  si  kt  se  prend  pour  valeur 


'._    -.-  .  .  ht   —   c 


pour  la  (■j.ii  -\-  \)'ia"  équation  du  système  intégral,  les  antres  étant 

F  =  o, h  -y,  pi  —  o,  et  les  équations  (3i). 

Lorsque  T  se  prendra  autrement,  les  an  équations,  où  de  fait 

/  ne  figure  pas  servant  à  déterminer  2/1  des  variables  x,  x ,x„, 

pt,  ...  ,/•„  en  Jonction  de  l'une  d'elles,  il  y  aura  entre  celle-ci  et 
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/  l'équation 


dF  .    àF     ~  /   7" 

—  =  —  X*,  —  c    *'/. 


t>a,  dr 


OU 


ou 


*  '. 


.dF  àF 

à%x  __  àx       *_M  _ 

dF  dF"*"     T     ~°' 

c/at  dx 


équation  du  premier  ordre. 

D.  Si  le  système  (7)  est  considéré  sans  la  variable  auxiliaire  /, 
les  intégrales  seront 

àF  àF 

F  =  o, h  pt  —  =  o, 

t^v       '     d«r 

et 

àF        àV  àF 


Ô0L\  àl*    _  Ô2„ 

équations  dont  le  nombre  est  an,  avec  in  —  1  constantes  arbi- 
traires qui  sont  a,,  a2,  .  .  . ,  a„  et  les  rapports  entre  Ari,  Ar2>  •  •  •  *  Ar„. 

Nous  terminerons  en  signalant  l'accord  que  présentent  ces 
résultats  généraux,  et  ce  qui  regarde  la  forme  d'intégrale  com- 
plète examinée  d'abord. 

Supposons  que  xK  soit  prise  pour  variable  indépendante  à 
l'égard  du  système  intégral,  que  x0,  #20,  . . .,  xn0  soient  les  con- 
stantes arbitraires  dans  l'intégrale  complète. 

w  w  •  àF         Q  àF  ,      .  .  àF  o    àF 

L  équation   —  -h  P/t-  =  o  devient  alors  —  +  fr  _  =  o,  et 


0%t         r   àx  àxl0         r    àx 


l'on  a 


(M) 


t//  étant 


dF 

àF         àF 

dF 

dF 

—  1 

__  àx0  _  àxi0 

ll0              14 1 

àxi0 

■  _i    •   •   •    ™  '           ™  — 

àx 
àxi0 

dj% 

djr/0 

àx„  % 
"    'Pnàx^ 
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ni 


_  Oz  _ 


Oy  ()r 


<)v 


7  — 
1  0"k 


—  o,     u^/^o,      ut7ro\ 


v  est  à  éliminer.  De  là 

2.    Pour  le  problème  inverse, 

V  =z  (x  —  %y)*  —  afla(,r  —  £T)  =  o, 
/  =p,/r—pz-+-aq  =o; 

d'où 


pis-* 


ce  qui  donne 


(z  —  zy)(q  —  z)  =  o, 


ai  a  Q 


Par  F  Ton  a 


donc 


z  —  ty  =  v/'2«a(j: —  ft), 


4  /       ôï  /a(x  —  $)  /       ôô 


ce  sont  bien  les  intégrales  précédentes. 


11. 


ÀZ 


dx 


dv 


V 


1    -r- 

•• 

•2  y 

a/, 

7  = 

3.  r' 

•2 

>      —  — 

"«^ 

./•2 

-    •  y 
•A 

tlz —  dp  _  —  ^*7 

—  /> .1*  -+-  qy  -r-iq*  p 

dx 
3-r3,     dy-hy  — h  '±$x*dx  =  o, 


37 


!L±  —  fJZ  -'Il  = 
•a         'à        ^ 


i-i-  t«  —   il-   r« 


2 


3?»  —  ~-  xn, 


1 


3 


Il  n'y  a  aucune  de  ces  constantes  à  éliminer. 
Si,  pour  .r  =  .r„,  on  fait 


y  --.  )'u ,      -î  —  -ô»  •     y*  —  ^>o 


=  M«p,-=Mfr, 


en  prenant  pm  = —  /»,■». 

Ajoutons  que,  dans  le  système  intégral  que  nous  venons  de  dé- 
duire de  l'équation  F  =  o,  celle-ci  peut  se  remplacer  par  l'équation 
/"=  o.  Mais  les  équations  (7)  ne  se  forment  que  pour  l'équation 
_/"— o,  et  restent  les  mêmes  quand  à  sa  place  on  prendy"=  A,  A  étant 
une  constante  arbitraire.  Donc  il  suffira  de  remplacer  l'équation 
F  =  o  par  /=  A,  les  autres  équations  restant  les  mêmes  pour 
avoir  le  système  intégral  général  de  ces  équations  (7). 

Il  importe  peut-être  d'appuyer  de  quelques  exemples  l'exposé 
qui  précède.  Les  trois  qui  suivent  suffiront,  je  l'espère,  pour  con- 
firmer les  principales  observations  que  nous  avons  eu  à  faire. 


.So\tf=pqr-pz  +  aq  =  o.De]i 


<lv 


<iz 


;       py~ru       ■t.pqy—pz  +  qa        —p1 
—  p  dx  dy  ds         dp 

''  "  *'      <**       i>y  +  «  ~  p*y  ~  p1  ' 

d.r  dp         .  dp  dp 

— ■  =—  -i-  ,     dy—y  -'- a  -V  =0, 

a»  p*  J       J   p  p* 

r~'~  J»*  '    y  ^  P  7  ~  îi'  '  '        ~P 


?=\fi^Ts<    »  =  "■   >'  =  t\/^y>-W 
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D'où 

ùz  dy  ôv  ày 


y  est  à  éliminer.  De  là 

(z  —  op)*  =  iaz(x  —  jî). 

2.    Pour  le  problème  inverse, 

F  =  (x  —  xy)*  —  ia%(x  —  p)  =  o, 

f  =p<iy  — pz  +  aq  =  o; 

d'où 

-  -y(*  —  <*?)  —  a(x—  3)       ai 
p(z  -  %y)  -  aa  =  o,      —^ ^ i ^  =  -^  , 

(^  —  *y)(g  —  *)  =  <>» 

ce  qui  donne 

ai  a  n 

Par  F  l'on  a 

z  —  ay  =  ^ia%(x —  p), 
donc 


.   /       a~%  A  /a{x—$)  /      ôô 


ce  sont  bien  les  intégrales  précédentes. 


II. 

'•  az — px-\-  qy  -+-  q1  =  o, 

dx  dv  dz  __  —  dp  _  —  dq 

—  x  ~~  y  -f-  iq  ~~  — px  -+-  qy  -t-'iq*  p  3 q 

dx 
P  =  olXj     q  =  $x3y     dy-\-y hapar,cfcr  =  o, 

x 

I_Ëf!,    -  =  £±_2Z  _?!  =  g  —  Pt  ^     £!*• 

^  X  A     '        **  '2  '2  a  2  4  ' 

Il  n'y  a  aucune  de  ces  constantes  à  éliminer. 
Si,  pour  x  =  *r0*  on  fait 


-  aie  - 

sauf  à  avoir 

ax.-4-fen  +  fS 

P*                  j.               ' 

on  trouve 

._! 

U|  +  Jtf«-|-f{        3-ï°,      --r;'.-  *■'"■ 

Œ      3-      4*. -«-g! 

"          aj-; 

DeU 

170  ""          *J  —  X* 

tt  linalenicnt 

(  s  *  J  —  =„*'  )(*ï  —  **  )  =  x*  x\  (xy  —  sr«jr»)*- 

Il  est  plu* 

,  simple    d'opérer  autrement.   Observons  que 

l'on  > 

de  sorte  que, 

si  l'on  pose 

il  §'ensuit 

Substitution  faite  de  a,  il  y  a  donc  [J  à  éliminer. 
Cela  donne 


De  même,  comme  l'on  a 

n  faisant 

«  .=  3  3v  -!-  A . 


et  en  éliminant  y  de 


-  2i7  - 

on  obtient  pour  intégrale 

3*  A 

z  =  3 x*  y  -f-  l-r  x6  -i x*. 

2.   Pour  le  problème  inverse.  —  Soit 
il  s'ensuit 

2  «  —  /W?  -f-  ^  -i-  7*  =  O, 

U  \/  .T  /  X 


K' 


d'où 


r  =  1  H-  Bar», 


q  =--  —  ■*  (y—  tj  =-aBj'. 
/?  =  (A  —  iBY)^r, 


z  ='- -^ 7-  =  Aj?2  —  Bar».  c.   0.    F-   T. 


III. 

f-pq  —p*  —  qy  —  z  =  o, 

dx  dv  dz  —  dp        —  dq  __       dz 

7  —  x        p  —  y        j./tf/  — px  —  tj  y        —  'ip        --  'itj       pq  -1    z 


d'où 

r/-        ._  (lP       ./-       -  llP 


7  ^  *!/>< 


tiz             <ip                    ap       *iP    . 
--  -^- 1     dz—  z  — dp  —  o, 

QLl/jt-l-Z  Xp  ').p  'À 


.  dq        dq  ,  -        al 

•27  i  3 


pu 


is 


v  ^  pg—px—z        p  __      a-, *,_ 


calculons 

_  as           &y 

D'abord 

ày        / I           a,              ni     \  àp           i 
da,          3            J    i               ï  J  i)a,        !  >r-  ' 

d'où 

Mais  <!<■ 

3xy'ïi7  =  («,/i)«  -+■  3a„ 

on  tire 

ou 

Éli 


'        3        «,1,  3    /        ,|V/^  >,         3  .,, 

Le  résultai  de  l'élimination  de  p  est 

[.,!»,..  -,-  a-  >■-  4»,  .,i|»- |3»itv-J-.-  -.(V  +  *)>«- 


ou 
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1 .   Problème  inverse.  —  Prenons 

x        it*        ou  i       .       a* 

y=--  +  —--       „U         «„  +  *_-  «,,.+    _.=«, 

5  —  «j  /  —  y  &  =  o,     a,7  -h  x  —  -  at  ^  -t-  ^  =  o. 
Les  équations  du  système  intégral  seront,  avec  celles-là, 

/  4       ^\àt  1/4  «2    \  àt 

d'où 

<zj/>  =  ai  f»,    />  =  t*, 

puis 

3  "*"  K  K' 

avec 

-  at  r*  •+-  a, 
1  €>/  /       4  a,  \  d*  t 


l  a,  t*  -I-  a, 


d'où 

3 


£  +  <■ 


de  sorte  que 


y        3  *  /  _  aj  a  **       A 

K  ~  K''     ^""â1   """  3  ~*"19 


p  =  t*,     q  =  a,  *», 

f*       A 

i  Aa,  +  aj 

tr=?a1/J .  c.  o.   F.   T. 

5  t 


-  *:*)  - 

Sur 

fa  wi 

er 

A»*  BCJ  ilU-îsnitrx   dtt  /onctions  t 

n  tiêret  ; 

par  M.  PkXOSCi 

[S<UM  'lu  'x  juillet  iSSï.i 

s.>it 

f\ 

.■l^^X-^a.X--'--...- 

"" 

un  polynôme-  i 

ue 

couque  à  coefficients  entiers;    il 

est   toujours 

potsibte 

de  iioi 

ver  une  Liants  supérieure  de  '« 

moyenne  arilnmé- 

tique  .1. 

indu 

es 

des  racines  de  l'équation 

/<r)  =  a. 

Dtûg 

ion»  pa 

rS 

cette  limite,  nous  aurons  poi 

r  Ion  le  valeur  de  J 

(,) 

|°*|<          "!          S* 

V 

Inujmi 

/J|. 

.1 

l^l-.-K.I            >f*l**\ 

!  «p,  1 

;•!«*] 

f 

ni                     =*/             .{ 

i  —  n 

''' 

—  ri!                 V 

"! 

pour  r  <  s,  a, ,  «*,  .  .  . ,  an  étant  n  quantités  quelconques. 

Les  coefficients  des  diviseurs  de/  (x)  devront  nécessairement 
vérifier  l'inégalité  (i)  et,  par  conséquent,  il  suffit  d'essayer  la 
division  par  un  nombre  fini  de  polynômes  pour  obtenir  la  décom- 
position de/  (t)  en  ses  facteurs  premiers. 

On  pourra  réduire  le  nombre  des  tentatives  à  faire  par  les  con- 
sidérations suivantes  : 

Soient 

/,(j)  =  *,*"• -+-&,*»«  -(-..., 

deux  polvnômcs  dont  le  produit  est  égal  à  /(-r)'.  nous  savons  d'a- 
bord que  bn  et  ca  doivent  être  deux  diviseurs  complémentaires  de 
«0 .  Le  choix  de  ces  deux  diviseurs  une  fois  fixé,  on  obtient  les 
coeflicienls  b,  et  <:,  par  l'équation  suivante  : 


s  de  />,  et  de  r,  en  fonction 
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d'un  paramètre  /,  sauf  le  cas  d'impossibilité  qui  montrerait  que 
les  coefficients  b0  et  c0  ont  été  mal  choisis.  Le  paramètre  t  ne  pou- 
vant avoir  qu'un  nombre  fini  de  valeurs,  il  en  sera  de  même  de  bx 
et  de  Cf.  Le  choix  de  ces  deux  coefficients  une  fois  fixé,  on  obtien- 
dra les  coefficients  b2  et  r2  à  l'aide  d'une  nouvelle  équation  indé- 
terminée, et  ainsi  de  suite. 


EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  21  AVRIL  1882. 

PRESIDENCE   DR   M.    HALPHEN. 

Elections  :  MM.  Poincaré  et  Brésard,  présentés  dans  la  dernière 
séance  par  MM.  Halphen  et  Stephanos;  MM.  L.  Kronecker  et 
Genocchi  présentés  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et 
Picquet,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  G.  Tarry  :  Théorèmes  divers  sur  les  centres  de  gravité.  — 

M.  Stephanos  donne  à  cette  occasion  un  théorème  Sur  les  figures 
homograph  iques. 

M.  Lebon  :  Extension  de  la  construction  donnée  par  M.  Rou- 
elle pour  V intersection  d'un  hyperbolotde  de  révolution  et  d'une 
droite  au  cas  d'une  surface  de  révolution  quelconque  du  second 
degré,  sa  uf  le  para  bo  lo  ïde . 

M.  Stephanos  :  Sur  un  rapprochement  entre  la  Trigonomé- 
trie sphérique  et  la  théorie  de  trois  formes  binaires  simul- 
tanées. 


SÉANCE  DU  5  MAI  1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   HALPHEN. 


M.  L.  Hugo  adresse  une  Note  manuscrite  Sur  un  dodécaèdre 
en  bronze  trouvé  en  Suisse. 

M.  Laisant  présente  une  Note  manuscrite  de  M.  Laquière,  inli- 


lée  ;  Sur  té  thi-urèm 
prictés  des  rentres  de  • 


e/atif  t 


Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  le  calcul  haryceulrique  de  Atobius. 

M.  Halphen  :  Sur  une  classe  d'intégrales  pscudn-cfliptiqnet. 

M.  Weill  :  Sur  trois  coniques  ayant  quatre  points  commune 


ÉANCL!    DU    1U    MAI 


alertions  :  M.  Ilabirh.  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  IVrrin  et  l'iequel .  ;  MM.  N.  /.abomlsky  et  D.  Selîvanoff, 
présentés  par  MM.  Halphen  at  Dubom;  H.  Ch.  Henry,  présenté 
par  MM.  Luisant  et  l-muis,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Poucet  :  Sur  le  mouvement  d'un  solide  qui  n'est  soumis  à 
aucune  force. 

M.  Sclivanoh"  :  Sur  les  intégrales  définies  uniformément 
convergentes. 

M.  Stephanos  :  Sur  certains  déterminants  fonctionnels. 

M.  Perrin  :  Sur  une  [méthode  de  résolution  pour  l'équation 
du  quatrième  degré. 


SÉANCE    DU   2    JUIN     1882. 


Ulections  ;  MM.  Wilson,  Cheysson  et  Bore,  présentés  dans  la 
dernière  séance  par  MM.  Luisant  et  Dreyfus;  M.  Zeller,  présenté 
par  MM.  Halphen  et  l'iequel,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Lcbon  :  Sur  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second 
degré. 

M.    SclivanolV   :    Sur  les    intégrales    uniformément  rnnver- 


-  2Ti3  - 

M.  Stephanos  :  Sur  une  généralisation  du  rapport  anhar- 
monique. 

M.  Halphen  :  Sur  le  Mémoire  de  Riemann  qui  traite  de  la 
totalité  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  donnée. 


SÉANCE    DU    16    JUIN    1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HALPHEN. 

L'Académie  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples 
envoie  la  collection  de  ses  Iiendiconti,  en  échange  de  celle  du 
Bulletin  de  la  Société. 

M.  Lucas  analyse  un  Mémoire  manuscrit  de  M.  Pellet  Sur  les 
résidus  cubiques  et  biquadra  tiques  suivant  un  module  premier. 

M.  Gascheau  adresse  un  Mémoire  manuscrit  intitulé  :  Etude 
sur  un  cas  singulier  du  mouvement  d'un  point  matériel. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  les  sextiques  à  neuf  points  doubles. 

M.  Stephanos  :  Sur  les  éléments  imaginaires  en  Géométrie. 

M.  Lucas  :  Sur  les  carrés  diaboliques. 

M.  Lucas  est  délégué  pour  représenter  la  Société  au  Congrès  de 
l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences  à  la 
Rochelle . 


SÉANCE    DU    7   JUILLET    1882 


PRESIDENCE   DE   M.    ANDRE. 


Elections  :  M.. Léon  Lé vy,* présenté  dans  la  dernière  séance 
par  MM.'Aron  et  Halphen,  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Schlcgel  adresse  un  Mémoire  manuscrit  :  Sur  quelques 
théorèmes  de* Géométrie  à  n  dimensions. 


SÉANCE    DU    21    JUILLET 

PRÉSIDENCE   DE    M.    ANDIIK. 


Élections  :  M'1"'  Sophie  de  Kovalewski,  présentée  à  la  dernière 
séance  par  MM.  Stephanos  elPicquet;  M.  Aulert,  présenté  par 
MM.  André  et  Lucas,  sont  élus  membres  de  1m  Société. 

M.  Peroll  adresse  une  Nutc  manuscrite  Sur  la  rcrhcrehe  des 
diviseurs  des  fonctions  entières. 

M.  Lenninnier adresse  un  Mémoire  manuscrit  Sur  la  recherche 
d'une  intégrait  roi/i/dète  de  l'équation  atUt  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  sur  le  problème  inverse. 


RILLETIN  HIBI.IOGRAPHIQI  F.  ('). 


OtYlUtiES    ET    I 


Tarrv  (G.)  :  Jie/ation  générale  entre  sept  points  d'une  conique. 
Conique  d'homologte.  Propriétés  communes  à  trois  figures 
homographiques.  (Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences.) 

Guntlier  :  Operative  Arithmetik  und  Géométrie  der  Gittersys- 
teme.  (Extrait  des Zeitschr if 't  fur  math,  nnd '  natnw.  Unlerr.) 
Pamietnik  Akademii  nmie/etnosci  iv  Krakowie.  Wvdzial 
matematrrzno-przyrodniczr.  Tom  szosty.  W  Krakowie.  1881. 

Guntlier  :  Comptes  rendus  des  Ouvrages  suivants  : 

Cantor  (M.)  :  Vorlesungen  iïber  Geschiehte  der  Mathemalik. 
Leipzig,  1880, 

Henrv   (Gli.)  :    Galilée,    Torricelli,  Cmalieri,  Cftstelli.   Rome. 


Guntlier  :  Dit •  platonische  Zahl. 
Rapport  de  la  Commission    parlementait- 


chargée  d'examiner  la 


—    Z.JO    — 

proposition  de  MM.  Laisant,  P.  Bert  et  Hervé  Mangon,  relative 
aux  Œuvres  de  Fermât. 

Gaspard  Monge  :  Traité  élémentaire  de  Statique  (seconde  édi- 
tion, an  III).  Exemplaire  offert  par  M.  L.  Hugo. 

Schwedoff  (Th.)  :  Configurations  de  la  grande  comète  de 
1882, prédites  d} après  la  théorie  des  ondes  cosmiques.  Odessa, 
1882. 

Catalan  :  Sur  les  fonctions  X„  de  Le  gendre  (second  Mémoire, 
extrait  des  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences,  des 
Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique). 

Stephanos    :    Sur  quelques  propriétés    du    système    de    trois 
figures  égales  situées  dans  un  même  plan.  (Extrait  du  Bul- 
letin de  la  Société  philomathique.) 

Schwedoff  (Th.)  :  Sur  V origine  de  la  grêle.  Odessa,  1882. 

Kœnigs  :  Sur  les  propriétés  infinitésthiales  de  Vespace  réglé. 
(Thèses  présentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  1882.) 

Catalan  :  Problèmes  et  théorèmes  d* Arithmétique.  (Extrait  des 
Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège.) 

Zeuthen  :  Grundriss  einer  elementar-geometrischen  Kegel- 
schnittslehre.  Leipzig,  1882. 

Brill  :  Ueber  binàre  Formen  und  die  Gleichung  sechsten 
Grades.  (Extrait  des  Mathematische  Annalen.) 


-  sac  - 
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logarithmes  népériens  ;  par  M.  Edouard  Lucas V,  178 

Sur  les  congruenecs  des  nombres  eulériens  et  des  coefficients  différentiels  des  fonc- 
tions trigonométriques,  suivant  un  module  premier;  par  M.  Éd.  Lucas.     VI,  49 

Sur  les  développements  en  séries;  par  M.  Edouard  Lucas VI,  07 

Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques;  par  M.  Laguerre VI,  68 

Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques;  par  M.  Laguerre VI,  72 

Note  sur  le  développement  des  puissances  de  certaines  fonctions;  par  M.  Désiré 
André. VI,  120 

d}y       2  /  dy  V 
Sur  l'intégration  de  l'équation  y  ---  —  -  (  -*-  \  =  fi/(.r  ),  /  étant  un  polynôme 

du  second  degré  ;  par  M.  Laguerre VI,  121 

Sur  la  recherche  du  facteur  d'intégrabilité  des  équations  différentielles  du  premier 

ordre  ;  par  M.  Laguerre VI,  124 

Sur  le  développement  de  la  fonction  elliptique  jx(j*)  suivant  les  puissances  crois- 
santes du  module  ;  par  M.  Désiré  André VI,  i63 

s» 

Sur  l'intégrale  /      z"e  dz ;  par  M.  Laguerre VII,  12 

«-'0 


Sur  l'intégrale  j"  *— .  p 
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Sur  la  fonction  (  — —  )  ;   par  M.  Laguerre VIII.» 


Sur  l'équation  diil'érrnticllc  des  conique;  pu  M.  Halphen VII,  83 

Sur  le  développement  d'une  fonction  JWi'IllflllM^i.  par  M.  Halpkrn . . .     VII,  qj 

Sur  une  classe  rie  fonctions  non  uniformes;  par  M.  A",  l'icard VII,  mi 

Sur  Ici  équations  différentielles  linéaires.  (  Kilrait  d'une  lettre  de  M.  UrinteM  i 

M.  Ufuerre.) VII.,.,', 

Sur  un  sysléme  de  trois  équations  diUVrrrilidlrs  totales  qui  définissent  la  moyenne 

«rïthméluo-itéono'lriqur  de  i|n;il>r  iléinenls;  par  M.  C.-W.  Horchardt .     VII,  nj 

Sur  la  fonction  exponentielle;  par  M.  Laguerre VIII,  11 

Sur   U   réduction   en  fractions  continues  d'une  fonction  qui  satisfait  à  une  éqii»- 

lîon  linéaire  du  premier  ordre  à  coeHirienls  rationnels;  par  M.  Laguerre.  VIII.  ir 
Remarques    sur    les    équations    différentielles    linéaires    du    second    ordre;    par 

M.  Laguerre VI 1 1 ,  r. 

[- — - — I  ;   par  M.  Laguerre.. 

Sur  une  formule  (Famine  ;  par  M.  Halphen ; V  III.  r;> 

Note  sur  certaines  équations  différentielles  obtenues  par  I  élimination   de  deux 

fonctions  arbitraires;  par  M.  Worms  de  Romitly VIH.  bj 

Note  sur  une  classe  d'équations  différentielles;  pj,r  M.  Haag \  111,80 

Sur  les  fonctions  i*  et  (—,)*;  par  M.  Louant VIII,  i<m 

Sur  l'équation  liïpcrgéomélrique  ;  par  M.  llumbert VIII,  i  n 

Sur  Te  développement  d'une  fonction  suivant  les  puissances  croissantes  d'un  pulj- 

oome;  p»r  M.  Humbtrt \lll,,j} 

Sur  les  nouvelles  formules  de  MM,  Scidcl  et  Slern ,  concernant  les  nombres  de 

Bcrnoulli;  par  M.  Éd.  Lucas VIII.  ibg 

Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  classe,  de  fondions  ;  par  M,  Georget 

Humbert VIII,  181 

Sur  une  généralisation   de  la   théorie  des  fractions  continues   algébriques:  par 

M.  Humbert VIII,  iq,  et  IX,  il 

Sur  une  formule  de  M.  Hermite;  par  M.  Humhrrl ....      IX, ',1 

Sur  la  fonction  {1  —  1)';  par  M.  G.  Humbert I\,  5t. 

Sur  ta  représentation  analytique  des  substitutions  ;  par  M.  de  l'olignac.      IX.  Jo 

Note  sur  une  formule  de  Gauss;  par  M.  A\  Sonine I\,  ifii 

Sur   l'équation   linéaire   qui   relie  au    module    la    fonction   complète    de    première 

espèce;  par  M.  Gourtat \,  \\ 

Sur  des  cas  de  réduction  des  fonctions  &  de  plusieurs  variables  il  des  fonctions  tt 

d'un  moindre  nombre  de  variables:  par  M.  Appe.ll X,  .',g 

Sur  une  série  d'Abel  ;  par  M.  Halphen N.  n; 

Sur  l'évaluation  de  certaines  intégrales  pseudo-elliptiques:  par  M.  Gunther,      X.  8r> 

Sur  les  intégrales  uniformément  eonirT.vnlrs;  p;ir  M.  Srlmuio/f S.1'17 

Intégration  de  l'équation  aux   dérivées   partielles  du    premier  ordre  a  n  variable 

indépendantes;  par  M.  Lrmonnier \.  î».1 

Calcul  des  probabilités. 

Sur  une  question  de  probabilités;  par  M.  /.'.  Lemoùie I.  So 

Sur  un  problème  de  probabilités;  par  M.  Halphen I,  111 

Questions  de  probabilités;  par  M.  Jordan I,  vifi  rt  iSi 

Sur  une  question   .le  nr.ili^ hil it'-i  ;   liai1  11.  IliennYnir II.   ■  .13 
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Rectification  d'une  formule  de  probabilité;  par  M.  Laquière VIII,  */\ 

Note  sur  un  problème  de  probabilité  ;  par  M.  Laquière VIII,  79 

Démonstrations  élémentaires  des  lois  fondamentales  de  la  probabilité  des  écarts 
dans  les  méthodes  expérimentales  ;  par  M.  £\  Laquière IX,  69 


Géométrie. 

Applications  nouvelles  d'une  proposition   sur   les  congruences  de  droites;  par 

M.  Halphen I,  a53 

Propriété  nouvelle  du  quadrilatère  et  du  triangle;  par  M.  Brocard 111,38 

Note  sur  un  compas  trisecteur,  proposé  par  M.  Laisant  ;  par  M.  //.  Brocard.     III,  47 

Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle  ;  par  M.  Perrin IV,  8.r> 

Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle  ;  par  M.  Brocard,. V,  r\S 

Formules  fondamentales  de  Géométrie  tricirculaire  et  létrasphénque;  par  M.  Éd. 

Lucas V,  i36 

Sur  l'application  d'un  principe  de  la  théorie  des  fonctions  à  des  recherches  pure- 
ment géométriques  ;  par  M.  Elling  Holst VIII,  5a 

Sur  la  Géométrie  de  direction  ;  par  M.  La  guerre VIII,  196 

Remarques  sur  la  théorie  des  régions  et  des  aspects;  par  M.  Laisant..  X,  5a 

Sur  un  triangle  dont  les  cotés  sont  exprimés  par  des  nombres  entiers,  premiers 

entre  eux,  et  dans  lequel  le  rapport  de  deux  angles  est  un  nombre  entier;  par 

M.  Weill X,  55 

Sur  le  problème  des  aspects  ;  par  M.  Perrin X,  io3 


Courbes  planes. 

Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  la  lemniscate;  par  M.  Emile  Weyr..  I,  18 
Sur  la  construction  des  courbes  du  cinquième  et  du  sixième  ordre  à  points  mul- 
tiples ;  par  M.  Kœhler I,  27 

Sur  les  réseaux  de  courbes  planes  ;  par  M.  Kœhler I,  \i\ 

Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre;  par 

M.  Halphen I,  i3o  et  226  ;  II,  1 1 

Démonstration  de  la  proposition  de  Steincr,  relative  à  l'enveloppe  de  la  droite  de 

Simpson  ;  par  M.  H.  Brocard I,  22^ 

Sur  la  détermination  des  caractéristiques  dans  les  courbes  de  degré  supérieur  * 

par  M,  Saltel II,  52 

Mémoire  sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes  algébriques  ou  transcen- 
dantes, définis  par  deux  caractéristiques  ;  par  M.  Fouret II,  72 

Sur   les   courbes  planes   transcendantes  susceptibles  de  faire  partie  d'un  système 

(jx,  v)  ;  par  M.  Fouret II,  96 

Sur  la  généralisation  des  cycliques  et  cyclides;  par  M.  L.  Saltel III,  95 

Seconde  Note  sur  la  génération  des  cycliques;  par  M.  L.  Saltel III,  99 

Sur  les  foyers  des  cycliques  ;  par  M.  L.  Saltel III,  100 

Sur  les  polaires  d'une  droite  relativement  aux  courbes  et  aux  surfaces  algébriques; 

par  M.  Laguerre III,  174 

Sur  la   conservation   du   genre  des  courbes  algébriques  dans  les  transformations 

uniformes  ;  par  M.  Halphen IV,  29 

Sur   la   détermination   d'une   courbe   par    une   propriété   de   ses   tangentes;   par 
M.  H.  Brocard IV,  \i 


$ 


tftfrfj   p.,r  M.  Halphen IV 

Sur  If 5  courbes  <■  ■  ■  troisième  ordre;   par  M.  £flgW«rM |Y, 

Construction  de   I»  chaînette   par   points   cl  division   d'un   arc  dp  celle  cmirlir  m 

n  parties  proportionnelles  »  des  si-j.oriptils  donnés;   par  M.  G.  Jung....     IV,  ni 

Nouvelles  propriété-  Ai  quelque-  marbw;  pu  M.  Mnnnlitim iv,  i à* 

Sur  les  correspondances  entre  1rs  points  de  deu*  courbes;  par  M.  Halphen.  V.  - 

Sur  l'enveloppe  de  la  droite  de  Simpson;  par  M.  tlmeard V,  iK 

Sur  la  détermina  lion,  par  le  principe  dp  correspondance,  rlu  nombre  des  point* 
de  <iml.nl  nu  rl'inlcr<t«r)i(in  «m.  un  ihikIi-  donné  de-  courbes  d'un  système  a'er 

une  courbe  algéiirique  ;   par  M.  G.  Fourct \  .  . 

Sur  le  tien  des  point»  tels  que  les  tangentes  menées  de  res  points  a  dem  c.iiirb 

planes  soient  éfllcs  entre  elles;  par  H.  Isiguerre V,  W 

Hcclierclies  sur  les  normales  que   l'on   peut,  d'un    puint  donné,   mener  -.    mie 

nique;  pur  M.  Ijigucrrt V,  ïo 

.Sur  linéiques  théorèmes  de  Jojchim-lhal  ;   par  M.  ijipuerrc V.; 

INntc  sur  Ij  théorie  des  dèveloppnïdcs  ;  par  M.   /talon  itr  la  GoupillUn. .     V,  i 

Détermination,   par    le    principe   de   correspondance   do    iiruiiluv   d.-    pu, ni.    fin 

plan   eu   lesapiels  se  tourlienl    trois   fourbes  appartenant   respectivement  à   trot» 

système-  iloiiiii-;  par  M.  '.'.  Fourct V.  . 

Sur  te-  Il  W  If  unicursalrs  de  Itoisiémc  cljs-e;   pu  M.  Lrigurrre \l.   .', 

L'i  li Tiuinalion   de   la   dusse   de   la    courtle  enveloppe  des   aie-   des  cuniqui  • 
•oio-inc-  sur  un   plan  vertical  de  cercle-   de   njTMU   ég.niv    milité-  d.m.  un   plan 
vertical  ri  diioi   le.  centres  sont   sur  une  boiinmlalr.   Goi-lnicliori   de-  »\c  de 

Mi  courbes:  pur  M.  Fici/utt . VI,  Si 

Sur    nne   relation    remarquable   entre   quelques-unes  de*  singularil"--*   réelle»  d« 

mortes  algébriques  plane*;  par  M.    Ferrin VI,  *i 

Sur  certains  réseaux  singulier-  formé,  par   des  courbes  plane-:   par   M.    Edmond 

Sur  quelques  propriétés  dis  conique-  hoinofoiMlo;   par  M.  I.nguerre.. . .     VII.  W) 

Sur  quelques  propriélés  de  l'Iiypnt  5 1 -Iniile  !i  trois  points  de  reb  lotissement:  par 
M.   Lagucrre V  II,  10S 

Sur  les  faisceaux  ponrtuels  plans  de  caractéristique  v,  avant  un  point  principal 
multiple  d'ordre  v;   par  M.  G.  l'omet Vil.  17- 

\ote  sur  l'évaluation  du  nombre  des  coniques  faisant  partie  d'un  système  et  satis- 
faisant à  une  condition  simple;  par  M.  Hihubert VKI.Si 

Sur  certaines  directions  de  transversales  des  courbes  algébriques  qui  correspon- 
dent aux  ans  des  coniques  ;   par   11.   .Slephanos IV,  41) 

Problème  concernant  les  combes  planes  du  troisième  degré;  par  M.  Georgei 
Halphen IX,  tf< 

Sur  les  courbes  de  Clcbseli  dont  les  coordonnées  s'expriment  en  fonction  ellip- 
tique d'un  paramètre;  par  M.  G.  Humbert IX,  iM> 

ak'ébrii|ue  donnée  par  un  contact  du  troisième  ordre  ;  par  M.  l.indemann.  \,  11 
Sur  les  polygones  dont  les  eolés  sont  tangents  à  une  courbe,  et  dont  les  sommets 

sont  sur  la  courbe  ;  par  >i.  Wiill V.ii; 

Sur   le   centre   des   moyennes   distantes   des   points   d'une   courbe   unieursale:   par 

M.  Weitl X,  iÎ7 

Sur  les  courbes  plane-  du   sixième  degré   à   neuf  points  doubles;   par   M.  Georges 

Halphen X,  itii 

F'cilx  t  lu  nrc  me-  relatif,  aux  centre-  1I1--  i-mirhc.  .il-ibi  ii]iii --  par  M.  Se  honte.   X,  lui 
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Sur  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  un  contact  du  troisième 
ordre  a\  ec  une  parabole  donnée  ;  par  M.  Schoute X,  222 


Courbes  gauches. 

Sur  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre;  par  M.  Halphen.  I»  19 
Sur  l'application  de  la   théorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  des  courbes 

tracées  sur  une  surface  du  second  ordre  ;  par  M.  Laguerre I,  3i 

Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  fermées;  par  M.  Flye  Sainte- 
Marie 1,8-2 

Sur  la  biquadratique  sphérique  et  sur  la  détermination  du  plan  oscillateur  en  un 

point  de  cette  courbe;  par  M.  Laguerre I,  101 

Sur  les  courbes  gauches  algébriques;  surface  engendrée  par  les  sécantes  triples; 

nombre  des  sécantes  quadruples  ;  par  M.  Picquet I,  200 

Sur  le  plan  osculateur  et  sur  la  sphère  osculatrice;  par  M.  Saltel II,  6\ 

Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  algébriques;  par  M.  Halphen.      Il,  tit) 

Sur  la  théorie  des  roulettes  gauches  ;  par  M.  //.  Laurent II,  84 

Construire  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'intersection  de  deux 

surfaces  données  ;  par  M.  Mannheim II,  1  \o 

Sur  les  courbes  gauches  et  sur  la   valeur  de  la  torsion  en  un  point  d'une  ligne 

géodésique  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre;  par  M.  Laguerre. .  IV,  160 
Sur  les  singularités  des  courbes  gauches  algébriques;  par  M.  Halphen.. .  VI,  10 
Note  sur  les  relations  entre  les  éléments  caractéristiques  d'une  courbe  gauche  et 

les  accélérations  du  point  qui  la  décrit  ;  par  M.  Haag VII,  i4<> 

Intégrales  des  courbes  dont  les  développantes  par  le  plan  et  les  développées  par 

le  plan  sont  égales  entre  elles  ;  pur  M.  l'abbé  Aoust VII,  i'|3 

Ktude  sur  les  courbes  gauches  unicursalcs  ;  par  M.  Genty IX,  1  iô 


Surfaces. 

Sur  la  représentation   sur  un   plan  de  la   surface  du   troisième  ordre,  qui   est   la 

réciproque  de  la  surface  de  Steiner  ;  par  M.  Laguerre I,  21 

Sur  les  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de  l'espace;  par 

M.  Laguerre I,  7  » 

Sur  les  sections  planes  des  cônes  circulaires  obliques;  par  M.  de  Pistoye.       I,  117 
Détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points  d'inter- 
section de  trois  surfaces  algébriques  d'ordres  quelconques;  par  M.  Fouret.      I,  122 

Mémoire  sur  la  Géométrie  de  la  sphère;  par  M.  Laguerre I,  i\i 

Sur  l'application  du  principe  de  correspondance  à  la  détermination  du  nombre 
des  points  d'intersection  de  trois  surfaces  ou  d'une  courbe  gauche  et  d'une  sur- 
face ;  par  M.  Fouret I,  258 

Sur  un  genre  particulier  de  surfaces  dont  on  peut  intégrer  les  lignes  géodésiques; 

par  M.  Laguerre I,  281 

Sur  un  point  de  la  théorie  du  contact;  par  M.  Halphen II,  o/j 

Sur  les  propriétés  métriques  des  surfaces  du  second  degré;  par  M.  G.  Bar- 
baux II,  i4ri 

Sur  le  contact  des  surfaces;  par  M.  Halphen III,  28 

Sur  la  courbure  des  surfaces  de  carène;  par  M.  de  Saint-Germain III,  37 

Sur  une  surface  remarquable  du  huitième  degré:  par  M.  Picquet IV,  \h 


c  prmeinaui 

Ml  pur  une  relnlioii  :  par  M.  Halphen IV.  i>'( 

S«r  BM  li.iirmlr  (|,..  ]»   ibeurie  de»  eillMIHII.  par  M.  t'A.  /frit».- IT,  yb 

Sur    un    u-mvniii    mode    dp  gjrïlldaeltln    de»    surfurrs    du    troisième    dejri  :     par 

M.  //.  P.t-./nrt |V,  i  jS 

Dm   «MImi    i  tu ■■■.hiiUijut*  el  ÉquiltitÈre»  dan»  In   surface»  du   troisième  degré; 

par  M.  //.  PfrfMJ iv .  i  il 

far  i'  •  I..:..  ■    I.   StmctaM  de*  «urfaresdu  IBWd  ordre;  par  M.  Lagucrre.         V,  îS 
Sur  lai  llgAM  MynptOtitTUCa  d«l  ■wh.»  «audirs  douées  de  deut  direelrire»  ree- 

tibgatfi  pw  K  Ralpkm V,  .14 

SU   l<  -    •.iil.in.    c[i,kI  If»  rajons  de  cour  lui  re    prinripauï  sont   fond iu m  l'un  de 

i'aiilre;   |»r  M.   A.  Mnnnh'im \.   rit) 

Th. -...-.-i, ii-  for  ),■-  -:ii.  i ;   pu   M,  Wanj V,   .'J, 

.Sur    h;    ptMboloIdt    lM    ■  Wlli.il    tfaH    nrjftd    réftt*;    par   M,     J.   Mann- 

hrim y.  ii/i 

W MUHw    ït'oiur  trique    d'un   tWorttW   irljiif   mi    surfaces  rlguki;   par 

M.     I.  MmhJWM , VI,  ; 

^ur   [g  n.i'iil.r''  rff*  iiurniiilct  commune»   «  di-ui   riHiilici,   à   deux  surfaces,  A  une 

n.urlic  ri  o  on  IBpfMBl  p»  M.  li.  I-.,u,,l VI,  ',.ï 


Géométrie  généralisée. 
RtehccdMi  •!>■  Qtemtuît  a  /•  ihmntaiï  pm  ta.  iiaiphm n,  .i\ 

K—ai  mu  lu  (UttOétth  M  "  diiucmiou»;  pat  M.   Camille  Jordan III,  io3 

Sur  li-»  tMftafanDM<»JU  linéaire».  MOMMtftt  dans  le  mime  ej.pare  ■  r  dimension»; 


Géométrie  descriptive. 

Ombre  porté*  par  un  Ion-  sur  lui-même;  par  M,  Cohen 

Nui"  «m  repare  il  n  canarde  ;   par  M.  Cahen 

Solution    simple    d'un     problème    de    licomclrie    descripltv 

M,  llermnry 

Sur    IV|'iirc  des  vinut-scpl  limites  d'une  Mlrfaec  du    li'oisiéii 

on  ces  droites  »onl  réelles;  pur  H,  Carvn 


Géométrie  cinématique. 


l'une  dmite :  par  M.  Ilnlphvn 1,  ..', 

des  ligures  dans  le  plan  et  dam  l'espace;  par  M.  Camittt 

Jordan 1.  .  li 

sur  le  il.|i|jiiiio-ut  il'iiu  -ulule  invariable1;  par  M,  Halphen Il,  56 

Nouvelle  d"jnon>tratft>n  d'un   iheoréaH  relatif  «n  déplacement  tofiiiimeni  petit 

d'un    dièdre,    il    velta    application    île    it    théorème  î    par     H,      t.     Mann- 
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"Note  sur  an  théorème  relatif  au  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan; 
par  M.  H.  Léauté VI,  170 
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fonctions  11  et  (—1)*  (VIII,  109).  —  Sur  certaines  propriétés  des  centres  de 
gravité  (X,  V).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  régions  et  des  aspects  (\,  33). 

Laquiére.  -  Note  sur  la  géométrie  des  quinconces  (VU,  8i).  —  Reclilicatï.w 
d'une  formule  de  probabilité  (VIII,  7',  >,  —  Note  sur  un  problème  de  probabi- 
lité (VIII,  711).  —  Solutions  régulières  du  problème  d'Eulcr  sur  la  marche  du 
cavalier  (VIII,  83  et  i3l).  —  Note  sur  le  nombre  des  marches  rentrantes  que 
l'on  peut  obtenir  en  remplissant  successivement  les  deux  demi-échiquiers  avant 
pour  frontière  commune  l'une  des  médianes  de  l'échiquier  total  (IX,  11).  — 
Démonstrations  élémentaires  des  loi-  fondamentales  'le  In  probabilité  des  écarts 
dans  les  méthodes  expérimentales  (  IX,  09).  —  Sur  le  théorème  de  M.  Laisant 
relatif  à  certaines  propriétés  des  centres  de  gravité  (X,  i3i). 

Laurent.  —  Sur  la  théorie  des  roulettes  gauches  (II,  H\  ). 

Leautd.  —  Note  sur  le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de  cercle;  perfection nemenl 
rie  la  méthode  de  Willis  (IV,  (jç,  ).  -  Note  sur  un  théorème  relatif  an  déplace- 
ment  d'une  ligure  plane  dans  son  plan  (VI,  170).  —  Note  sur  le  calcul  approcha 
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Remarque  sur  le  frottement  d'une  corde  sur  un  cylindre  lorsque  tous  deux 
tournent  avec  une  grande  vitesse  (IX,  46). 

Lemoine  (Emile).  —  Sur  une  question  de  probabilités  (I,  39). 

Lemonnier.  —  Mémoire  sur  la  transformation  des  formes  quadratiques  (III,  4$)* 
—  Sur  des  fonctions  analogues  à  celles  de  Sturm  (VI,  149)-  —  Sur  la  résolution 
de  trois  équations  du  second  degré  en  xy  y,  z  (VII,  16).  —  Calcul  d'un  déter- 
minant (VII,  i/5).  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  à  n  variables  indépendantes  (X,  223). 

Le  Paige.  —  Note  sur  les  déterminants  bordés  (VIII,  128).  —  Sur  la  règle  de 
multiplication  des  déterminants  (IX,  67). 

Liguine.  —  Sur  le  lieu  des  points  d'un  système  invariable,  mobile  d'une  manière 
générale  dans  l'espace,  dont  les  accélérations  du  premier  ordre  sont  constantes 
(I,  iôa).  —  Note  historique  sur  le  problème  des  engrenages  cylindriques 
(I,  25l). 

Lindemann.  —  Sur  une  représentation  géométrique  des  covariants  des  formes 
binaires  (V,  n3,  et  VI,  195).  —  Sur  les  courbes  d'un  système  linéaire  trois  fois 
infini,  qui  touchent  une  courbe  algébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 
ordre  (X,  21). 

Lucas  (Edouard).  —  Formules  fondamentales  de  géométrie  tricirculaire  et  tétra- 
sphérique  (V,  i3(î).  —  Sur  les  développements  en  séries  des  irrationnelles  du 
second  degré  et  de  leurs  logarithmes  népériens  (V,  178).  —  Théorème  sur  la 
géométrie  des  quinconces  (VI,  9).  —  Sur  les  congruences  des  nombres  eulériens 
et  des  coefficients  différentiels  des  fonctions  trigonométriques,  suivant  un  mo- 
dule premier  (VI,  4o).  —  Sur  les  développements  en  séries  (VI,  57).  —  Sur  les 
suites  de  Farey  (VI,  118).  —  Sur  les  nouvelles  formules  de  MM.  Seidel  et 
Stern,  concernant  les  nombres  de  Bernoulli  (VIII,  169).  —Théorèmes  généraux 
sur  l'impossibilité  des  équations  cubiques  indéterminées  (VIII,  173).  —  Sur 
l'extension  du  théorème  de  Descartes  (VIII,  187). 

Mannheim.  —  Sur  les  trajectoires  des  points  d'une  droite  mobile  dans  l'espace 
(I,  106).  —  Construire  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'inter- 
section de  deux  surfaces  données  (II,  140).  —  Nouvelles  propriétés  de  quelques 
courbes  (IV,  i58).  —  Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux 
sont  fonctions  l'un  de  l'autre  (V,  i63).  —  Sur  le  paraboloïde  des  normales 
d'une  surface  réglée  (V,  190).  —  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  relatif 
au  déplacement  infiniment  petit  d'un  dièdre,  et  nouvelle  application  de  ce  théo- 
rème (VI,  5).  —  Démonstrations  géométriques  d'un  théorème  relatif  aux  sur- 
faces réglées  (VI,  7). 

Mathieu  (Emile).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  dérivées  principales  et  son 
application  à  la  Mécanique  analytique  (I,  157). 

Pelle  t.  —  Sur  les  résidus  cubiques  et  biquadratiques,  suivant  un  module  premier 
(X,  i57). 

Perott.  —  Sur  un  théorème  de  Gauss  (X,  87).  —  Sur  la  recherche  des  diviseurs 
des  fonctions  entières  (X,  25o). 

Perrin.  —  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle  (IV,  85).  —  Note  sur  une 
formule  de  sommation  applicable  à  une  classe  de  séries  (V,  47)«  —  Sur  une 
relation  remarquable  entre  quelques-unes  des  singularités  réelles  des  courbes 
algébriques  planes  (VI,  84).  —  Sur  le  problème  des  aspects  (X,  io3).  —  Sur 
une  nouvelle  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré,  et  son 
application  à  quelques  équations  de  degrés  supérieurs  (X,  i3g). 

Picard.  —  Sur  uue  classe  de  fonctions  non  uniformes  (VII,  102). 

Picquet.     -   Sur   les   courbes   gauches   algébriques;    surface   engendrée   par   les 


HfclMtff  triples:  nombre  des  sécantes  quadruples  II.  ?*»)■  —  Sur  no*  surface 
rennrquat.il!  du  huitième  Attiré  (IV.  jâ).  —  Sur  un  oouitaii  modr  de  f-o-ra- 
lion  des  surfilées  du  troisième  degré  (  IV,  118),  —  Des  sections  paraboliques  et 
éqoilatércs  dam  les  surfaces  du  troisième  de  pré  (IV,  ii3>.  —  Keclifieaiioa 
(IV,  i56).  —  Détermination  de  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  des  airs  des 
iques,  perspectives  sur  un  plan  vertical  de  cercles  de  rayon*  égaux  situes 
ni  sur  une  horiionlatr.  ik>oslrucli<<* 


a  plan  vertical  et  dont  les 
des  axes  de  ces  courbes  (VI,  82). 
Piitoye  fdn).  —  Sur  les  sections  pi. 
Polignac  (prince  C.  de). 


propriété 


1  polyiu 


obliques  (!,  117). 
■  (*•-()' (IH,  19V 
1  sur  les  substitutions  linéaires  (IV,  uo>.  —  Sur  les  substitutions 
linéaires  (V,  69).  —  Représentation  graphique  de  la  résolution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  indéterminée  ax  -*-by  =  t  (VI,  iâ8).  —  Formules  « 
Considérations  diverses  se  rapportant  t  la  théorie  des  ra  m  il)  calions  (VIO,  I», 
et  I\,  3o(,  —  Note  sur  la  marche  du  cavalier  dans  un  échiquier  (IX,  tj).  — 
Sur  la  représentation  analytique  des  subsliioiiorn  (  1\,  >■,). 

Ratai.  —  Sur  un  théorème  de  Puiieclct  et  ca  général i sation  par  H.  Horrarth  1  I.  1  B  '. 

Rodet.  —  Sur  un  manuel  du  calculateur  découvert  dans  un  papyrus  éçypltea 
(VI.  iSi,j.  —  Sur  une  méthode  d'approsiniation  des  racines  carrées,  roanae 
dans  l'Inde,  antérieurement  a  la  conquête  d'Alexandre  (VII,  gH  I.  —  *«  •« 
méthodes  d'approximation  rhei  les  anciens  (VII,  lïoj.  —  Sur  nn  pmoeili 
ancien  pour  la  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminé» 
nj-—  4v  =  c  (Vil,  i-i]-  —   Le  souan-pan  des  Chinois  ri  la  banque  des   Vrgen- 

utn  (vm,  1S8). 

Saint -Germain  (de),  —  Sur  la  résolvante  de  deux  équations  du  second  ilcjré 
(1,  iji).  —  Sur  la  durée  des  oscillations  du  pendule  composé  (II,  1(  |.  —  [)■ 
facteur  constant  dans  leiprcssinn  de  Ml  r)  en  produit   illimité  (II,  fli).  —  Su 

la  courbure  des  surfaces  de  carène  (III,  3;f. 

Saltel.  —  Sur   la  détermination  des   caractéristiques  dans   les   courbes  de  derré 

supérieur   (II,    5j).    —    Sur    le    plan    osculaleur   et    sur    la    sphère    osculalrice 

cycliques  et  r  y  cl  ides  (  III,  gô).  -    Seconde 

s "(III,  99).  -   Sur  les  foyers  des  cvcliques 


(III. 

Sauce  ry.  - 


.  —  Sur  la 

r  la  générât 


Dr  la 


e  (IV,   .7). 


telle 


Schlegel,  —  Quelques  théorèmes  de  géométrie  à  n  dimensions  (X,  171).  -  Sur 
le  théorème  de  M.  Laisant  relatif  au.  centres  de  gravité  (X,  iîo). 

Schonte.  —  Deu»  théorèmes  relatifs  aux  centres  des  courbes  algébriques  (\,  319Ï. 
—  Sur  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatéres  qui  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  une  parabole  donnée  I  \,  321). 

Schubert.  -  Réponse  aux  observations  de  M.  Halphen  sur  la  théorie  des  carac- 
téristiques (VIII,  601.  -  Note  sur  l'évaluation  du  nombre  des  coniques  faisant 
partie  d'un  système  el  satisfaisant  à  une  condition  simple  (VIII,  Ci  ). 

SelWanolf.  —  Sur  les  intégrales  uniformément  convergentes  (\,  ij;). 

Souille.  —  Note  sur  une  formule  de  Gauss  (  1\,  i(ij). 

Stephanos.  —    Sur   une  propriété    remarquable    des    nombres    incommensurables 


(VII,  8.).  - 


Hintlcnl   aux  axes    des    coniques    f  l\,  jo). 
e  |iri'iblriiie  'le   l.i   Ti-iïiiniimétrie  -[ibérique 
s  [ormes  quadratique*  binaire*  1  \.  1 1}  j. 


nqite 
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Tchebychef.  —  Sur  la  limite  du  degré  de  la  fonction  entière  qui  satisfait  à  cer- 
taines conditions  (III,  io3).  —  Sur  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un 
seul  point  (VII,  188). 

Turquan.  —  Sur  l'intégration  de  quelques  équations  différentielles  (III,  $o). 

Weill.  -r-  Énoncé  d'un  théorème  d'Arithmétique  (IX,  17a).  —  Sur  un  triangle 
dont  les  côtés  s.ont  exprimés  par  des  nombres  entiers,  premiers  entre  eux,  et 
dans  lequel  le  rapport  de  deux  angles  est  un  nombre  entier  (X,  55).  —  Sur  les 
polygones  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  courbe  et  dont  tous  les  sommets 
sont  sur  la  courbe  (X,  127).  —  Sur  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
d'une  courbe  unicursale  (X,  137). 

Weyr  (Emile).  —  Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  la  lemniscate  (I,  18). 

Worms  de  Romilly.  —  Note  sur  certaines  équations  différentielles  obtenues  par 
l'élimination  de  deux  fonctions  arbitraires  (VIII,  64). 


FIN   DES  TABLES    DE    LA    PREMIERE   SERIE. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS 


La  So-iété  mathématique  do  France  a  pour  objet  l'avancement  et  ia  prupd^a- 
tion  îles  études  de  mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par  se.* 
travaux  et  par  la  publication  lies  mémoires  de  ses  membre*.  Son  sié«:e  e>t  a 
Pari:*. 

La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  (te  membres  non  résident? 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i°  de  la  cotisation  annuelle  des 
membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est  fixé  par  le  règlement 
administratif  de  la  Société;  ^°  du  revenu  du  capital  formé  par  les  droits  d'admis- 
sion, les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit  de  la  vente  des  ouvrages  élite* 

;:<r  !•»  Société  H  \o<  don**  qu'elle  pourra  recevoir. 


EXTEAIT  DU  RÈGLEMENT  ADMINISTRATIF. 

Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  :  i°  d'être 
présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande  signée  ;  ?.°  d'obtenir, 
a  Tune  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité  des  membres  présents. 

Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et  le  tréso- 
rier, et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission,  mon- 
tant à  10  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 

La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend  trois 
mois  de  vacances:  août,  septembre  et  octobre. 

Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée  aux  mem- 
bres résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  demande 
personnelle. 

Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent  être 
introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu  dans  Tordre 
de  leur  inscription:  les  communications  des  personnes  étrangères  à  la  Société 
ont  lieu  âpre*  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence  qui  seront  appréciés 
par  le  bureau. 

La  Société,  préoccupée  des  montages  qu'elle  peut  offrir  à  (Misses  membres, 
a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  liullrtin  de  In  Société  mathcmatif/iic,  qui  rend 
compte  des  mémoires  piésentés  à  la  Société,  sera  distribué  gratuitement  à  tous' 
les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  mathématiques  par  tous  les 
moyens  compatible.»  avec  son  mode  d'organisa lion,  avisera  aux  moyens  de  publier 
successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'd  s»era  possible  ou  utile  de 
le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens  français  ou  étrangers 

Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont  délivrées 
à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non  résidents. 

La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications  contre  les  jour- 
naux et  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et  appliquées,  publies  en 
France  et  à  l'étranger. 

Les\ersements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  composent  :  i"  du 
droit  d'admission,  montant  à  10  francs;  '>°  de  la  cotisation  annuelle. 

Pour  les  membres  résidents,  celte  cotisation  annuelle  h'éleve  à  ao  francs,  paya- 
bles d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à  i:>  francs,  également  paya- 
bles d'avance. 

Sont  considérés  comme  nVidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occupa- 
tions habituelles,  ou  v  exercent  Imbituellement  leurs  fonctions. 

m 

Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation,  quelle  que 
soit  l'époque  de  leur  admission. 

I^s  publications  ne  seront  adressées  qu'aprè>  le  versement  de  la  cotisation 
annuelle. 

La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  remplacée  par 
une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  dv  sociétaire  perpétuel. 

Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec  le  nom 
des  donateurs. 
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